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Voorrede. 


Das vorliegende Werk ist eine Bearbeitung des „A Freatise 
on Conic Sections. By the Rev. George Salmon, A. M., Fellow 
and Tutor, Trinity College, Dublin.“, welches im Jahre 1848 in 
London zuerst und 1855 in dritter Auflage erschien. 

Durch diesen seltenen Erfolg, die vielseitige Anerkennung in 
den gelehrten Zeitschriften und durch die bald erfolgte Unterneh- 
mung französischer Uebersetzungen wurde dasselbe vor vielen ähm- 
lichen Werken ausgezeichnet. Möge die vorliegende Ausgabe ihm 
auch in Deutschland solche Anerkennung erwerben. 

Ich fürchtete nicht, zu irren, wenn ich die Ursache jenes Er- 
folgs wesentlich in Eigenschaften zu erkennen glaubte, welche 
auch in Deutschland noch zu selten bei älmlichen Werken ge- 
funden werden, und die doch ohne Zweifel denen im höchsten 
Grade förderlich sind, welche die analytische Geometrie studiren. 
In der Entwickelung der neueren Methoden, derjenigen zuerst, 
welche die analytische Geometrie über das Coordinatensystem des 
Cartesius hinausführten, und der andern sodann, durch welche 
sie seitdem zu einer rein analylischen Wissenschaft sich immer 
vollständiger entwickelt hat, sah ich den Kern jener Vorzüge. 

Man findet im 1., I. und V. Kapitel des Buches alles Wesent- 
liche zur Theorie des Punktes und der geraden Linien im System 
der Cartesischen und dem der Polar-Coortdinaten; ebenso im VL, 
VIL, X und XL. Kapitel die Theorie der Kegelschnitte, überall mit 
sorgfältig gewählten Aufgaben begleitet. Zudem enthalten die Ka- 
pitel II., VIH. und XH besondere reichhaltige Aufgaben - Samm- 
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Gesammtzahl der in diesen elementaren Theilen des Werks ent- 
haltenen Aufgaben beläuft sich auf nahe dreilundert. 

Aller übrige Raum und damit die bei weitem grössere Hälfte 
des Werkes ist der Einführung in die neueren Methoden und der 
Entwiekelung jener umfassenderen Gesichtspunkte gewidmet, welche 
die Gesammtheit derselben zu geben vermag; denn es ist ein sehr 
reicher Erwerb, den die analytische Geometrie seit der Zeit der grossen 
Arbeiten von Poncelet und Carnot, von Möbius und Plücker 
gemacht hat. Ihn den Elementen zu verknüpfen, auf die man sich 
gewöhnlich allein beschränkt, in einem Buche von mässigem Umfange 
von jenen Elementen zu dem gegenwärtigen Standpunkt der wissen- 
schaftlichen Arbeit hinzuführen, das schien mir seit lange eine 
wichtige Aufgabe; es war der entscheidende Antrieb zur Unterneh- 
mung der vorliegenden Arbeit, dass ich in dem englischen Original 
einen ausgezeichneten Versuch zur Lösung derselben gemacht fand. 

Es war ferner meine Auffassung «dieser Aufgabe und des Ver- 
hältnisses deutscher Studirenden zu ihr, woraus eine Reihe von 
Erweiterungen und Veränderungen hervorging, welche ich hier zu 
bezeichnen die Pflicht habe. Sie betreffen: Im IV. Kapitel die 
Theorie der «dreipunktigen Linear-Coordinaten, durch deren Zu- 
sanmenstellung mit dem System der dreiseitigen Punkt-Coordina- 
ten später das Prineip der Dualität zu so einfachem Ausdruck ge- 
langt; überall in den späteren Kapiteln knüpfen sich daran andre 
erweiterungen zur Erläuterung der dualen Interpretation analyti- 
scher Resultate. Im XII. Kapitel die Anwendung des Differential- 
und Integral-Galeuls zur Quadratur und Rectification der Kegel- 
schnitte. Die Artikel 312—326 des XIV. und mit Ausnahme der 
Artikel 328—333 und 362—367 das ganze XV. Kapitel, welches 
der Anwendung der homogenen Formen und der Determinanten- 
Theorie auf die Geometrie gewidmet ist. Endlich im XVI. Ka- 
pitel die Theorie der geometrischen Verwandtschaften in den Ar- 
tikeln 453—480. Dazu kommt die Stellung der Theorie des Krei- 
ses nach der Ableitung der Haupteigenschaften aller Curven zwei- 
ten Grades aus der allgemeinen Gleichung, anstatt wie gewöhnlich 
vor derselben. Ueberdies finden sich m allen Theilen des Werkes 
zerstreut kleinere Zusätze, die hier nicht aufzuzählen nöthig ist. 
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Für alle wesentlichen Veränderungen habe ich mich der Bil- 
ligung und der ausgezeichnet fördernden Theilnahme des Verlas- 
sers zw erfreuen gehabt. Dieselbe hat mir die ganze Arbeit zu 
einer ungemein genussreichen und angenehmen gemacht. Seinen 
inhaltreichen Briefen verdanke ich die Anregung zu einigen An- 
merkungen und Erweiterungen, die man gewiss als sehr schätz- 
bare Bereicherungen erkennen wird; eine briefiche Andeutung ist 
z. B. die Quelle der im Schluss des VI. Zusatzes gegebenen Ent- 
wickelungen über einen Satz von Faure. Auch ist sehr Vieles von 
dem in den Erweiterungen verwendeten Material das Seine und 
in anderen Schriften und Abhandlungen von ihm schon in älnli- 
cher Form gegeben worden; so z. B. die Theorie dev dreipunk- 
tigen Linear-Coordinaten in dem einleitenden Abschnitt des „Treatise 
on the higher plane Curves“ und die Theorie «der geometrischen 
Verwandtschaften des ersten Grades im VI. Kapitel des nämli- 
chen Werkes. Ich hoffe, dass gerade die sorgfältige Benutzung 
dieser Arbeiter zur Einheit des Ganzen wesentlich beigetragen 
habe. 

Von jener Absicht, das Buch zu einer möglichst vollständi- 
gen und gründlichen Einführung in die gegenwärtige wissenschaft- 
liche Situation der analytischen Geometrie zu gestalten, liess ich 
mich bei allen jenen Erweiterungen leiten. Sollte sie selbst der 
Rechtfertigung bedürfen? Ich weiss es wohl, dass in den Arbei- 
ten unserer Möbius und Plücker die allgemeine Coordina- 
ten-Bestimmung längst eine sehr liefe und vollständige Begründung 
gehabt hat, dass es für den Kenner der mathematischen Literatur 
nicht schwer ist, von diesen Arbeiten aus die gauze sogenannte 
neuere Geometrie, die Entdeckungen von Steiner, Chasles ete., 
dem analytischen Gedankengange anzuschliessen, und dass auch der 
Weg zu den an homogenen Formen entwickelten Ergebnissen von 
Hesse, Joachimsthal und Cayley mil geringer Mühe zu finden 
ist. Und doch glaube ich, dass ein Buch, welches bei mässigem 
Umfange systematisch die Hauptergebnisse dieser Forschungen ver- 
einig und so das Studium der Original-Arbeiten nicht überflüssig 
jedoch leichter und fruchtbarer macht, jedem Studirenden will- 
kommen ist. In diesem Sinne wird — so hofle ich — das Stu- 
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dium des gegenwärtigen Buches durch die trimetrischen Coordi- 
naten-Systeme und die Methoden der abgekürzten Bezeichnung 
(Kap. IV, VHI, XIV) zu dem „barycentrischen Calcul“ von Möhius 
und dem „System der analytischen Geometrie“ von Plücker hin- 
führen; die im „Systeme der analytischen Geometrie des Raumes“ von 
Plücker bereits gegebene Entwickelung des tetraedrischen Coordi- 
nalen-Systems schliesst sich dann als eine leichte Erweiterung an. 
Ebenso soll die Methode der Projectionen zum Studium von Pon- 
celet’s „Traite des proprietes projectives des figures,“ die Theorie 
der geometrischen Verwandtschaften ersten Grades zu dem der zall- 
reichen Arbeiten dieser Richtung seit Möbius, Plücker, Stei- 
ner und Magnus anleiten, so endlich das Kapitel von der all- 
gemeinen homogenen Gleichung zur Algebra der linearen Trans- 
formationen, die als eine allgemeine algehraisch-geometrische For- 
menlehre mehr und mehr in den Mittelpunkt der Wissenschaft 
rückt. 

Vielleicht kann man fragen, warum aus der grossen Zahl der 
behandelten und der möglichen Coordinaten-Systeme hier nur die 
beiden dreiseitigen berücksichtigt worden sind? Aber ich hielt da- 
für, dass es wohl Aufgabe eines Werkes mit dem geschilderten 
Zwecke sei, die Coordinaten - Bestimmung in völliger Allgemein- 
heit zu entwickeln, aber keineswegs möglichst viele specielle For- 
men derselben durchzuführen. Für das genaue Studium des Ge- 
genstandes darf man wohl auf die speciell demselben gewidmeten 
Schriften verweisen, von denen ich hier nennen will: „Neun ver- 
schiedene Coordinaten-Systeme, im Zusammenhang untersucht von 
J.G.H. Swellengrebel.“ Bonn 1853, und „Die Uebertragungs- 
Prineipien der Analytischen Geometrie von N. Druckenmüller.“ 
Bd. I. Trier 1842. Endlich „Leçons sur les Coordonnées curvilignes 
et leurs diverses applications, par G. Lame. Paris 1859. — 
Dann aber wird man schwerlich tadeln wollen, dass die trimetri- 
schen Systeme gewählt wurden, die so innig mit dem Fortschritt der 
Geometrie verwachsen sind und deren Anwendung, stillschweigend 
oder ansgesprochenermassen, seit dem barycentrischen Calcul in 
den eigentlich wissenschaftlichen Arbeiten immer häufiger gewor- 
den ist, die auch den neuesten Forschungen über die Theorie 
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der höheren ebenen Curven und, in ihrer tetraedrischen Fort- 
entwickelung, der algebraischen Oberflächen zu Grunde gelegt 
sind. 

Andererseits dürfte wohl kaum die Aufnahme einiger rein al- 
gebraischen Artikel aus der Theorie der Determinanten bedenklich 
gefunden werden, weil überall schon die nächsten Schritte in 
dieser Theorie wieder der geometrischen Interpretation fähig sind, 
und weil gerade die geometrische Auffassung dem Verständniss die- 
ser Theorie selbst ungemein förderlich ist. Hoffentlich zeigen 
die zahlreichen grösseren Beispiele (Kap. XV und XVI) hinreichend 
deutlich, wie die Theorie der linearen Transformationen einerseils 
mit gewissen Funetionen der in der Gleichung einer geometrischen 
Form vorkommenden Coefficienten bekannt macht, welche die Ei- 
genschaft der Invariabilität besitzen, und deren Verschwinden eine 
von der Wahl der Coordinaten-Achsen unabhängige Eigenschaft 
der dargestellten Curve oder Oberfläche ausdrückt (Invarianten), 
und wie sie andererseits die Gleichungen anderer geometrischer 
Formen entwickeln lehrt, welche permanente d. i. solche Beziehun- 
gen zu der gegebenen besitzen, welche durch die Wahl der Coor- 
dinaten-Achsen nicht geändert werden (Govarianten); es ist auch 
angedeutet, wie sie zur Erkenntniss der einfachsten analytischen 
Ausdrücke oder der kanonischen Formen für jedes geometrische 
Gebild zu fülıren vermag. 

Allerdings konnte Alles dies wegen der Beschränkung auf das 
Gebiet der Gleichungen zweiten Grades mit nur zwei oder drei 
Veränderlichen nur eine Einführung sein, und hier und da konn- 
ten die Ergebnisse mehr nur angedeutet als vollständig entwickelt 
werden, So hat die allgemeine Differential-Gleichung der Inva- 
rianten und die Methode ihrer Entwicklung aus der Natur einer 
algebraischen homogenen Form nicht gegeben werden können; 
aber es ist gezeigt worden, wie den Begriffen der Invarianten 
und Covarianten alle analytisch-geometrischen Bedingungen sich 
einordnen, von denen im Gebiete der binären Formen die har- 
monische Theilung, die Lage der Brennpunkte in involutorischen 
Systemen etc., in dem der ternären die Deformirung eines Kegel- 
schnitis in zwei gerade Linien, die Gatlung desselben u. s. w., sowie 
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alle unveränderlichen Beziehungen von zwei und drei Kegelschnitten 
zu einander abhängen. Dass die hier entscheidenden Formen In- 
varianten oder Covarianten der gegebenen Formen sind, konnte 
gezeigt werden, aber ob sie alle möglichen oder auch aur die 
hauptsächlichsten Funetionen dieser Art sind, welche der gegebe- 
nen Form entsprechen, ist aus diesem Grunde eine offene Frage 
geblieben. Und alle die Bedenken, welche ich mir selbst gegen 
die Aufnahme solcher Partien, deren wissenschaftlicher Abschluss 
über das Ziel des gegenwärtigen Werkes hinausgeht, erboben habe, 
mussten doch vor der Ueberlegung verschwinden, dass es in der 
Natur der Sache begründet sei, wenn die erste Stufe der analy- 
tisch-geometrischen Wissenschaft, die Theorie der Kegelschnitte, 
noch nicht die vollständige Verfügungsfähigkeit über alle Hilfsmit- 
tel erlangt, welche der weiter vorgeschrittenen Wissenschaft zu 
Gebote stehen; dass es aber trotzdem einer wissenschaftlichen Dar- 
stellung derselben zukomme.. die balhnbrechenden Gedanken mög- 
lichst frühe zu entwickeln, von welchen dieser Fortschritt am kräf- 
ligsten gefördert wird. Gewiss, dass die Algebra der linearen Trans- 
formationen in ihrer Ausbildung zur analytisch-geometrischen For- 
menlehre einer der wichtigsten unter ihnen ist; und merkwürdig 
genug, dass das 19. Jahrhundert erst den genialen Gedanken 
des grossen Leibnitz von einer „Characteristica situs“ ver- 
wirklicht! (Leibnitz au de l'Hospital, vom 28. April 1693 in 
„Leibnitzen’s Mathematische Schriften, herausgegeben von C. J. 
Gerhardt. Berlin 1850.“ Bd. II. p. 236.) 

Es sind dem gegenwärtigen Werke einige Zusätze beigefügt, 
welche specielle Fragen behandeln, die in der systematischen Ent- 
wickelung nieht mit solcher Ausführlichkeit Platz finden konnten. 
Der erste derselben stellt, in der Absicht, auf das Studium des 
barycentrischen Calculs hinzulühren, die statische Begründung der 
trimetrischen Coordinaten-Systeme nebeu die im Buche selbst ge- 
gebene rein geometrische, und man wird mit besonderer Freude 
die statische Begründung des trimetrischen Punkt- Coordinaten- 
Systems durch den Herrn Prof. Möbius selbst gegeben finden; 
auf meinen Wunsch gestattete er mir freundlich den Abdruck 
einer darauf bezüglichen hrieflichen Mittheilung. 
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Der zweite und dritte Zusatz sind mit einigen Erweiterungen 
aus dem Original selbst herübergenommen, während die drei letz- 
ten wieder neu hinzugefügt wurden. Man wird bemerken, dass 
die Entwickelungen in der letzten Hälfte des Zusatzes VI sich so- 
fort auf die Oberllächen zweiten Grades und die den in Bezug auf 
sie sich selbst conjugirten Tetraedern eingeschriebenen und um- 
schriebenen Kugeln übertragen lassen. Wenn hier der Ort nicht 
war, darauf näher einzugehen, so mögen diese Entwickelungen 
doch eben deshalb schicklich den Schluss des gegenwärtigen Ban- 
des bilden. 

Es scheint mir angemessen, bier Mittheilungen zu machen über 
eine Fortsetzung dieses Werkes, welche ich beabsichtige, wenn eine 
entsprechende Aufnahme desselben mich dazu ermuntert. Dieselbe 
soll zunächst dies Werk durch eine analytische Geometrie der 
höheren ebenen Gurven vervollständigen, und späler möchte 
sich daran eine in demselben Geiste bearbeitete analylische Geo- 
metrie des Raumes anschliessen. Für jene würde das von com- 
petenten Beurtheilern hochgeschätzte „Treatise on the higher 
plane Curves“ des Verfassers der „Conie Sections“ dieGrund- 
lage bilden, und ich habe bereits die werthvolle Zusage desselben 
erhalten, die durch den Fortschritt der Wissenschaft wünschens- 
werth gewordenen nicht unbedeutenden Veränderungen durch die 
ürgebnisse seiner eignen und der Arbeiten seiner gelehrten Lands- 
lente, sowie durch seine ausdauernde berathende Theilnahme zu 
fürdern. Die analytische Geometrie des Raumes soll über die 
Theorie der Oberflächen zweiten Grades hinaus die Grundlinien 
einer Theorie der algebraischen Oberflächen überhaupt und die 
Anwendung der allgemeinen Prineipien auf die Theorie der Ober- 
flächen dritter Ordnung insbesondere enthalten; eine geringere 
Ausführlichkeit in den elementaren Theilen wird bei der Leichtig- 
keit, mit der sich die in diesem Bande dargelegten Prineipien aul 
den Raum übertragen, und mit welcher insbesondere die tetrame- 
wischen Coordinaten - Systeme aus den trimetrischen hervorgehen, 
sehr wohl zulässig sein. 

Weil aber für die allgemeine Theorie der Curven ebenso, wie 
für eine ähnliche analytische Geometrie des Raumes die vollständige 
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Theorie der linearen Transformationen unentbehrlich ist, 
so sollle der analylischen Geometrie der höheren ebenen Curven 
eine Einleitung über diese Theorie vorausgehen, welche überall 
das, was in den Artikeln des gegenwärtigen Bandes nur in der 
Fassung eines speciellen Falles oder gar nicht entwickelt werden 
konnte, in seimer wahrhaft allgemeinen Form und bis zu den 
neuesten Ergebnissen fortgeführt darbieten würde. Die „Lessons 
introductory totheëmodera higher Algebra. By the Rev. 
G. Salmon. Dublin 1859“ sollen den Kern derselben bilden. We- 
gen ihres Umfangs und um ihrer reiner algebraischen Natur willen 
kann sie selbstständig und vor der analytischen Geometrie der hö- 
heren ebenen Curven erscheinen. Sie wird durch ihre allgemeine 
Fassung zugleich die Grundlage für die entsprechenden Partien 
der analytischen Geometrie des Raumes bilden, und ich hege die 
Hoffnung, dass sie dem deutschen mathematischen Publikum des- 
halb besonders willkommen sein möge, weil so Vieles iu den 
neuesten Entwickelungen dieser Theorie in schwerer zugänglichen 
englischen Quellen enthalten ist; ich hege sie am sichersten von 
dem Leser dieses Werkes, der in dieser Ergänzung die weitere 
Entwickelung manches belangreich scheinenden Anfanges erwar- 
ten mag. 

Und so empfehle ich denn das Buch dem wohlwollenden Ur- 
theil der Herren Fachgenossen und der Aufmerksamkeit aller der- 
jenigen, welche mathematische Studien lichen oder sich denselben 
widmen wollen. 


Chemnitz, im August 1860. 


Wilhelm Fiedler. 
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sechs festen Punkten einer Ebene stehen . i š 
Involutorisch coujugirte Gerade in Bezug auf ein Dreieck“ 8 


Die Enveloppe der geraden Linien, welche von zwei festen Ke- 
gelschnitten in Punkten einer harmonischen Theilung geschnitten 
werden & s : . - z 5 . . 
Der Ort der Punkte, deren gemeinschaftliche Tangenten mit 
zwei festen Kegelschnitten ein barmonisches Büschel bilden. 
Analoge Fragen über gegebene Doppelschnittverbältnisse und 
Involutionen . : . . . . 5 . . a 
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Il. Die Methode der Projectionen und die geometrischen 
Verwaniltschaften des ersten Grades, 


Die (Grundsätze der centralen IE 
Die Projection von Curven 5 5 
Die unendlich entfernten Punkte einer Ebene bilden eine gerade 
Linie o a 

Von den projectivischen Eigenschaften der Figuren im Allgemei- 
nen; von dem entsprechenden Beweisverfahren nach der Me- 


thode der Projectionen z 5 
Jede Curve erscheint auf einer Ebene, die zu ihrer eigenen pa- 
rallel ist, als eine ähnliche Curve projieirt o e 


Jeder ebene Schuitt eines Kegels über kreisförmiger Basis ist 
eine Curve zweiten Grades 8 

Die Arten der Kegelschnitte und ihre Abhängigkeit von der 
Lage der Semme ne: ihre Tangenten als Projectionen der 
Tangenten der kreisförmigen Basis. Die Brennpunkte und die 
Directricen z 5 : z : . 
Ein Kegelschnitt kann immer so > als ein Fade projicirt werden, 
dass eine beliebige gerade Linie in seiner Ebene sich in unend- 
licher Entfer nung projicirt . 3 . . 
Man kann einen Kegelschnitt stets so als Kreis projieiren, dass 
die Projection eines willkürlich bestimmten Punktes sein Centrum 
wird . B 3 o ö 
Beispiele von der Beweisführung durch Projection; die Sätze 
von Pascal, Brianchon, Carnot ete. 6 . 
Projectivische Vebertragnng von Eigenschaften der Brennpunkte 
Der rechte Winkel, sein allgemeiner Begriff und seine Projection; 
projeetivische Uebertragung von Sätzen über rechte Winkel . 
Projectivische Uebertragung von Relationen zwischen beliebigen 
Winkeln, Beziehungen zwischen ebenen und sphärischen Cur- 
ven (Note) b o ö o 
Die Grundsätze der Orthogonalprojection und ihre Anwendung 
zur Bestimmung des Radius des umschriebenen Kreises für ein 


Dreieck, welches einem Kegelschuitt eingeschrieben ist . . 
Der Begriff der geometrischen Verwandtschaften; Collineation 
und Reci iprocität o . 5 o 
Pri analytische Ausdruck dieser Verwandtschaften o > 5 

Vier Paare zusammengehöriger Elemente zweier so verwandten 
Systeme reichen zu ihrer Bestimmung hin o 5 


Die Collineation, ihre constructive Bestimmung und die drei sich 
selbst entsprechenden Punkte beider in derselben Ebene gedach- 
ten Systeme i 5 o 
Die Methode der Projectionen als ein specieller Fall der colli- 
nearen Transformation. Das Centrum und die Achse der Col- 


lineation . . 2 . . . © ö . © . 
Die Gegenachsen central-collinearer Systeme und die einfachste 
Construction der letzteren . 2 a . 


Die drei Constanten, welehe die allgemeine Transformation vor 
der perspectivischen voraus hat, bestimmen die nothwendige ge- 
genseitige Lageuveränderung der Systeme zur Herstellung der 


centralen Lage . . r 5 . . . 5 
Die speciellen Fälle der Collineation a & à 


Die Reciprocität; ihre constructive Bestimmung, der Tolar- nic) 
der Pol-Kegelschnitt 

Die Directrix der Reeiproecität. "Der Pol- und der Polar-Kegel- 
sehuitt haben eine doppelte Berührung mit einander . : : 
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Artikel. 
472. Es existiren drei Punkte, deren Polaren für beide Systeme zu- 


sammenfallen . 5 > 5 
474. Der Ueberschuss von drei "Constanten in den allgemeinen Glei- 
chungen der Reciproeität über die der Polar- Reciprocität bestimmt 
die zur Herstellung der letzteren nothwendige Ben La- 
genänderung der Systeme a . 5 . 
477. Anwendung der generalisirenden Prineipien auf einen Satz über 
die vier durch denselben Punkt gehenden Normalen eines Ke- 


gelschnitts . o . . . > . . 
480. Desgleichen auf einen Satz über den einem m gleichseitigen Drei- 
eck eingeschriebenen Kreis . . . . 5 . . 


Zusätze. 


1. Die trimetrischen Coordinaten-Systeme und der Ba Calcul 


li. Ueber das Pascal’sche Sechseck . R 
lil. Ueber die allgemeine Aufgabe, einen Kegelschnitt "nach gegebönen 
Bedingungen zu beschreiben > 5 P . 
IV. Ueber das System der demselben Viereck eingeschriebenen Kegel- 
schuitte s . 
. Ueber die Bestimmung "der Asymptoten eines Kegelschnitis ans 
seiner allgemeinen Gleichung 5 : 5 z 3 3 
VI. Zur geometrischen Bedeutung der Discriminante 3 5 5 a 
Quellen-Nachweis a 4 3 $ a 9 s 
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Erstes Kapitel. 


Dearc P un kt. 


1. Die Sätze der Geometrie können in zwei Klassen einge- 
theilt werden, nämlich in Sätze, welche die Grösse von Linien 
und in solche, welche die Lage derselben betreffen. Dass das 
Quadrat der Hypothenuse ebenso gross ist als die Summe der 
Quadrate der Katheten, ist ein auf die Grösse bezüglicher Satz; 
dass die drei Höhen eiues Dreiecks sich in einem Punkte begegnen, 
ist dagegen ein Satz über die Lage. 

Die Sätze der ersten Klasse können leicht algebraisch ausge- 
drückt werden; wählen wir das vorher gegebene Beispiel, so kann 
der angezogene Satz, wenn «, b, c die Längen der Seiten des recht- 
winkligen Dreiecks bezeichnen, geschrieben werden e = «+ b. 
Mit dieser Anwendung der Algehra auf die Geometrie ist der Leser 
längst vertraut, da die Sätze des zweiten Buches von Euklid zu- 
meist Beziehungen der Grössen von Linien betreffen und der 
Beweis fast immer durch den Gebrauch algebraischer Symbole 
vereinfacht ist. y 

Es ist weil weniger leicht zu sehen, auf welche Weise Sätze 
algebraisch auszudrücken sind, die sich auf die Lage von Linien 
beziehen. Obgleich daher die Algebra bald nach ihrer Ein- 
führung in Europa zur Auflösung der ersten Klasse von Aufgaben 
benutzt ward, so ward doch ihre Anwendung nicht vor dem 
Jahre 1637 auf diese letztere Klasse derselben ausgedehnt, in 
welchem Jahre Des Cartes durch die Publikation seiner „Geo- 
metrte“ den Grund zu der Wissenschaft legte, in welche wir ein- 
zutreten im Begrilf sind. 


Salmon, Anal. Geom, der Kegelschnitte, 1 
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2. Die von Des Cartes eingeführte und durch die späteren 
Geometer allgemein gebrauchte Methode zur Bestimmung der 
Lage eines Punktes in einer Ebene ist die folgende. 

Wir setzen voraus, «dass die Lage zweier festen geraden Linien 
AA, FF), die sich in dem Punkte O durchschneiden, bekannt 
sei. Wenn wir nun durch irgend 
einen Punkt P PM parallel zu 
YY und PN parallel zu YX’ 
/ ziehen, so ist offenbar, dass wir 
/ j aus der Lage des Punktes P die 
Längen der Parallelen PM und PN 

/ f erfahren und dass wir umgekehrt 

E T O X aus den Längen von PM und 

ni - PN die Lage des Punktes P ab- 

leiten können. Setzen wir z. B. 

voraus, das PN =a, PM =b 

gegeben wären, so haben wir 

IY OM =a, ON =b ahzutragen 

und durch M und N die Parallelen 

zu FF’ und XX’ respective zu ziehen, welehe sieh alsdann in 
dem Punkte P durchschneiden. 

Es ist gebräuchlich die zu FF’ parallele Linie PM durch 
y und die zu XX’ parallele Linie PN durch x zu bezeichnen 
und von dem Punkte P ist alsdann zu sagen, dass er durch die 
Gleichungen & = a, y = b bestimmt ist. 


3. Die Parallelen PM, PN werden die Coordinaten des 
Punktes P genannt, die Parallele zu FT” heisst gewöhnlich 
die Ordinate und die Parallele zu XX’ die Abscisse des 
Punktes P. 

Die festen geraden Linien XX’ imd FF’ werden als die 
Goordinaten- Achsen bezeichnet und der Punkt O, in wel- 
chem sie sich durchschneiden, heisst der Anfangspunkt. Man 
nennt die Achsen rechtwinklig oder schiefwinklig, je nachdem der 
Winkel, unter welchem sie sich schneiden, ein rechter Winkel ist 
oder nicht. 
~ Man sieht leicht, dass die Coordinaten des Punktes M in der 
vorigen Figur xv = a, y = o sind; die des Punktes N a=a, 
y = b und die des Anfangspunktes selbst z = n, y = 0, 
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4. Damit den Gleichungen <= a, y=b nur durch einen 
Punkt genügt werde, ist es nothwendig, nicht allein die Grössen, 
sondern auch die Vorzeichen der Coordinaten zu beachten. Wenn 
wir auf die Vorzeichen der Coordinaten nieht achten, so dürfen 
wie OM = a nd ON =b zu beiden Seiten des Anfangspunktes 
abtragen und jeder der vier Punkte P, P,, P,, P, genügt den 
Gleichungen x = a, y= b. Fs ist aber möglich, zwischen den 
Linien OM, 921° (welche der Grösse nach gleich, der Richtung 
nach entgegengesetzt sind), algebraisch zu unterscheiden, indem 
man ihnen verschiedene Vorzeichen beilegt. Wir lassen als Regel 
gelten, dass, wenn in einer bestimmten Richtung gemessene Linien 
als positive betrachtet werden, in der entgegengesetzten Richtung 
gemessene Linien als negativ zu 
betrachten sind. Es ist dabei 
willkürlich, im welcher Richtung 
wir die posiliven Linien messen, 
aber es ist gebräuchlich, das Rn... 2.8. P 
nach rechts gemessene OM und ` 
das nach oben gemessene ON 
als positive und die in den entge- _, a ù N 
gengesetzten Richtungen abgetra- 
genen OW, GN’ als negative Li- 


Fig. 2. 


nien zu betrachten. Vermittelst i 5 \ 
dieser Bestimmungen sind die P a” Pi 
vier Punkte P, Pi, Pi, P, leicht fs 
zu unterseheiden; ihre Coordi- r 
naten sind respective 
tm p a, emmma wml pa, zen 
y= +b, y= +b, y= ya—b. 


Diese Unterscheidun® der Vorzeichen kann dem Anfänger keine 
Schwierigkeit darbieten, von welchem vorausgesetzt werden darf, 
dass er mit den Prineipien der Trigonometrie vertraut ist. Aus dem 
Gesagten geht hervor, dass die Punkte x = + a, y = + b und 
z= — a, x= — b in einer durch den Anfangspunkt gehenden 
geraden Linie liegen und dass sie vom Anfangspunkte gleichweit 
nach entgegengesetzten Seiten entfernt sind. 

NB. Punkte von den Coordinalon «== 4, y =b, oler ne, 


; 1 3 
y =y werden karz als Punkt ab und Punkt £y bezeichnet. 
1* 
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5. Die Entfernung zweier Punkte zy, xy” un- 
ter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen durch ihre 
Coordinaten auszudrücken. 

Nach Euklid I, 47 ist 

P= PS + S; 
es ist aber 
PS=PM— 0M =y Zy" ? 
0S = 0 M— 0M = i — r”; 
also 
— X 2- Pt — (2 — a")? + 

(y y i: 

Um die Entfernung irgend 
cines Punktes vom Anfangs- 
punkte auszudrücken, müssen 
Y wie £” = o, y = 0 setzen 

und erhalten 8?’ = x? + y’ 

Da die Entfernung zweier Punkte als eine Quadratwurzel ge- 
funden wird, so hat sie wesentlich ein doppeltes Vorzeichen. Wir 
deuten dasselbe auf den verschiedenen Sinn, in welchem die ge- 
radlinige Strecke durchlaufen werden kann. Wenn die Entfer- 
nung PO als positiv angesehen wird, so ist. die Strecke OP 
negativ. 


6. In dem Folgenden werden wir zwar nur selten Ursache 
haben von schiefwinkligen Coordinaten Gebrauch zu machen, 
weil im Allgemeinen die Formeln bei der Anwendung reehtwink- 
liger Coordinaten von grösserer Einfachheit sind; da jedoch schief- 
y winklige Coordinaten zuweilen mit Vortheil angewendet werden, 

so wollen wir die hauptsächlichsten Formeln in ihrer allgemeinsten 
Form geben. 5 

Setzen wir in der letzten Figur den Winkel FOX schief 

und =œ voraus, so ist 
L PSO = 180° — w, imd PO = PS + 08? — 2PS.0S . cos PSO 
oder 

t= (y — y)? ta”)? H Xa — a”) (y — y) eos w. 

Das Quadrat der Entfernung eines Punktes sy vom An- 
fangspunkt ist 

d? y? ay cos w 
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Wenn der Punkt 0 z. B. 


die 


Beim Gebrauch dieser Formeln muss auf die Vorzeichen der 
> 


Coordinaten genau geachtet werden. 
im Winkel YOY’ läge, so wäre das Vorzeichen von y” zu wech- 
seln und die Linie PS wäre statt der Differenz von y, y 

== — 6; man soll un- 


Summe derselben. 
Aufg. 1. Die Coordinaten der Ecken eines Dreiecks sind x 
= 4, y = — 5, T = — 3, y 
ler Voraussetzung rechtwinkliger Achsen die Längen seiner Seiten be- 


y er 
Man soll die Längen der Seiten eines Dreiecks berechnen, 


Aufl. Y68, Vo, y 106. 


rechnen. 
iessen Ecken dieselben Coordinaten haben wie vorher, unter der Yor- 


Aufg. 2. 
ausselzung des Achsenwinkels von 60°. 


Aufl. Y52. V57. Vibl. 

T. Aus den Coordinaten zweier Punkte xy, <y die 
Coordinaten desjenigen Punktes abzuleiten, der ihre 
Verbindungslinie in einem gegebenen Verhältniss m:n 

ie. d. 
AF 


theilt. 
Sind v, y die Coordinaten des 
Punktes R, welchen wir zu be- ' 
f R b j 
0-7 f 
IF f 


stimmen suchen, so ist 
m: n= PR: RQ = MS : SN 
FRET i 


m: n= wt e—a 


oder 

” ? 
MEe— mac = NT RE, 

also € 
me + nx 
i Te e f 
m+n i 
j 


und in derselben Weise 
my +ny 
~ mn 
Wird der Theilpunkt als ein äusserer gedacht, so haben wir 


nn x ı% -2 
und daher æ= en . y= u A A 
m—n m—n 
Wir können hiernach die Fälle des innern und äusseren Theil- 
punktes durch die Bestimmung von einander unterscheiden, dass 
die Theilung einer Linie in dem Verhältniss m: +n, dieinnereTheilung 


in diesem Verhältniss und die Theilung in dem Verhältniss m: — n 
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die äussere Theilung in demselben Verhältniss bezeichnen soll; denn 
die Formeln für den äusseren Theilpunkt werden aus denen für 
den inneren durch die Veränderung des Vorzeichens von m oder 
n erhalten. 

Wir wählen für den innern Theilpunkt das Theilungsver- 
hältniss m: + n wegen der Uehereinstimmung im Sinne, welchen 
der Uebergang von dem einen Endpunklte zum Theilpuukt und 
von diesem zum andern Endpunkte der geradllmigen Strecke zeigt; 
indess wir fir den äussern 'Theilpunkt das Theilungsverhältniss 
m: — n angemessener finden, weil hier der Ucbergang von «dem 
einen Endpunkt der Strecke zum Theilpunkt im dem entgegenge- 
setzlen Sinne von dem erfolgt, in welchem man von diesem letztern 
zum andern Endpunkt der Strecke gelangt. Die Grundformeln 
zur Bestimmung der Coordinaten’ des Theilpunkts sind demnach 
ma + na my + my 

m+ n MAS m -+n 
und gelten für positives Theilungsverhältniss oder gleiche Vor- 
zeichen von m und n für den innern und für ungleiche Vorzeichen 
von m und z für den äussern Theilpunkt. 

In der geraden Linie (x, y), (=, y”) ist jeder Punkt durch 


M m F : M d 3 
das Verhältniss + = bestimmt, in welchem die Strecke zwischen 
jenen Punkten von ihm getheilt wird. 


Aufg. 1. Die Coordinaten des Mittelpunkts der Linie zu finden, 
welche die Punkte xy, £y” verbindet. 


A EEE mil 


Aufg. 2. Die Coordinaten der Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks 
zu finden, welches die Punkte (2, 3), (4, —5), (—3, — 6) zu Ecken hat. 


Auf. 1, N) ou —3): 


4ufg. 3. Die Verbindungslinie der Punkle (2, 3), (4, — 5) ist in 
drei gleiche Theile getheilt; man soll die Coordinaten des dem ersten 
Punkte zunächst liegenden Theilpunktes finden. 


duf. =}, y—} 


Aufg. 4. Die Ecken eines Dreiecks sind die Punkte a'y, ay”, 
x&”y”, man soll die Coordinaten des Punktes angehen, der das erste 
Drittkeil der Verbindungslinie einer Ecke mil dem Mittelpunkte der 
gegenüberliegenden Seite, von diesem letzleren aus gerechnel, an- 


giebt. 
x En p ps p” 


Aufl, 2. j r vr Fr 
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Aufg. 5. Für das in Aulg. 2 gegebene Dreieck sind die Coordi- 
naten des Punktes zu finden, im welchem sieh die Verbindungslinien 
der Ecken mit den Mitielpunkten der Gegenseilen begegnen. 

fe N Ve s 

dAufg. 6. In einem Dreieck ist eine Seite in dem Verhältniss m: n 
und die Verbinlungslinie dieses Theilpunktes mit der gegenüberliegen- 
den Ecke in dem Verhältniss m + z : l getheilt; die Coordinaten die- 
ses letzteren Theilpunktes sind zu berechnen. . 

lx + ma tn" y + my” H ny” 
lmn ug IHm+tn ` 


8. Transformation der Coordinaten. Es ist oft noth- 
wendig, aus den bekannten Coordinaten eines Punktes in Bezug 
anf ein Paar Achsen seine auf irgend ein andres Paar von Achsen 


Auf. sa 


bezogenen Coordinaten abzuleiten. Diese Operation wird die Trans- 
formation der Coordinaten genannt. 

Wir unterscheiden drei Fälle; zuerst setzen wir den Anfangs- 
punkt geändert, aber die neuen Achsen den alten parallel voraus; 
zweitens setzen wir voraus, dass die Richtung der Achsen sich 
verändere, aber der Anfangspunkt unverändert bleibt; und drittens 
untersuchen wir den Fall, wo beides, der Anfangspunkt und die 
Richtung der Achsen, sich verändert. 

Erster Fall. Die neuen 

Achsen sind den allen f 

parallel. In der Figur Yy ’ 

sind die alten Achsen / 

Ox, Oy und die neuen / 

O X und oF. Die Coor- / 

dinaten des neuen Au- iy w iN Y 

fangspunktes 0° in Be- 

zug auf die alten Achsen 

sind x’, y oder OS == x, 

0 R= y ; die alten Coor- | 

dinaten sind durch x, 7, 

die neuen durch X, F be- 

zeichuet; danu haben wir 
OM=OR+ RM wd PM=PN + NM, 

d. h. sex + Y. mdy =y + F. 

Diese Formeln sind offeubar gleich richtig für rechtwinklige, wie 

für schiefwinklige Achsen. 
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9. Zweiter Fall. Die Richtung der Achsen ist verändert, der 
Anfangspunkt bleibt ungeändert. 


Fig. 6. 1.) Wir beginnen mit dem 
Y Fall, wo beide Achsensyste- 
\ P M x 
\ h, me rechtwinklig sind und 
' | y Y bezeichnen den Winkel 
a x0 X= yOY durch 9. 
syy Š 
a Dann ist 
ý PUSS E T NVR; 


ay 
\ isi : 
o N R + OM = OR — SN. 
Weil aber L SPN =x0X =, 
so ist 
PS=—= PN cos®, NR ==0N sin 9, OR = 0Ncos 9, SN—=PNsin 9. ~“ 
Wir haben daher s 
y = Yws + Ysin, £ = X cos 8 — Ysin ò. 

2.) Keines der Achsensysteme ist rechtwinklig. In der Figur 
sind dann PS, PN respective parallel zu Oy, OY und NS pa- 
rallel zu Ox gezogen. 

Danu ist wie vorher PM = PS + NR; aber nichl mehr 
PS = PN cos SPN, wel LPSN nicht mehr = 90° ist, sondern 

PS: PN= sin PNS (sin FOx):sin PSN (= sn y 0x); 

pS = PN sin Yox 
sin yox 
Ebenso NR:ON=sin«0X:sin NRO (= sin y 02) 
NR = De sin 0X 
sm yO x 
Also y sin xOy == Y sin xO F + X smgo¥. 
Nach den Gesetzen der Symmetrie können wir dann schreiben 
- & siny Âx == X sny0 X + YsinyOF. 

Bei Anwendung dieser Formeln muss man sorgfältig die Vor- 
zeichen der in ihnen enthallenen Winkel berücksichtigen. Man 
hat das Zeichen + zu gebrauchen, wenn die Winkel xOy, xoy, 
xO X alle auf derselben Seite von Ox und die Winkel yOx,yOX, 
yO0Y auf derselben Seite von Oy gemessen sind. In dem in 
der Figur dargestellten Falle liegt der Winkel yO ¥ mit den Win- 
keln yOx und yOX nicht auf derselben Seite von Oy und die 
Formel wird 

zsmyO0z—XsnyOX — Ysin y0 Y. 
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Es ist ofl zweckmässig, diese Formeln in folgender Art zu 
schreiben: Man bezeichnet den Winkel der alten Achsen „0x 
durch œ, den der neuen Achse der Y mit der alten Achse der 
x, X0x durch æ und den Winkel FOs durch 8; dann werden 
die Formeln: 

y sin œ == X sin «e + Fsinß; «sin w= ¥ sin (w — «) + F sin @—ß). 


10. Dritter Fall. Indem man die Trausformationen der beiden 
vorigen Artikel combinirt, kann man die auf neue völlig willkür- 
lich gelegene Achsen bezogenen Coordinaten eines Punktes finden. 
Man ermittelt zuerst die Coordinaten in Bezug auf ein Paar Ach- 
sen, welche durch den neuen Anfangspunkt parallel zu den alten 
Achsen gelegt sind und berechnet sodann aus diesen die auf die 
geforderten Achsen bezüglichen Coordinaten selbst. Die allge- 
meinen Ausdrücke werden gefunden, indem man zu den für v 
und y im letzten Artikel gegebenen Werthen respective x und y 
adılirt. 


AJufg. 1. Die Coordinaten eines Punktes genügen der Relation 
x: + y? — 4x — 6y = 18; in welche andre verwandelt sich diese, 


wenn der Anlangspunkt nach dem Punkte (2, 3) verlegt wird? m ar: E4 


AE „Sc P 


dAufg. 2. Die Coordinaten eines auf rechtwinklige Achsen bezoge- 
nen Punktes genügen der Relalion y? — <° = 6; in welche andre Re- 
lalion geht diese über, wern die Malbirungslinicn der Winkel zwischen 
den gegebenen Achsen das neue Achsensystem bilden? 

Aufl: PAY = 3 


4ufg. 3. Man transformire die Gleichung 22° — xy + 2y?= 4 
von Achsen, welche unter dem Winkel von 60° geneigt sind, zu den 
Nalbirungslinien der Winkel zwischen den alten Achsen. 

Aufl X? — XV I? + R=. 


Aufg. 4. Man transformire dieselbe Gleichung zu rechtwinkligen 
Achsen, indem man die Achse der & beibehält. 
Aufl. 3X + 10 F? — 7 ¥XYpy3 = 6. 

Aufg. 5. Will mau von einem Systeme rechtwinkliger Achsen 
zu emem andern übergehen, ohne den Anfangspunkt zu verlegen, so muss 
LHRH r 
sein, weil beide das Quadrat der Entfernung eines Punktes vom An- 
langspunkte ausdrücken. Man bestätige diess dureh Quadriven und Ad- 

diren der im Artikel 9 für X und Y gegebenen Ausdrücke. 
.Jufg. 6. Man bewälire allgemem, dass 
af + 2 xy cos 0y = å + F ++ 2XY os XOF. 
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11. Der Grad einer Gleichung zwischen den Coor- 
dinaten wird durch Coordinatentransformation nicht 
geändert. 


Die Transformation kann den Grad der Gleichung nicht er- 
höhen,- denn wenn die Glieder der höchsten Potenzen in der ge- 
gebenen Gleichung x”, y” u. s. w. sind, so sind die in der Irans- 
formirten Gleichung [x sin œ + æ sin (a — «) + y sin (œ — B}]*, 
iy sin w + x siue + y siu p)” u. s. w., welche offenbar keine 
den m. Grad übersteigenden Potenzen von x und y enthallen kön- 
nen. Die Transformation kann aber ‚den Grad der Gleichung 
auch nicht erniedrigen, weil man durch Transformation der trans- 
formirten Gleichung zu den alten Achsen nothwendig die ursprüng- 
liche Gleichung wieder erhalten muss, und daher, wenn die erste 
Transformation den Grad der Gleichung vermindert hätte, die 
zweite Transformation ihn wieder erhöhen müsste, entgegen dem, 
was ceben bewiesen worden ist. 


12. Polar-Goordinaten. Ausser der Methode zum Aus- 
druck der Lage eines Punktes, welche wir bisher angewendet 
haben, wird noch eine andre öfter angewendet. 


Wenn ein fester Punkt O und eine feste gerade Linie 0X 
durch ihn gegeben ist, so kennt man die Lage irgend eines Punk- 
tes P, wenn man die Länge OP und den Winkel POY angieht. 
Die Linie OP heisst der Radius vector, der feste Punkt O wird 
der Pol genannt und die Bestinmungsmethode die Methode der 
Polar-Coor(dinaten. 


Aus den Cartesischen Coordinaten æ, y eines Punktes findel 
man leicht seine Polar -Coordinaten 
und umgekehrt. Wenn die feste ge- 
rade Linie mit der Achse der æ zu- 

P sammenfällt, ist 

i ak OP: PM = sin PMO: sin POM; 

indem man O P durch ọ, LPOM 

durch und L FOX durch œ be- 
zeichnet, wird 


X 


0 i H 
sin ® 3 yA 
PM= y = ialt unid in derselben Weise 0 M= x = 
sin @ sit @. 


eo sin (o — 9 


=. = 


Für den gewölmlicheren Fall rechtwinkliger Coordinaten ist 

o = 90° und einfacher 
æ = ecos $ und y=esin®. 

Wenn die feste Linie OB mit 
der Achse der x nicht zusam- F 
menfàllt, sondern den Winkel « | 
mit ihr bildet, so ist L POB =9 P 
ud L POM = #8 — «, und i 
in den vorigen Formelt nur 
8 — « für $ zu setzen. "Are W x 

Für rechtwinklige Coordina- j # 
ten ist æ = ọ cos (9 — œ) und 

y = ọ sin (ẹ — o). 


Fig. 8. 


FJufg. I. Die folgenden Gleichungen in rechtwinkligen Goordinaten 
sind in solche für Polar-Goordinalen zu übertragen : 
a? + y = mae Aufl. ọ = 5m cos ĝ, 


w? fama o° cos ri, 


Aufg. 2. Die folgenden Gleichungen in Polar-Coordinaten sind in 
solehe zwischen rechtwinkligen Coordinaten umzusetzen: 


o° sin 20 = 2’. duf. xy = u. 

0° == a" cos 20. (+ ya (t y). 

g? cos ke = at w + y = (2a — a. 

94 =— ał cos 4 Ô 2 4 y axa (t + y) 


13. Die geradlinige Entfernung zweier Punkte 
durch ihre Polar-Coordinaten auszudrücken. 


Sind P und Q die beiden Punkte, 


r r tr Fig, 9. 
DIR, RO 195: 00 0 
LOOB=$); a 
so ist i 
A E a 


Po?’ = 0P? +4 09° 
—?2 0P. 00. cos PAQ 


oder - x Pia ER a i 2 n n 
=g H g t — 2g g" cos (0—0). 
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Zweites Kapitel. 
Die gerade Linie. 


14. Wir sahen im letzten Kapitel, dass wir die Lage eines Punk- 
tes vermittelst zweier Gleichungen rücksichtlich seiner Coordinaten 
vog der Form & = a, y == b bestimmen können, Ks ist sicher, 
dass wir den Punkt gleichfalls bestimmen können, wenn uns irgend 
zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen seinen Coordinaten 
gegeben sind, wie - 

dæ + By + C=o, Ad' x ¥ By + C =o; 
denn diess sind zwei Gleichungen zwischen zwei unbekannten Grös- 
sen und wir können sie auflösen, indem wir nach einander y und 
æ zwischen ihnen eliminiren, um dadurch zwei Resultate von der 
Form 
N 

zu erhalten. 

Aufg. Welcher Punkt ist durch die Gleichungen 

3e Poiy= l3 4r — y =? 

gegeben? 

Aufl. ee =lh,y-2. 


15. Zwei Gleichungen höheren Grades zwischen den Coordi- 
naten repräsentiren nicht einen Punkt, sondern eine bestimmte 
Anzahl von Punkten; denn indem wir y zwischen den Gleichungen 
eliminiren, erhalten wir eine Gleichung, die nur æ enthält; die 
Wurzeln dersellen mögen &, «,, «y... sein. Wenn wir nun irgend 
einen dieser Werthe («,) für & in die ursprünglichen Gleichungen 
einsetzen, so erhalten wir zwei Gleichungen in y, welche eine ge- 
meinschaftliche Wurzel haben müssen, weil das Resultat der Eli- 
mination zwischen den Gleichungen durch die Voraussetzung £ = «, 
gleich Null wird. Ist diese gemeinschaftliche Wurzel y = ß,, so 
» y=Pßı beiden 
gegebenen Gleichungen zugleich; ebenso der Punkt, dessen Coordi- 
nalen £= ~, y = ß, sind u. s. w. 

Wenn die gegebenen Gleichungen respective vom m“* und 
n®" Grad sind, so ist die Gleichung in x nach der Theorie der 
Elimination vom ma“ Grade, sie hat folglich mn Wurzeln «,, 
œ, ... und die zwei Gleichungen repräsenliren daher ma Punkte. 


genügt der Punkt von den Coordinaten x = « 
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Aufg. 1. Welche Punkte sind durch die zwei Gleichungen 
a + y=, xy -=2 dargestellt? 

Aufl. Indem wir y zwischen diesen Gleichungen eliminiren, erhalten 
wir 2° — 5x? + 4=o. Die Wurzeln dieser Gleichung sind œ? = | 
und &°— 4 und daher die vier Wertlie von æ 

2 —ı + Maet on gt S a2 

Indem wir einen dieser Werthe in die zweite Gleichung substitui- 

ven, erhalten wir den correspondirenden Werth vun y. 
y= +3, y=— 3, y= + l, y= — i. 
Die zwei gegebenen Gleichungen repräsenliren daher dic vier Punkte 
(+1, +2), (—1,— 2), (+2, +1), (—23— 1) 
Aufg. 2. Welche Punkte sind durch die Gleichungen 
NN ee 

gegeben? 

Aufl: (4, 3) (— 3, — 4). 

Aufg. 3. Welche Punkte bestimmen die Gleichungen 

2. — 5sty +3 =o, a2 Hy? — 52 — 3y +60? 

Auf. (1,13): (3.3). 1). 

16. Nachdem wir gesehen haben, dass irgend zwei Gleichungen 
zwischen «den Coordinaten geometrisch einen Punkt oder mehrere 
Punkte repräsentiren, gehen wir dazu weiter, die geometrische 
Bedeutung einer einzigen Gleichung zwischen den Coordinaten zu 
untersuchen. 

Wir erkennen zunächst die Analogie dieses Falles mit den 
Auflösungen einer Klasse geometrischer Aufgaben, welche dem 
Leser bekannt sind. Wir bestimmen ein Dreieck aus der Basis 
und irgend zwei andren Bedingungen; ist aber zu ihr nur eine 
weitere Bedingung gegeben, so wird die Spitze, deren Lage nun 
nicht länger bestimmt ist, doch immer auf einen gewissen Ort 
beschränkt. So uden wir auch, dass eine Gleichung zwischen 
den zwei Coordinaten, obgleich sie nicht binreicht, einen Punkt 
zu bestimmen, doch hinreichend ist, ihn auf einen gewissen Ort 
zu beschränken. Denn die Gleichung drückt aus, dass zwischen 
den Coordinaten jedes durch sie dargestellten Punktes eine ge- 
wisse Beziehung besteht. Wenn nun diese Beziehung nicht all. 
gemein zwischen den Coordinaten eines beliebig gewählten Punktes 
stattfindet, so giebt es doch mehr als einen Punkt, für welchen 
sie wahr ist; die Vereinigung dieser Punkte bildet einen Ort von 
Punkten, deren Coordinaten der Gleichung genügen, und dieser 
Ort ist als die geometrische Bedeutung der gegebenen Gleichung 
zu betrachten. 
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Wir erläutern diess zuerst an dem einfachsten Beispiel. Er- 
innern wir uns der Gonstruction, durch welche wir die Lage eines 
Punktes aus den zwei Gleichun- 


Fig. 10. a 
y gen v= a, y= b bestimmten; 
; a wir nahmen 0 M = a, zogen 
/ jø MK paraltel zu O Y und trugen 
l darauf M P= b ab, P war der ge- 
f j forderte Punkt. Wäre ein andrer 


Werth von y gegeben gewesen, 

x= da, y =b, so hätten wir 

O H X durch das nämliche Verfahren ei- 

nen Punkt 2” gefunden, der noch 

in der Linie MA, aber in einer 

andern Entfernung von AZ liegt. 

Wenn endlich der Werth von y völlig unbestimmt gelassen ist, und 

wir nur die eine Gleichung x = a haben, so sehen wir, dass der 

Punkt P irgendwo in der Linie MA liegt, dass aber seine Lage 

in ihr nicht bestimmt ist. Die Linie MA ist daher der Ort aller 

der durch die Gleichung x = «a dargestellten Punkte; welchen 

Punkt wir in der Linie MA auch wählen, das x desselben ist. 
immer = 4. 


17. Wenn allgemein eine Gleichung beliebigen Grades zwischen 

den Coordinaten gegeben ist, so setzen wir für æ irgend einen 
Fig. 11. beliebigen Werth & = a voraus und 

die Gleichung erlaubt sodann, eine 
endliche Zahl von Werthen von y zu 
bestimmen, welcha diesem speciellen 
Werth von æ entsprechen; für jeden 
der Punkte p, q, r..., deren x 
der angenommene Werth und deren 

y eines der aus der Gleichung gefun- 

-— denen ist, wird der Gleichung genügt. 


Sodann nehmen wir für x irgend ei- 
nen andern Werth x = «a und fin- 
den in derselben Art eine andre Reihe 
von Punkten, deren Coordinaten die 
Gleichung befriedigen; ebenso wenn 


wir æ = a«a”, =a" u. s, W. vorausselzen. 
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Wenn wir so æ alle möglichen Werthe nach einander annelı- 
men lassen, so bildet die Vereinigung der wie vorher gelundenen 
Punkte einen Ort, von welchem jeder Punkt den Bedingungen 
der Gleichung genügt und weicher daher ihr geometrischer Aus- 
druck ist. 

Wir sehen “daraus, dass jede mögliche Gleichung zwischen 
den Coordinaten geometrisch irgend einen Ort darstellen muss. In 
dieser Betrachtung ist die ganze Wissenschaft der analytischen Geo- 
metrie begründet. 


18. Denn es ist die Aufgabe der analytischen Geometrie, die 
Natur der durch verschiedene Gleichungen dargestellten Oerter 
zu untersuchen. 

Nachdem wir den durch eine gegebene Gleichung, z. B. 
Ax + By + C= 0, repräsentirten Ort erkannt. haben, sind wir 
sicher, dass jeder Punkt dem Orte angehört, zwischen dessen Co- 
ordinaten die durch die Gleichung ausgedrückte Relation besteht, 
und umgekehrt, dass die Coordinaten jedes Punktes, welchen wir 
im Orte annehmen können, durch diese Relation verbunden sind. 

Diese Oerter werden nach den Graden der Gleichungen classi- 
fieirt, welche sie darstellen und als vom m”, °” oder p” u. s. w. 
Grade bezeichnet, je nachdem diese Gleichungen zwischen x und y 
vom m", n oder 2” Grade sind. 

Wir- beginnen mit der Gleichung des ersten Grades und werden 
finden, dass sie immer eine gerade Linie vepräsentirt und dass 
umgekehrt die Gleichung einer geraden Linie immer vom ersten 
Grade ist, 


19. Wir haben im Artikel 16 den einfachsten Fall einer 
Gleichung ersten Grades, nämlich die Gleichung «= a, unter- 
sucht und gefunden, dass eine Gleichung von dieser Form eine 
zur Achse OF parallele gerade Linie PM repräsentirt, die die 
Achse OX in einer Entfernung OM=a vom Anfangspunkt schnei- 
det. Ebenso repräsentirt die Gleichung y=b eine zur Achse 0X 
parallele Linie PN, welche der Achse OF in einer Entfernung 
ON:=b vom Aufangspunkt. begegnet. 

Indem wir zur Untersuchung des an Einfachheit nächsten 
Falles übergehen, dass eine gerade Linie dureh den Anfangspunkt 
der Goordinaten geht, betrachten wir die Relation, welche zwischen 
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den Coordinaten der in einer solchen geraden Linie liegenden 
Punkte besteht. 

Wenn wir einen Punkt P in einer‘ solchen Linie annehmen, 
so ändern bei der Veränderung des Punktes zwar beide Coordi- 
nalen PM, OM ihre Länge, aber 


ig. 12 
ln ihr Verhältniss AM: OM bleibt 
| unverändert, nämlich gleich dem 
F iy p Verhältniss sin POM : sin OPM; 
r dee demnach wird die Gleichung 
\ BE sm POM 
RI = nme" 

2 —t I M z fr jeden Punkt der Linie OP er- 
j a \ } füllt und ist als die Gleichung die- 
jp | Naf ser Linie zu bezeichnen. Wenn 

RB h B wngekehrt die Bestimmung des 
l durch die Gleichung y == mæ dar- 
y gestellten Ortes verlangt wird, so 


schreiben wir die Gleichung in 
der Form ~ = m; die Aufgabe ist dann, den Ort des Punktes P 
a ” 


so zu finden, dass immer, wenn wir durch ihn PM und PN zu 
zwei festen geraden Linien parallel ziehen, das Verhältniss PM: PN 
constant ist. Dieser Ort ist nothwendig eine dureh den Purch- 
sehnittspunkt jener beiden festen Linien gehende gerade Linie OP. 
welche den von ihnen gebildeten Winklel so heilt, dass 

sin POM — m. sin PON 
ist. 

Bei rechtwinkligen Achsen ist sm PON = cos POM und 
daher m = tang POM; die Gleichung y = mx repräsentirt daher 
eine gerade Linie, die durch den Anfangspunkt geht und mit der 
Achse der x einen Winkel bildet, dessen Tangente — m ist. 


20. Eine Gleichung in der Form y= + mæ bezeichnet eine 
gerade Linie O P, welche in den Winkeln FOX, T’OX gelegen 
ist; eine Gleichung in der Form y= — mx stellt dagegen eine in 
den Winkeln FOX, YOX gelegene gerade Linie dar. Denn aus 
der Gleichung „= + mx erhellet, dass für positive æ auch y positiv 
ist und dass negativen æ auch negative y entsprechen; die durch 
diese Gleichung repräsentirten Punkte müssen daher ihre Coordi- 
naten entweder beide positiv oder beide negativ haben, und solche 
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Punkte liegen nur in den Winkeln XOF und XOY’. Dem ent- 
gegen muss, um der Gleichung y== — mæ zu genügen, y für 
alle positiven x negativ und für alle negativen x positiv sein; 
Punkte, welche dieser Gleichung genügen, haben daher ihre Coor- 
dinaten von verschiedenem Vorzeichen und liegen nothwendig in 
den Winkeln FOX und YOX’. p 

21. Um nun zu untersuchen, wie eine in Bezug auf die 
Achsen völlig willkürlich gelegene gerade Linie PỌ zu repräsen- 
tiren ist, ziehen wir durch den Anfangspunkt OR parallel zu PO 
und bezeichnen den Schnitt- Fig. 13. 
punkt der Ordinate PM mit En 
OR durch R. Nun ist offen- A 
bar das Verhältniss RM: OM je Ina 
unveränderlich (R M= m . OM); IR B- 
aber die Ordinate PM _differirt —— en > en ne 
von RM um die constante j 
Länge PR=00, welche wir L ; F7 x 
b nennen wollen. Somit können / k 
wir die Gleichung schreiben 

PM = RM + PR =m. OM + PR, 
d. h. y = mx + b. 

Diese für jeden Punkt der Linie PỌ erfüllte Gleichung 
y=mx + b heisst die Gleichung dieser geraden Linie. 

Aus dem letzten Art. geht hervor, dass m positiv oder nega- 
tiv ist, jenachdem OR, die durch den Anfangspunkt zur geraden 
Linie gezogene Parallele, in dem Winkel YOX oder in FOX liegt; 
und ebenso dass b positiv oder negativ ist, je nachdem der Punkt Q, 
in welchem die gerade Linie die Achse OF schneidet, über oder 
unter dem Anfangspunkt liegt. 

Umgekehrt bezeichnet die Gleichung y==mx + b stets eine 
gerade Linie; denn sie kaum in der Form geschrieben werden 

yv—b 


== m, 
x 


Wenn wir aber O7 parallel zu OM ziehen, so ist TM = b 
md daher PT=y— b, und wir hahen demnach den Ort eines 
Punktes zu finden, welcher so liegt, dass die durch ihu zur Achse 
9 F gezogene Parallele PT die feste gerade Linie Q T so schneidet, 
dass das Verhältniss PT: 07 constant bleibt. Dieser Ort ist offen- 
bar die durch Q gehende gerade Linie OP. Da die allgemeinste 
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Gleichung des ersten Grades Ax + By -+ C=o auf die Form 
y = mx + b reducirt werden kann, als äquivalent mit 


B B’ 
so repräsenlirt diese, Gleichung stets eine gerade Linie. 


22. Aus den lelzten Artikeln lässt sich die geometrische Be- 
deutung der Constanten in der Gleichung einer geraden Linie ef- 
kennen. 

Wenn die durch die Gleichung y = mæ + b dargestellte ge- 
rade Linie mit der Achse der x den Winkel œ und mit der Achse 
der y den Winkel f macht, so ist (Art. 19) 

sin œ 
j = 


und wenn die Achsen rechtwinklig sind, m — tang e. 

Im Art. 21 sahen wir bereits, dass b den Abschnitt bezeichnet, 
welchen die gerade Linie in der Achse der y bestimmt. 

Ist die Gleichung in der allgemeinen Form 4x + By + C=o 
gegeben, so reduciren wir sie, wie im letzten Artikel auf die 
Form y = mæ + b und finden, dass 

í sin & 

T A 
oder bei rechtwinkligen Achsen = tang «; wnd dass — 
die Länge des in der y Achse bestimmten Abschnitts ist. 

Zusatz. Die geraden Linien yma +b, y= m'e +! sind 
parallel zu einander, wem m= m’, weil sie dann beide mit der 
Achse der æ denselben Winkel bilden; ebenso sind die geraden 
Linien Ax + By +C=o und Ža + By + C= 
parallel, wenn py 

Ausser den Formen Az + By + Co imd y= me + b 
giebt es noch zwei andere, in denen die Gleichung einer geraden 
Linie oft gebraucht wird; sie sollen zunächst abgeleitet werden. 


23. Die Längen der Abschnitte zu finden, welche 
die Linie MN, deren Gleichung 4s + By + C==o ist, in 
den Achsen bestimmt. Im letzten Artikel fanden wir die 
Länge des Abselmittes in ‘der Achse der y, indem wir die 


wwWw.rcin.org.p 


en 


jetzige Gleichung mit der Gleichung y= mx + b verglichen. Wir zic- 
hen es jedoch im gegenwärtigen Artikel vor, dieselbe Aufgabe mit Hilfe 
eines bereits im „8. Artikel enthaltenen Fig. 14, 

allgemeinen Princips direct zu untersu- 
chen. Da die Coordinaten eines jeden 
Punktes der Linie MN der gegebe- 
nen Gleichung genügen müssen, so 
müssen es auch die Coordinaten des 
Punktes 7,=iu welchem sie die Achse —7 
der æ schneidet. Nun ist aber für jeden 
Punkt in der «Achse y==o (Art. 3) und 
die Gleichung wird daher für den Punkt M 

Jde+ C= o0; 

und da die Abseisse des Punktes Æ chen 
der geforderte Abschnitt OM ist, so folgt 


OM 5 
»M = 3 

A 
N . ’ C 
Ebenso ON = 


Daraus ist die Gleichung einer geraden Linie leicht zu finden, 
welche in den Achsen die Abschnitte O M = a, ON == b bestimmt. 
Die allgemeine Gleichung einer geraden Linie ist 


A B 
Ax + By +t=o, oder 7 * ES 59 + 10; 
A 1 | B l l 
s is aber =— = — P = — — “ als is ie 
es ist abe p TN Pir DN z; also ist die 


Gleichung der bezeichneten geraden Linie 
a y 


° Si e i 
ab 

Diese Gleichung einer geraden Linie, ausgedrückt 
durch die von ihr in den Achsen bestimmten Ab- 
schnitte gilt ebensowohl für schiefwinklige als für 


rechtwinklige Achsen. 

Die Lage der Linie ändert sich mit den Vorzeichen der 
ai s y . . x y 
Grössen «a und b. So stellt die gegebene Gleichung ae, =n, 


welche positive Abschnitte in beiden Achsen voraussetzt, die ge- 
rade Line MN der vorigen Figur dar, dagegen repräsentirt 


9). 
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Z f= die gerade Linie MN’, welche in der Achse der x 
a 
einen positiven und in der Achse der y einen negativen Abschnitt 
5 v . . 0. a 4 
bildet. "Ebenso stellt Ë —Ž — 1 die Linie NM’ und E iba | 
b a au T) 


die Linie M'N dar. Wir können es dem Leser überlassen, zu un- 
tersuchen, wie die Veränderung in den Zeichen von A, B, C, sich 
in der Lage der durch die allgemeine Gleichung Ax + By + C= vo 
“ dargestellten geraden Linie ausprägt. 


Aufg. 1. Man soll die Lage der folgenden geraden Linien unter- 
suchen und die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte bestim- 
men: 


2x — 3y =7; w + iy +90, 
3x + 2y = 6: yw— 5r = 20. 


Aufg. 2. Unter der Voraussetzung, dass die Seiten eines Dreiecks 
als Coordinatenachsen genommen werden, soll man die Verbindungslinie 
der Punkte ausdrücken, welche den m Theil von jeder derselben ab- 
schneiden und nach Art. 22 zeigen, dass sie der Basis des Dreiecks pa- 
rallel ist. 

MX my 


Aul. — + = 1 
Aa b 


24. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung 40 voraus- 
setzen, so wird der von der geraden Linie in der Achse der 


; : (A ; f ae 
x bestimmte Abschnitt — r unendlich gross. Die gerade Linie 


By + C=o schneidet daher die x Achse in unendlicher Entfer- 
nung oder ist parallel zu ihr. Dies stimmt mit Art. 16 überein. 


Die Entfernung vom Anfangspunkt, in welcher diese Parallele 

die Achse der y schneidet, ist — B (Art, 22.. Für C= o ver- 
> 

schwindet diese Entfernung und die Gleichung y==o repräsentirt 

die Achse der x selbst. Ebenso bezeichnet 4x + Co eine zur 

Achse der y parallele gerade Linie und v=o die Achse der y 


selbst. 


25. Die Gleichung einer geraden Linie durch die 
Länge der auf sie vom Anlangspunkt gefällten Nor- 
male und durch die von dieser mit den Achsen ge- 
bildeten Winkel auszudrücken. 


= 


Sei oP=p die Länge der Normale, L POM = « der von 
ihr mit der Achse der x, L PON = ß der mit der Achse der y 
gebildete Winkel, OM = a, 0 N=b. Fir. 15: 
Daum ist die Gleichung der geraden 
Linie MN 


NIS 
a y i —? 
a Kia un 
Indem wir diese Gleichung mit v m 
p multiplieiren, erhalten wir 2 
p p 
ha = JB), 
a F b y z 
h p p Äh 
Es ist aber — = cos«; a cosß und daher die Glei- 
a 


chung der geraden Linie 
x cos « + ycos 8 = p. 
Bei rechtwinkligen Coordinaten, wie wir sie zumeist ge- 
brauchen, ist 8=90°—«. Demnach ist 
zc08« +y Sine =p 
die Gleichung einer geraden Linie, für welche die vom Anfangs- 
punkt auf sie gefällte Normale die Länge p hat und den Winkel 
« mit der Achse der æ einschliesst, in rechtwinkligen Coordinaten. 


Wenn die Gleichung einer geraden Linie in der allgemeinen 
Form 4x + By + C=o gegeben ist, so kanun sie leicht auf die 
Form gcosa + y sin «=p reducirt werden; dividiren wir die- 
selbe durch (4 + B°), sodass sie wird 


r B Ü 
taten. 


A 
Ya B") ` Vie B 
so kömuen wir setzen 

A B 
VI+ B’) VP+ B’ 
weil die Summe der Quadrate dieser zwei Grössen += Í ist. Wir lernen 


= casa wnd = ant, 


daraus, dass — und respective der cosinus und 


A B 
ViA+ B) Vit 
sinus des Winkels sind, welchen die vom Anfangspunkt auf die Li- 
nie dæ + By+0C=o gefällte Seukrechte mit der Achse der æ bil- 


det und dass die Länge dieser Senkrechten ist. Die 


E 
VEF F 
in diesen Werthen vorkommende Quadratwurzel ist übrigens 
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eines doppelten Vorzeichens fähig, in Uebereinstimmung damit, 
dass die Gleichung auf eine der beiden Formen 

© cos@ + y cosh — Pp—o,xcos(l80°+ a) + y cos (180° + 8) -+p =o 
reducirt werden kann, 


26. Die auf schiefwinklige Coordinaten bezogene 

Gleichung 

Ax + By + C=o 
soll auf die Form 

X cos « + y cos ß==p 
reducirt werden. 

Nehmen wir an, dass die gegebene Gleichung durch Multipli- 
calon mit einem gewissen Factor R auf die vorgeschriebene Form 
reducirt werde, so ist RA = cose, RB = cosp. 

Wenn aber zwei Winkel œ und 8 die Summe œw hahen, so 

ArT isl immer 
en w} t iet ER A cos’ -p cos — 2cose cosh coso == sin’, 


hlina loy) Also ist RP(L£ + B— 241P cos o) —sin’o und die auf die 
-= verlangte Form redueirte Gleichung ist daher 


DS Eh ral Aid ma # A sin o + R sin o + 
f E e —— M 

V Æ+ B—24Rcoso Vid -+ B'—24B cos wo y 

amd ER Aa fd C sino 


'; 


=i r; g =r O 
KiE + B 241Bcosw y 
2 Fr Wir lernen daraus, dass 
l 


nam] (um ce A sino B smw 
i y VUE -4+ B — 2A Beos) V+ BE —2ABcoso) >` 


respective die cosinus der Winkel sind, welche die vom An- 
fangspunkl auf die Linie 4æ + By -+ C=o gefällle Senkrechte 
JJa Simili den Achsen der æ und y bildet; und dass 
C sin w 
VUE + B*— 24 B cos w 

die Länge dieser Senkrechten ist. Diese Länge kann auch leicht 
dadurch berechnet werden, dass man den doppelten Inhalt des 
Dreiecks WOM (ON. OM. sino) durch die Länge von MN divi- 
dirt, deren Ausdruck leicht zu finden ist. 


der) 


. 
27. Die Länge der Senkrechten von einem Punkt 
xy auf die gerade Linie zu finden, deren Gleichung 
ist x cos « + ycosß — p= o, 
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Wir werden finden, dass sie durch Substitution der Coordi- 
naten xy des Punktes an die Stelle von æ und y in die ge- 
gebene Gleichung erhalten wird und dass sie somit ist: 

+ (x cos + y cosh — p). 

Wir ziehen OR von dem gegebe- 
nen Punkte Q parallel zu der gege- 
benen geraden Linie und OS senk- 
recht dazu; danm ist 

OK = x wud OT = x cosg. 

Wegen L SOK = Bud QK = y 
ist ferner 

R RS 2603; 
also 
x cosa + y cosß = OR. 


Indem wir davon die Senkrechte vom Anfangspunkt 0.2 sub- 

traliren, erhalten wir 

x cose + y cosh — p = PR 
als den Ausdruck der Senkrechten QV, wie bewiesen wer- 
den sollte. 

Wäre in der Figur der Punkt O auf der Seite der geraden 
Linie gewählt worden, welche dem Anfangspunkt am nächsten liegt, 
so hätten wir für die Senkrechte den Ausdruck p— x cos « — y cos ß 
erhalten und wir sehen daraus, dass die Senkrechte ihr Vorzei- 
chen wechselt, wenn wir von einer Seite der geraden Linie auf 
die andre übergehen. Es ist willkürlich, auf welcher Seite der 
Linie wir sie als positiv betrachten wollen. Wenn wir zur Dar- 
stellung des Perpendikels die Form der Gleichung wählen, in 
welcher das absolute Glied positiv ist, so haben wir die Senk- 
rechten als positiv zu betrachten, welche von der Seite des An- 
fangspunktes auf die gerade Linie gefällt werden, dagegen die als 
negativ, welche von auf der andern Seite gelegenen Punkten aus- 
gehen; umgekehrt, wenn wir die andre Form wählen. 

Die in der Form 4æ + B) + C==0 gegebene Gleichung der 
geraden Linie redueiren wir auf die Form gcosa + y cosb —p=0 
und erhalten die Länge des von einem Punkte æy auf sie ge- 
lällten Perpendikels 

Ax + By + C dx -+ By + ©) sine 
= -HEF + FI oder = Vip EB EB 000) TF PUR oe‘ 
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je nachdem die Achsen rechtwinklig oder schiefwinklig sind. 
Durch Vergleichung dieses Ausdrucks für die Senkrechte von 
xy mit dem für die Senkrechte vom Anfangspuukt sehen wir, 
dass xy mit dem Anfangspunkt auf derselben Seite der geraden 
Linie liegt, wenn 4a + By + C mit C dasselbe Vorzeichen hat 
und umgekehrt. 

Die Bedingung, dass irgend ein Punkt x’y’ in der geraden 
Linie dæ + By + C=o liege, besteht darin, dass seine Coordi- 
naten xy der gegebenen Gleichung genügen müssen, oder dass 

Ax + By + C=0 
sei. 

Der gegenwärtige Artikel zeigt, dass diese Bedingung nur der 
algebraische Ausdruck der geometrischen Wahrheit ist, dass die 
Senkrechte von einem Punkte &’y in einer geraden Linie auf die- 
selbe gleich Null ist. 


Aufg. 1. Die Länge der Senkrecktlen vom Anfangspunkt auf die 
Linie 3x + 4y + 20 == 0 
bei rechtwinkligen Achsen zu finden. 

Auf. p =. 

Aufg. 2. Finde die Länge der Senkrechten vom Punkte (2, 3) auf 
die gerade Linie 2x -+ y — 4 = 0. 

3 & 

Aufl. pP = ya’ der gegebene Punkt liegt auf der dem Anfangs- 
punkt entgegengesetzten Seite der geraden Linie. 

Aufg. 3. Finde die Länge der Senkrechten vom Punkte (3, — +4) 
auf die gerade Linie ix + 2—17 = 0 
unter Voraussetzung eines Achsenwinkels von 60°, 


‚ 3 5 N 
Aufl. p = F> der Punkt liegt mit dem Anfangspunkt auf der- 
selben Seite. 
Aufg. 4. Die Länge der vom Anfangspunkl anf die gerade Linie 
aa — a) + b (y — b) = o 
gefällten Senkrechten anzugeben. 


dul. p= ple + 1). 


28. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
die durch den gegebenen Punkt &y geht. 

Die allgemeine Gleichung einer geraden Linie kann, wie wir 
sahen unter die Form y = mx + b gebracht werden; hier kön- 
nen m und b als Unbekannte angesehen und aus Bedingungen, 


www.rcin.org.pl 


welche bezüglich der geraden Linie gegeben sind, bestimmt wer- 
den. Soll der Punkt «’y' in der Linie liegen, so muss die für 
jeden Punkt derselben gültige Gleichung y = mx +b auch für 
den Punkt y wahr sein; so erhalten wir die Bedingung 

y = mi + b. 

Wenn keine weitere Bedingung gegeben ist, so können wir 
nicht beide unbekannte Grössen m und b bestimmen, wir finden 
mit Hilfe der vorigen Bedingungsgleichung nur den Werth der ei- 
nen von ilmen b = y — mæ und erhalten durch Substitution des- 
selben in die allgemeine Gleichung 

y = mz + y — mi 
oder y — y = mix — x) 
als die Gleichung einer durch den Punkt xy’ gehenden geraden 
Linie. Wie es sein muss, bleibt m unbestimmt, weil unendlich 
viele verschiedene gerade Linien durch den Punkt xy gezogen 
werden können. 


29. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
welche durch zwei gegebene Punkte xy und z” y” geht. 

Die Bedingung, dass die gerade Linie noch durch einen 
zweiten Punkt gehen soll, erlaubt uns, die Constante m zu be- 
stimmen, welche im letzten Artikel noch unbestimmt bleiben 
musste. 

Nach diesem Artikel ist die Gleichung, einer geraden Linie 


“er ; ; y —y A 
durch &y, y— y = m@—x) oder — ;—= m. Da aber die 
x r 


verlangte gerade Linie auch durch den Punkt “y” gehen muss, 
so muss diese Gleichung auch erfüllt bleiben, wem man für £y 
die Coordinaten desselben =” y” einsetzt. Demnach ist 
y — y 
-=n N =M 
a” — er 
und durch Substitution daher die Gleichung der verlangten ge- 
raden Linie 
s= _f-f 
g — g 2 = & 

In dieser Form scheint die Gleichung am leichtesten zu 
behalten; durch die Befreiung von Brüchen bringen wir sie je- 
doch in eine Form, in der sie zumeist brauchbarer ist, nämlich 

yo y ei e jyt y — yo 
oder ty — ty H ty — y Ha y ay =o 
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Zusatz. Die Gleichung der geraden Linie die den Punkt zy’ 
mit dem Anfangspunkt verbindet ist vy = x'y. 

Es kommt zuweilen vor, dass die Gleichung der geraden 
Verbindungslinie zweier Punkte ohne alle Rechnung geschrieben 
werden kann. Wenn wir im voraus wüssten, dass die Coordinaten 
beider Punkte durch die Relationen 

Ax + By + C=o und Az” + By’ +C0—o 
verbunden sind, so ist offenbar, dass die Verbindungslinie der- 
selben durch die Gleichung i 

Ax + By + C =o 
ausgedrückt sein muss; denn diese ist die Gleichung einer geraden 
Linie und enthält die beiden Punkte, weil sie durch die Coordi- 
naten derselben befriedigt wird. 

Aufg. 1. Bilde die Gleichungen der Seilen eines Dreiecks, dessen 
Eckpunkte durch ihre Coordinaten gegeben sind wie folgt 

in = Ve -V 

Auf, 32 FE er Try m=o y—-eeı. 

Aufg. 2. Finde die Längen der Senkreckten, welche von den 
Ecken dieses Dreiecks auf die Gegenseiten gefällt werden. 

Aufl. 272, 10, 27/10. Der Anfangspunkt der Coordinaten 
liegt im Dreieck. 

4ufg. 3. Bilde die Gleichungen der Seiten des aus (2, 3), (4, — 5), 
(— 3, — 6) bestimmten Dreiecks. 

duf. 4x + y =11, & — 1y = 39, 9x — 5y 3. 

Aufg. 4. Die Gleichung der geraden Verbindungslinie der Punkte 
mat + na” mu + ny” 

mua ' m-n 


x,y und 
zu bilden. 
Aufl. Y —y æ + Á a)y Hay — a’ y 0. 


Aufg. 5. Die Gleichung der geraden Linie anzugeben, welche die 
EEE en d 
ie N 


Punkte xy un 
verbindet. 
Auf. 
era. 
Aufg. 6. Die Gleichungen der geraden Linien zu bilden, welche 


die Ecken des Dreiecks in Aufg. 3 mit den Mittelpunkten der Gegensei- 
ten verbinden. 


Aufl. dæ — ya; 171 &— 3y = 235; Te +9y + 17 =0 
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Aufg. 7. Welches ist die Gleichung der geraden Verbindungslinie 


— m iu — m Ir" ne um , 
der Punkte s v v und ——, VER 
— m l m l n l — nr 
Aufl. : a m— ny + min —i y a nl —m y |- =y lim —n}" 
mn "i + n, T— mx )—=Im(y'x _y; "\+mn'y "X “y T) 


, 


+" a — ya”. 

30. Die Bedingung anzugeben, unter welcher drei 
Punkte in einer geraden Linie liegen. 

Wir fanden im Artikel 29 die Gleichung der Verbiudungs- 
linie zweier Punkte und haben nur auszudrücken, dass die Coor- 


ılinaten des dritten dieser Gleichung genügen müssen. 3 

Die Bedingung ist daher 

my) — (£1 — X) Ys F (ty — TJ) = 0 AK 
welche in der mehr symmetrischen Form Mg oy 
Yia — a) + Ya (s — 1) + Ys (21 — 2) = 0 | 

geschrieben werden kann. + 

31. Den Inhalt des durch drei Punkte gebildeten 
Dreiecks zu berechnen 

Wir erhalten den doppelten Inhalt, indem wir die Länge der 
Verbindungslinie zweier Eckpunkte mit der Länge der vom dritten 
Eckpunkt auf dieselbe gefällten Senkrechten multiplieiren. 

Unter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen ist die Länge 
der von gy; auf die Verbindungslinie von z,y, und x,y, gefällten 
Senkrechten (Art. 27) 

Yi — Da) Xi — Eike E Cry — Tg Ni 
S Vi = y + w ea] 
in diesem Bruche stellt der Nenner die Länge der Verbindungs- 
linie von &,y, mit £ y dar und m. e 
yvıa--ı E yl ae) F lt M| a Domne 

bezeichnet daher den doppelten Inhalt des von den drei len jaho Hin 
gebildeten Dreiecks. esye daia 
j neue Nr 


*) Beim Gebrauch dieser und ähnlicher Formeln, welche wir bei spätern 
Gelegenheiten anwenden werden, ist es nützlich, die Coordinaten in einer fe- 
sten Aufeinanderfolge zu denken, z, B. nimmt im Fig. 17, 

2. Glied der eben gegebenen Formel y” die Stelle von 


y, £” die von x" und x die von x” im ersten Gliede a 2% 
ein und im dritten sehen wir von y zuy A aa aU p \ 
x, und von x zu æ über, Mau kann dies Verfah- 

. f 
ren kurz als eine eyklische Vertauschung der Indices be- ag” 
zeichnen. 
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Unter Voraussetzung schiefwinkliger Achsen wird dieser dop- 
pelte Inhalt gefunden, indem man in derselben Art die Aus- 
drücke für die Länge des Perpendikels und der Verbindungslinie 
benutzt, welche in den Artikeln 26 und 6 gegeben sind. Die 

“*inzige Veränderung besteht darin, dass der hier gefundene Aus- 
druck mit dem sinus des Achsenwinkels zu multiplieiren. ist. 

Zusatz 1. Der doppelte Inhalt des von den Punkten x,y, 
und z, yə mit dem Aufangspunkt der Coordinaten gebildeten Drei- 
ecks ist y, £, — yx, wie aus dem allgemeinen Ausdruck folgt; 
indem man darin x; = o; y; = 0 selzt. 

Zusatz 2. -Die Bedingung, unter welcher drei Punkte in 
einer geraden Linie liegen, «drückt aus, dass der Inhalt des durch 
die drei Punkte gebildeten Dreiecks gleich Null ist. 

Aufgabe. Man soll den folgenden Satz beweisen: Wenn zwei 
feste gerade Linien, welche sich in cinem Punkte 4schnei- 
den, von einer um den festen Punkt O drehenden Geraden 
in den Punkten B und C geschnitlen werden, so ist die 


algebraische Summe der reciproken Werthe der Dreiecks- 
flächen OAB und OAC constant. - I 5% 


32. Den Inhalt eines Polygons durch die Coordi- 
naten seiner Eckpunkte auszudrücken. 

Wenn wir innerhalb des Polygons einen Punkt xy wählen 
und ihn mit allen Eckpunkten desselben: xy, Ya, <.. Aufn 
durch gerade Linien verbinden, so ist der Inhalt des Polygons dic 
Summe der Inhalte aller der Dreiecke, in welche dasselbe in 
dieser Weise getheilt worden -ist. 


Diese doppelten Inhalte sind nach dem letzten Artikel re- 
speclive: 
(yi — Ya) — Y(t; — Ta) E am — an Yi 
Elya — ya) — y (Xa — T3) F Trys — Tays 


A E A E N AE aaa ia r 
Ey — Yi) — Ea — E) Fa — TY 
Durch Addition derselben verschwinden alle die Glieder, 


welche x und y als Factoren enthalten, wie auch nötlig, weil 
der Werth des Totalinhalts von der Art unabhängig sein muss, in 


www.r 


= 85 = 


welcher das Polygon in Dreiecke zerlegt wird; wir erhalten für 
den doppelten Inhalt den Ausdruck: 


(ays — ey) + a — zy +. Han E 


Derselbe kann auch geschrieben werden: 


oder 
Yi (Ea — To) F Ye (Ci — X3) F Yalta — X4) F -0 F Yn (Eaa an). 
Aufg. 2. Berechne den Inhalt des Dreiecks (2, 1), (3, — 2). (— 4, — 1). 


Aufl. == 10: 

Aufg. 2. Berechne den Inhalt des Dreiecks (2, 3), (4 — 5), (— 3, — 6). 
Aufl. = 29. k 

Aufg. 3. Rerechne den Inhalt des Vierecks (1, 1), (2,3), (3, 3), (4, 1). 
AU == B, 


33. Aus den Gleichungen zweier geraden Linien 
die Coordinaten ihres Durehschnittspunktes zu finden. 

Jede der Gleichungen drückt eine Relation aus, welcher von 
den Coordinaten des geforderten Punktes genügt werden muss; 
deshalb finden wir seine Coordinaten, indem wir die beiden Glei- 
chungen für die unbekannten Grössen v und y auflösen. 

Wenn die Gleichungen in der allgemeinen Form 

Ax + By +#C=o dx + By + C =o 

gegeben sind, so finden wir 
BC — BC CA — CA 
Tee a 

Im Artikel 14 sahen wir, dass die Lage eines Punktes be- 
stimmt war durch zwei Gleichungen zwischen seinen Coordinaten. 
Jede dieser Gleichungen, stellt emen Ort dar, welchem der Punkt 
angehören muss und er ist somit der Durchschnittspunkt der bei- 
den durch die Gleichungen dargestellten Oerter. Die einfachsten 
Gleichungen zur Darstellung eines Punktes, nämlich v=a, y=b 
sind die Gleichungen zweier Parallellinien zu den Goordinaten- 
achsen, deren Durchsehnitlspunkt der verlangte Punkt ist. 

Darum repräsentiren zwei Gleichungen des ersten Grades nur 
einen Punkt und zwei Gleichungen von höheren Graden mehr als 
einen Punkt; denn in jenem Falle stellt jede Gleichung eine ge- 
rade Linie dar und zwei gerade Linien können sich nur in einem 
Punkte schneiden; in diesem allgemeinen Falle sind die durch die 
Gleichungen dargestellten Oerter Gurven, welche einander in mehr 
als einem Pırmkte durchschneiden. 
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et a aaa ie 


Hr 


— 30 


Zusatz. Die Coordinaten des Durchschnittspunkts der beiden 
geraden Linien sind unendlich gross, derselbe liegt also "in un- 
endlicher Entfernung, wenn 42° = 4B. In diesem Falle sind 
die geraden Linie parallel. (Art. 22.) 


34. Die Bedingung zu finden, unter welcher drei 
gerade Linien sich in einem Punkte schneiden. 

Sind h 
Ax + By + C=o0, dx + By C= o, Ax + B'y + =o 
die Gleichungen derselben, so heisst die verlangte Bedingung 
a IBC — B O 4 B (C—C + CB — A Bln: 
denn wenn sie sich in einem Punkte schneiden sollen, so müssen 
die Coordinaten des Punktes, in welchem zwei von ihnen sich 
schneiden, der Gleichung der dritten Genüge leisten. 

Die gefundene Bedingung kamm auch in einer der folgenden 
Formen geschrieben werden . 
AB C — BC) + BIC A — CA) + CAR’ — AP) =o 
ABC" — EC) + (BCB + A IBC'—- PO =o®. 


Aufg. 1. Die Seiten eines Dreiecks haben die Gleichungen 
zapyy—h: -3y—ır de E 
welches sind die Coordinaten seiner Ecken? _ 


auf ED. 


Aufg. 2. Berechne die Coordinaten der Punkte, in welchen die ge- 
ralen Linien 30 + y— 2=0, + y=5, 2x -3y + T=0 
sieh schneiden. 
Auf. Ci b 12), F 7) =- Ir IP 
Aufg. 3. Die Coordinaten der Durchschnittispunkte von 
2x + 3y = 13, 5x -y=1,2x — 4y + 10 := 0 
zu finden, 
Aufl. Sie schneiden sich in dem Punkte (2, 3). 
*) Wenn man einen dieser Ausdrücke, z. B. den letzten durch C. C.C” 
dividirt, so dass man erhält 
AB. # Ab" E AB # 
e-r) tile- dr Pe- Tr) 
so erkennt man die vollständige Analogie dieser Bedingung, unter welcher drei 
gerade Linien durch einen Punkt gehen, mit der, unter welcher drei Punkte 
in einer geraden Linie liegen, An die Stelle der Coordinaten dieser Punkte tre- 
ten die Grössen d, 2 m Ün da LE die von den geraden Linien ge- 
EN ee 2 
bildeten Achsenabschmitte. Können sie nicht als Coordinaten der geraden Li- 
nien bezeichnet werden ? 
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Aufg. 2. Die Coordinaten der Ecken und die Gleichungen der Dia- 
sonalen des Vierecks zu finden, dessen Seiten durch die Gleichungen 
2y — 3x = 10, 2y + x == 6, 1608 — 10y=33, 12x + liy + 29= 0 
gegeben sind. 

Aufl. 

(=i 3) 8 P h i (8, $); 6y — r= 6; 8e -+ 2y + 1—0. 
Aufg. 5. Die Durchschnittspunkte der Gegenseiten desselben Vier- 


A h ; wer ca 
eks und die Gleichung der Verbindungslinie desselben zu berechnen. 


(es, 249), (— , 20h, 1624 — 192) 4462. 


Aufg. 6. Die Diagonalen des durch 
= 4, L= lp y = b, y = 

gebildeten Parallelogramms auszudrücken. 

duf. 
(b— bjx — la — a jy= ad b—ab , (b— b) + (a — a)y =m ab — a lk. 

Aufg. 7. Wenn von einem Dreieck die Basis und die Verbindungs- 
linie ihres Mittelpunktes mit der Spitze zu Goordinatenachsen gewählt 
sind, so sollen die Gleichungen der Linien, die von den Basisecken nach 


den Mitlelpunkten der Seiten gehen und die Coordinaten ihres Durch- 
schnittspunktes berechnet werden. 


Aufl. Sind die Coordinaten der Spitze o, y, und iie der Basisecken 
x, o und — x, o so sind die Gleichungen der Halbirungslinien 
Bay — yx — xry =o, dry ya — ry =a 


und die Coordinaten ihres Schnittpunktes (o, 5). 


Aufy. 8. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind: 
£ Y X y t u u æ 
> er, 2 SE BEA E E E u 
a + h' má b a + b b a 
Die Coordinaten der Durehschnittspunkte der Gegenseiten und des Mittel- 
punktes ihrer Verbindungsinie zu finden. 
dun aa (b + b) bt fa+.«) a alb +) bb (a-f a) ; 
duf ba — ab” ab—ab' ab—ab' adb—ab' 
ada (a= ad)fb+ i) bh (b — b) lat a)? 
2ab—ab)(ab—db) Uab — ab)(ah —ah) 


Aufy. 9. Die Gleichung der Linie zu berechnen, welche in dem- 
selben Viereck die Mittelpunkte der Diagonalen verbindet. 
2y 


2a 
Aufl. 0 + Fa a 


a 


Aufg. 10. Nachzuweisen, dass die in der Aufg. 8 gefundenen 
Coordinaten des Mittelpunktes der Verbindungslinie der Gegenecken der- 
selben Gleichung genügen. 
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35. Den Inhalt des durch die drei Linien 
Ax + By + C=o0, Ax + By + C =o, dx t+ Bx + C =o 
gebildeten Dreiecks zu finden. 

Wenn wir nach Artikel 33 die Coordinaten der Ecken be- 
rechnen und ihre Werthe in die Formel des Artikels 31 ein- 
setzen, so erhalten wir für den doppelten Inhalt den Ausdruck : 

0. — BC (A 0" — All A iC AC 
AB — dB (77 ge EEE N 
B'C” — BC yL C= A0” 
AB” —A E Ẹ Piatt aR si =) + 


pe B riede sO Le 
ZB A8 (18-48 ABAT) 

Wir reduciren diesen Ausdruck auf einen gemeinsamen Nen- 
ner und, bemerken, dass der Zähler des zwischen den ersten 
Klammern enthaltenen Theils die mit 4” multiplieirte Grösse 

A (BC — BC) + ABC” — BC) + A (B C— BC") 
ist, und dass die in den beiden folgenden Klammern enthaltenen 
Theile des Ausdrucks die Produete derselben Grösse mit 4, £ re- 
spective sind, dadurch erhalten wir für den doppelten Inhalt des 
Dreiecks 

[ABC — BC + A {B C— BC”) + A (BO — B CI? 

s 4—4 BAE -A L BA 


Wenn die drei geraden Linien sieh in einem Punkte schnei- 


"den, so wird dieser Ausdruck für den Flächeninhalt Null (Art. 34); 
“wenn irgend zwei von ihnen parallel sind, so wird er unendlich 


gross. (Art. 22, 33). 


36. Aus den Gleichungen zweier geraden Linien 
die einer dritten dureh ihren Durchschnittspunkt 
gehenden zu finden. 

Die zunächstliegende Methode zur Lösung dieser Aufgabe 
besteht darin, nach Artikel 33 die Coordinaten des Durchschnitts- 
punktes der zwei geraden Linien zu berechnen und ihre Werthe 
in die Gleichung des Artikels 28, nämlich in 

go y = m |z x 
emzusetzen. 

Eine leichtere Auflösung nimmt aber die Aufgabe auf Grund 
des folgenden wichtigen Princips an: Wenn S=o, S=o die 
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Gleichungen irgend zweier Oerter sind, so enthält der 
durch die Gleichung S + kS == o (wo k eine Constante ist) 
dargestellte Ort alle die den beiden gegebenen Oer- 
tern gemeinsamen Punkte. Denn es ist oflenbar, dass Coor- 
dinaten, welche der Gleichung S==o und zugleich der Gleichung 
S =o genügen, auch die Gleichung S + kS =— o befriedigen. 
Daher bezeiehnet die Gleichung 

(4x + By + O +kdz+By+C)—=o, 
welche offenbar die Gleichung einer geraden Linie ist, eine solche 
gerade Linie, welche dureh den Durchschnittspunkt der geraden 
Linien 

dx + By + C=0, dx + By + C =o 
gezogen ist; denn die Coordinaten des Schnittpunktes dieser beiden 
geraden Linien müssen, in die Gleichung 

idx + By + C)+ kilx + ByH+l)=o 
eingesetzt, diese identisch machen, weil sie jeden ihrer Theile ge- 
trennt =o machen. 

Aufg. 1. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, welche den 
Anfangspunkt mit dem Durchschnittspunkt der Linien 

Ax + By + C=0, dx + By -+ (a 
verbindet. 

Aufl. Indem wir die erste Gleichung mit ©, die zweite mit C multi- 
pliciren und die Producte vou einander abziehen, erhalten wir die Glei- 
chung der geforderten Linie 

(40 — A Oe BE — B'Uy = o: 
denn diese geht nach Art. 19 durch den Anfangspunkt und nach dem ge- 
genwärtigen Artikel dureh den Durchschnittspunkt der gegebenen gera- 
den Linien. 


Aufg. 2. Die Gleichung der durch den Sehnittpunkt derselben 
geraden Linien gezogenen Parallelen zur Achse der æ soll gefunden 
werden. 

Aufl. (B£ — AByy+ CLAC o 


Aufy. 3. Es ist die (leielumg der geraden Linie auszuilrücken, 
welche den Durchsehmittspunkt derselben ign mit dem Punkte sy 
verbindet. 

Aufl. Wir bestimmen in der allgemeinen Gleichung einer geraden 
Linie, welche durch den Durchschnitispunkt der beiden gegebenen gera- 
den Linien geht, die Constante ~ durch die Bemerkung, dass dieser 
Gleichung dureh die Coordinaten xy genügt werden muss uml x 
als die verlangte Gleihung 
(dat Byt O (L+ BY +C= (44 By + O) (dc+By+L). 


Salmon, Anal. Geom, der Kegelsehnitte. 3 
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Aufg. 4. Welches ist die Gleichung der geraden Linie, die den 
Punkt (2,3) mit dem Durchsehnittspunkt von 


2x + 3y +1 =0 ml 3x — 4y = 5 
verhindel? 
Auf. 
az + 3y + N + 14 (3x — 4y — 5) =0 oder 64x — By = 59. 


37. Das im letzten Artikel begründete Princip liefert für drei 
sich in demselben Punkt durehschneidende gerade Linien ein Kenn- 
zeichen, welches häufig bequemer ist als das im Artikel 3-4 ange- 
gebene. 

Drei gerade Linien geben durch denselben Punkt, 
wenn ihre Gleichungen, indem man jede mit einer 
constanten Grösse multiplieirt, Null zur Summe 
geben; d. h. wenn für alle x und y die Relation bestelt 


14x + By+ O+ mÄAc+ByH+ O Hnit e+ Byt c”) n 
Denn in diesem Falle müssen die Werthe der Coordinaten, 


welehe die beiden ersten Theile der Gleichung einzeln mil Null 
identisch machen, auch den dritten Theil gleich Null setzen. 


Aufg. 1. Die drei geraden Linien, welche die Ecken eines Dreiecks 
mit den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, schneiden sieh in ei- 
nen Punkte. 


Aufl. Die Gleichungen dieser Linien sind nach Art. 29, Aufg. 5 
y Hy” — au) © — la +a” — 20) y+ („My —_ y 
+ (@"y — a y |=, 
ne a u) a LA e E a 
+ (æ y —ıy) = 0; 
phbr =y hri hi dee 
Hisy =a y) =D 
Da die Summe dieser drei Gleichungen Null ist, so gehen die durch sie 
dargestellten geraden Linien dureh einen Punkt. Nach Art. 33 findet 


ma seine Coordinaten [> ach de ws hr eu" ). 


Aufg. Verselbe Satz ist unter der Bi zu beweisen, dass 
zwei Seiten des Dreiecks von den Längen a und b zu Achsen genommen 


sind. 
= 2r 


e 3 e 
Aufl. — +3 !_1l=0,* = 7 I= og — Z = 0 sind die 


Gleichungen Her drei N? ; ihre blose Ansicht liefert den Beweis. 
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385. Die Coordinaten des Punktes zu finden, in 
welchem die gerade Verbindungslinie der Punkte 
xy, xy von der Linie 4x + By + C=o geschnitten 
wird. 

Wir können diese Aufgabe dadurch lössen, dass wir die 
Gleichung der Verbindungslinie jener «beiden Punkte bilden und 
nach Artikel 33 ihren Durchschnittspunkt mit der gegebenen Linie 
bestimmen. 

Eine andere Methode, die wir oft anwenden werden, um 
den Punkt zu bestimmen, in welchem die gerade Verbindungs- 
linie zweier gegebenen Punkte «durch einen gegebenen Ori ge- 
schnitten wird, ist in dem Folgenden enthalten. 

Nach Artikel 7 sind die Coordinaten eines Punktes in der ge- 
raden Linie, welche die gegebenen Punkte xy, a” y verbindet, 
immer von der Form 


ma” + ne my + ny 
i F 


2 = Zu 


wi EA y m + n 


f i ei —; REN 
und wir können das Verhältniss —, in welchem die Verbindungs- 
n 


linie dieser Punkte durch den gegebenen Ort gelheilt wird, als 
eine unbekannte Grösse ansehen, welche sich aus der Bedingung 
bestimmt, dass die eben geschriebenen Coordinaten der Gleichung 
des Ortes genügen müssen. 


So haben wir im gegenwärtigen Falle 


i ma” 4 ne my + ny 


B., ———— Ç = 0 
nt n + m+n + 
m de + By +C 
also == u nn — ı 
n Ax” 4 By + 0 


Demnach sind die Coordinaten des gesuchten Punktes 
(Ax + By +00" — (Ax + By’ + Ox 
(AX + By + O — (Ax + By +0) 
(Aa + By + Cy” (Ax + By + Ox 
(Ax + By FO =A +BY FOU 

Der Werth für das Verhältniss m: n konnte auch geometrisch 
ans der Bemerkung abgeleitet werden, dass das Verhältniss, in 
welchem die Verbindungslinie von &'y und xy” geschnitten wird, 
dem Verhältniss der Senkrechten gleich ist, die man von diesen 

3% 


y = 


www.rcin.org.pl 


— 36 — 
Punkten auf die gegebene gerade Linie fällen kann; denn nach 


Artikel 27 sind diese Senkrechten 


ix + By +e lz” + By” +C 


i 
EED A 
Fig. 18. 4 
iz n. a Wenn eine gerade 
A Linie die Seiten eines 
L” Dreiecks BC, 4C, AB 
un NA in den Punkten Z, M, N 
Ky i . durchschneidet, so ist 
Pa vi? 
2 \ BE CMAN. 
z WEF Yo CI AM. BN 


„nu 


Sind die Coordinaten der Ecken xy, x”y', «”y”, so ha- 
ben wir 


BL Ax” Ey +0 
CL my Ax” + By” + "T 
CM___ Ax” + By”+ C. 
AM A Byte 
AN Ax + By +e 
BIKE +C 


und die Wahrheit des Satzes ist offenbar, wenn man noch hin- 
sichtlich der Vorzeichen dieser Theilungsverhältnisse bemerkt, dass 
entweder alle drei das negative oder nur eines das negative 
und die andern das positive Zeichen erhalten müssen, weil die 
Dreiecksseiten durch die Transversale nur entweder alle drei 
ausserhalb oder zwei innerhalb und eine ausserhalb des Dreiecks 
geschnitten werden können. 


39. Man bestimme das Verhältniss, nach welchem 
die Verbindungslinie zweier Punkte £, vi, & Yy durch 
die Verbindungslinie zweier andern Punkte 9,7%, 2,1% 
geschnitten wird. 

Die Gleichung der letztern geraden Linie ist (Art. 29) 

(ys — We — (£3 — Lady F u — uy 0; 


daher nach dem letzten Artikel 
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m Ys — Ya) Ti — (ta — 2) Y F T Ya Yi Ya 


n (Ys — Ya) Ta — (ts — Ei) Ya E Ei Ya — Xi Ya 


mn E Ts Ma — M) E E — ya 
nn) E Ts Ys — Yi) F £i (Y2 — M 


Aus Artikel 34 ist offenbar, dass diess das Verhältniss der 
Flächeninhalte der beiden Dreiecke ist, deren Ecken sind x,y, 
E3 Yz, aYa NÅ Lz Yo, VaYs Cu, Wie dies auch geometrisch 
evident ist. i 

Wenn die geraden Verbindungslinien eines Punk- 
les mit den Ecken eines Dreiecks die Gegenseiten 
BC, CA, AB respective in Punkten D, E, F schneiden, 
so ist 

OE j 
BDCE AF | ch 
CD. AR. BE ‚ 
ts 

Sind die Ecken £141, Zaya, Xaya und ist der angenom- 

mene Punkt æ, y,, so folgt 


BD __ 2, lya — Y) E T y — y) tut — N 


ED Li (Ya — V) t xi Ws — V) E Ta lY — Yi 
EU Am Y) + 2a lyi — m] F Ti (Yy — 1 
AE Ci (Ya — Ya) F Tr (Ya — Yi) F ti Vi HN 
AF y Ya — Ya) F ti (Ys — Yi) E Esl — ya) 
BF Ca Wa — Y) ts Ye — Yi) E Ti lY — Y 


amd die Wahrheit des Satzes ist offenbar, wenn man nur noch 
bemerkt, dass entweder alle drei Theilpunkte D, Æ, F innerhalb 
der Dreiecksseiten oder einer innerhalb und zwei ausserhalb der- 
selben liegen. 


40. Den von zwei geraden Linien gebildeten Win- 
kel unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordi- 
nalen zu finden. 

Der von den beiden geraden Linien gebildete Winkel ist dem 
Winkel gleich, welchen die vom Anfangspunkte aus auf sie ge- 
fällten Perpendikel mit einander einschliessen; wenn wir die von 
diesen mit der Achse der x gebildeten Winkel @, « nennen, so 
isi nach Artikel 25 
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; A TN’ . 
cos & == HAFEN n g = VAF B”, . 
ls : ar BA — AB - 
also sin ‚x a) == VFF F. n +55 
j F Ad + BB 
0s _ ai ww or u» 
osie — a) Van. VAR 
_ B4—AB 


und daber tang (œ — œ) = PETTA 
Zusatz 1. Der von beiden Linien gebildete Winkel ver- 
schwindet, wenn BA — AB = o0; 
die geraden Linien sind dann nach Artikel 22 parallel. 
Zusatz 2. Die zwei geraden Linien sind rechtwinklig zu 
einander, wenn AA + BB =0, 
weil dann die Tangente ihres Winkels unendlich gross wird. 8 


Wenn die Gleichungen der beiden geraden Linien in der 
Form y= mx + b, y = mx + b gegeben sind, so ergiebt 
sich die Tangente des von ihnen gebildeten Winkels 

m—m 

METI 
weil dieser Winkel die Dilferenz der Winkel ist, die die Linien 
selbst mit der Achse der æ bilden und weil m und m’ (Art. 22, 
die Tangenten dieser letztern Winkel sind; die geraden Linien 
sind parallel, wenn m = m, und rechtwinklig auf einander, 
wenn mm + 1 = o*. 


*) Werfen wir hier die naheliegende Frage auf, ob nicht auch parallele Li- 
nien rechtwinklig zu einander sein können, so erhalten wir die Bedingung 
m? + 1 = 0 oder m = + y — I. Zwei gerade Linien also, welche durch 
Gleichungen wie 

yat eV =i ph, y= tey =T 4 
yazi+b y= wi pE 

dargestellt werden, sind zugleich parallel, d. h, haben ihren Durchschnitts- 
punkt in unendlicher Entfernung und stehen rechtwinklig zu einander. Kin 
merkwürdiges Resultat ergiebt sich, wenn man die Tangente des Winkels be- 
rechnet, der eine durch die Gleichung y = xi dargestellte gerade Linie mit ir- 
gend einer andern macht, welche mit der Abseissenachse den Winkel o cin- 
schliesst, Man erhält 

un so tanyang a) i— ung SVS me fang)... Ku 

l + mnyang 14i tan p 1 -4 tan ?p 
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41. Den Winkel zwischen zwei geraden Linien bei 
schiefwinkligen Coordinaten zu finden. 

Wir verfahren genau wie im letzten Artikel, indem wir die 
Ausdrücke des Artikel 26 zu Grunde legen: 


A sin w 
WS a E= s erg T N - 
; PGE + R ZUR cos w 
ATIO? Ä sin o 
Be pi + B?— 24'’B’cos w)’ 
sonnit 
æ B — A cos œw 
une VEe+R—- 24 B cos o) 
ne B’— {£ cos w 
si = — x F 
VA Pt 2A B cos o 
Also: 
" BA— AR) sin w 
sin le — @): 


“PU B — 2AB cos w) . VAF B" — 24 B cos wy 


BR + Al —id B + AB cos w 
Fip BI 24B cos o) YA? B"— 2 d B'tos w) 


Cos [æ — al 


Endlich 
[Bd — AB) sinw 


A N” C E See Penn Eee ei > 
1AF BB—IAR + AB) co 


Die geraden Linien sind somit parallel, wenn 42°— AB; 
sie sind rechtwinklig, wenn 
AA + BE = {4B + AB) cos o. 


42. Die Gleichung einer geraden Linie zu finden, 
welche dureh einen gegebenen Puukt geht und mit 
einer gegebenen geraden Linie y=mx + b einen vor- 
geschriebenen Winkel 9 bildet. 


Setzen wie reehtwinklige Coordinatenachsen voraus, so 
kann die Gleichung der geforderten Linie geschrieben werden 


y = y =m {e — x) 


Die imaginäre gerade Linie y = xi bildet sonach mit jeder beliebigen an- 
dern geraden Linie einen Winkel, dessen trigonometrische Tangente immer. 
ENA 

Die rein analytische Natur dieser Resultate erhellt aus ihnen selbst; gleich- 
wohl werden wir dieselben in der Theorie der Curven, der Transformation von 
Winkelrelationen usw. eing wichtige Rolle spielen sehen, 
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und die Formel des Artikel 40 


oem 
ah = n 
P 1l +4 mm 
erlaubt uns 
r m — ian yp 
m 


1 + mtanp 
zu bestimmen. 


Darnach bestimmt sich sehr einfach die Gleichung einer 
geraden Linie, welche durch einen gegebenen Punkt 
geht und auf einer gegebenen geraden Linie y = mæ + b 
rechtwinklig ist. 


Denn da die Bedingung, unter welcher zwei gerade Linien 


rechtwinklig auf einander sind mm = — 1 ist, so ist die Glei- 
chung der verlangten Senkrechten 
y-y-=- I (x — x). 
m 


Ebenso ist die Gleichung der vom Punkte æy’ auf die ge- 
rade Linie 4x + By + C = o gefällten Senkrechten 


Adly — y = B(x — r’; 


die Coefticienten von x und y werden vertauscht und das Zei- 
chen des einen von ihnen in das entgegengesetzie umgeändert. 


Aufg. 1. Mie Gleichungen der Perpendikel zu finden, die von den 
Ecken des Dreiecks (2, 1), (3, — 2); (— 4, — 1) auf die gegenüberlic- 
genden Seiten gefällt werden. 

Aufl. Die Gleichungen der Seiten sind “Art. 29, Aufg. 1). 

x +T7Ty +11 =0, 3y — = l|, 3x + y =7 
und die Gleichungen der Perpendikel 

12 — y =13, 3r + y=, Nym ar =m. 
Das Dreieck ist demnach rechtwinklig. 


Aufg. 2. Mie Gleichungen der auf den Seiten desselben Dreiecks 
in ihren Mittelpunkten errichteten Senkrechten zu finden. 


Aufl. Die Mittelpunkte sind (4, 3), (— 1,0), (8, -> $); die 
Perpendikel 7x —y + 2 = 0, 3x + y +3 =0, 3y — x + 4=0; sie 


durchschneiden sich im Punkte (— 4, — 3). 


Aufg. 3. Welches sind die Gleichungen der von den Ecken des 
Dreiecks (2, 3), (4, — 5), (— 3, — 6) (Art. 29. Aufg. 3) auf die Gegen- 


seiten gefällten Perpendikel? 
> 
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Aufl. Tx +y = 1,52 + 9y + 25 = 0, x — 4y = 2l; sie 
durchschneiden sich in (8$. lan); 

Aufg. 4. Die Gleichungen der in den Mittelpunkten der Seiten des- 
selben Dreiecks errichteten Perpendikel anzugeben. 

dul. Te +y + ua 5x +9y + 16:=0, 2 — ty = 7; 
ihr Schnittpunkt ist (— gy, — $4). 


Aufg. 5. Aus den Coordinaten der Ecken eines Dreiecks die allge- 
meinen Gleichungen der von ihnen anf die Gegenseiten gefällten Perpen- 
dikel abzuleiten. 


Auf. 
re I ch (at Eee 
"a et yay) y t ler es ("Hy y" = 0. 
(æ — æ t y + Hy) late) 
Weil diese Gleichungen Null zur Summe ha so schneiden sich diese 


drei Perpendikel stets in einem Punkte. 


Aufg. 6. Die Gleichungen der Senkrechten in den Mittelpunkten der 
Seiten eines Dreiecks auf denselben auszudrücken und. zu zeigen, dass sie 
sich in einem Punkte schneiden. 


Aufl. 
e y ie a int 
"— a) ca + iy y KSAN =) I O 
ee — ay) y a h art — at It = 


Aufg. 7. Die Basis eines Dreiecks und die von der Spitze auf die- 
selbe gefällte Senkrechte sind als Coordinatenachsen gewählt ; man soll 
die Gleichungen der von den Basisecken auf die Gegenseiten gefällten Per- 
pendikel und die Coordinaten ihres Durchsehniltspunktes angeben. 


Aufl. Sind die Coordinaten der Spitze (0, y) und die der Basisecken 
ao ka , 0), so sind die G leichungen der Perpendikel 


a” (æ — x) H yy = 0, & le Ha yy =o 
und die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes 


(4 


Aufg. 8. Für dieselben Achsen soll man die Gleichungen iler in 
den Mittelpunkten der Seiten errichteten Perpendikel und die Coordinaten 
ihres Durehsehnittspunktes ausdrücken. 


Aufl. 
Ul et yy = y? am Na H ym 


www.rcin.org.pl 


= J 


43. Die Gleichung der Halbirungslinie des Win- 
kels zu finden, welchen die geraden Linien 

xcos« + ysing — p =0, zcsß +ysnß— p = o 
einschliessen. 

Wir finden die Gleichung dieser geraden Linie am ein- 
lachsten, indem wir algebraisch ausdrücken, dass die von irgend 
einem Punkte &, y in ihr anf die beiden geraden Linien gefällten 
Perpendikel gleich sind; diess giebt unmittelbar die Gleichung 

x cosa +ysna—p= x cos f + y sinb — p, 
weil jede Seite derselben die Länge einer von diesen Senkrechten 
bezeichnet. (Art. 27). 

Nach Artikel 27 wechselt das Zeichen der Senkrechten, beim 
VUebergang von der einen Seite einer Linie auf die andre; es be- 
zeichnet also die Gleichung 

æ cos œ + y sin « — p = — (æ cos B + y sin 8 — p’) 
die Halbirungslinie des von den beiden geraden Linie gebildeten 
andern Winkels, welcher das Supplement des vorigen ist. 


Wenn die Gleichungen in der Form . 
dx + By+C=o, da + By -+ C =o 
gegeben sind, so ist die Gleichung des Paars der Winkelhalbi- 
rungslinien 
PE E ye) 

Wenn wir das Vorzeichen wählen, welches den beiden con- 
slanten Gliedern einerlei Vorzeichen giebt, so folgt aus Artikel 27, 
dass wir die Halbirungslinie des Winkels dureh die Gleichung ans- 
drücken, in welchem der Anfangspunkt liegt; und wenn wir den 
constanten Gliedern entgegengesetzte Zeichen geben, so haben wir 
die Gleichung der Halbirungslinie des Supplementwinkels. 


Acx+By+(C + dx +By+lC 


Aufg. 1. Die Gleichwig der Halbirungslinien des Winkels zwischen 
zwei geraden Linien auf die Form x cos œ + y sin œ = p zu reduciren. 


Auf. - 
x cos (Jia +) +90] + y sin [4 (æ + a’) -+ 90°] = ar j; 
TO J in 4 ( E S d e 
RO E E u een 0. 
Man sicht in dieser Form am (deutlichsten, dass die beiden Halbirungsli- 
nien rechtwinklig auf einander stehen, 
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Aufg. 2. Man soll beweisen, dass sich «lie Winkelhalbirungslinien 
eines Dreiecks in einem Punkte schneiden. 
Aufl. Denkt man den Anfangspunkt der Coordinaten innerhalb des 
Dreiecks gewählt, so sind die Gleichungen: 
(æ cos œ + y sin œ — p) — (x cos p + y sing — p) =0, 
(æ cos B + y siu 8 — p) — (x cos y + y siny = p^) = o0, 
(æ cos y + y sin y — p°) — (x cos e + y sina — p) = 0. 
Aufg. 3- Welches sind die Gleichungen der Winkelhalbirungslinien 
für 32 + 4y —9 =0, 12x -+ dy — 3 = 0? 
Auf. 72.—9y + 34 =0, 9% + T7y= 12. 


44. Die Polargleichung einer geraden Linie zu 
finden. (Artikel 12). 

Wenn wir das Perpendikel auf die gegebene gerade Linie 
als unsere feste Achse vorausselzen und OR irgend ein durch 


den Pol nach einem ihrer Punkte ge- Fig. 10. 
zogener Radius vector ist, so folgt für _ | 

z OR = 0, L ROPRET mA 
O R. cos®—=NP, d.h. die gesuchte P z 
Gleichung ist ọ cos 9&8 = p. ka 

Bildet die feste Achse mit dem Per- -~ E = 5 
pendikel den Winkel «, so ist die Glei- 
chung ọ cos ‘9 — a) = p. 


Diese Gleichung kann auch durch Transformation der Glei- 
chung für reehtwinklige Coordinaten 
x cos œ -F y sin « = p. 
erhalten werden, denn indem man fürge acosd und für y esin® 
(Artikel 12) substitwirt, wird diese Gleichung 
olcws#cose + sin ẹsin «) = p; 
oder wie vorher g cos (9 — a) = p. 
“ Eine Gleichung von der Form 
ọ (4 cos? + B sin ð) = C 
kann wie im Artikel 25 auf die Form ọ cos (9 — «) = p reducirt 
werden, indem man sie durch Y(4? + B°) dividirt; wir haben 
dann 
A B C 


Coso Be n sais AD G © 


P+ A “PAFA PT EF 
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Aufg. 1. Die Gleichung ọ == 24 sec (o + 5) in eine solche zwi- 
’ 
schen rechtwinkligen Coordinaten umzuwandeln. 


Aufg. 2 Die Polar-Coordinaten des Durchschnittspunktes der fol- 
genden geraden Linien und den von ilnen eingeschlossenen Winkel zu 


bestimmen: ọ cos (° — z) A 0 cos (ə — =) =e 


e a = z: der Winkel == =, 


Aufg. 3. Welches ist die Polargleichung der geraden Linie, die 
die Punkte ọ, # 0”, 9” verbindet? 

Aufl. 
go sin (F — F) + go sin (9”— 2) + og sin (9 0) == 0. 


Drittes Kapitel. 


Aufgaben über die gerade Linie. 


45. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Principien darge- 
legt haben, auf welche gestützt wir die Lage eines Punktes oder 
einer geraden Linie algebraisch auszudrücken im Stande sind, 
wollen wir einige weilere Beispiele von der Anwendung dieser 
Methode zur Auflösung geometrischer Aufgaben hinzufügen. Der 
Anfänger muss sich in der Anwendung der Methode zur Lösung 
solcher Aufgaben Neissig üben, bis er Leichtigkeit und Schnel- 
ligkeit in ihrem Gebrauche erlangt hat. Die in diesem Kapi- 
tel gegebenen Beispiele sind nicht sowohl ihrer selbst wegen 
als deshalb gewählt, um daran zu zeigen, wie dergleichen Auf- 
gaben algehraisch gelösst werden können und mögen daher wohl 
selbst einfachere geometrische Auflösungen annehmen. Solche 
einzelne Fälle dürfen nicht zu der Voraussetzung verleiten, dass 
die geometrische Methode, die bei ihnen den Vorzug verdient, 
auch in andern Fällen vorzuziehen sei. Jede Methode hat ihre 
eigenthümlichen Vorzüge. Wenn für einige Aufgaben die geome- 
trischen Auflösungen klarer und einfacher sind, so verfährt da- 
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gegen die algebraische Methode mit grösserer Gleichförmigkeil 
und führt mit grösserer Sicherheit zum Ziel. Es muss das Be- 
streben des Studirenden sein, sich beider Untersuchungs-Methoden 
in der Arl zu bemächligen, dass er fähig sei, jede von ihnen nach 
der Natur der vorliegenden Aufgabe anzuwenden. 

Wir wollen von denjenigen Arten der Aufgaben, welche am 
häufigsten vorkommen, je einige Beispiele geben; derjenige Leser, 
welcher dieser sich bemeistert hat, wird in der Anwendung der- 
selben Methode auf irgend andre Aufgaben, die sich ihm dar- 
bieten mögen, keine Schwierigkeit finden. 

46. Aufgaben, bei denen zu beweisen ist, dass 
drei gerade Linien sich in einem Punkte schneiden. 

Es erscheint unnöthig, zu den im letzten Kapitel bereits ge- 
gebenen noch andre Beispiele über diesen Gegenstand hinzu- 
zufügen. Das Verfahren, welches wir verfolgen, ist dieses: Wir 
bilden die Gleichungen der drei geraden Linien; alsdann können 
wir entweder sogleich bemerken, dass die drei Gleichungen Null 
zur Summe geben, wenn sie mit passenden Gonstanten multi- 
plieirt werden: ist diess der Fall, so wissen wir nach Artikel 37, 
dass die durch die Gleichungen repräsentirten geraden Linien 
sieh in einem Punkte schneiden; oder wir berechnen die Coor- 
dinaten des Durchschnittspunetes von zweien der geraden Li- 
nien und untersuchen, ob sie der Gleichung der dritten genü- 
gen; oder endlich, wir wenden das Kennzeichen des Artikel 34 
aut die Gleichungen an. 

Bei den Auflösungen «dieser wie jeder andern Klasse geome- 
trischer Aufgaben können im Allgemeinen die Gleichungen durch 
eine geschickte Wahl der Goordinatenachsen vereinfacht werden; 
indem man zwei der wichtigsten Linien der Figur zu Coordina- 
tenachsen wählt, werden die analylischen Ausdrücke wesentlich 
verkürzt. Andrerseils geschieht es freilich oft, dass durch die An- 
nahme von Coordinatenachsen, welche mit der Figur nicht in einer 
solchen besondern Verbindung stehen, die Gleichungen an Symme- 
trie das gewinnen, was ihnen an Einfachheit abgeht, Der Leser 
kann dies aus den zwei in Aufgabe 1 und 2 des Artikel 37 ge- 
gebenen Auflösungen derselben Aufgabe erkennen, wo die erste 
Auflösung, obgleich die längere, den Vorzug hat, dass man aus 
der entwickelten Gleichung der einen Winkelhalbirungslinie so- 
gleich die der andern ohne Rechnung ableiten kann. 


Weil Ausdrücke, welche Winkel enthalten, dureh die An- 
wendung schielwinkliger Coordinaten complieivter werden, ist es 
im Allgemeinen ratlısam, für solche Aufgaben rechtwinklige 
Achsen vorauszusetzen. 

Aufgaben, in denen zu beweisen ist, dass drei 
Punkte in einer geraden Linie liegen. Es kann vorkom- 
men, dass die Coordinaten des dritten Punktes als ans denen der 
zwei ersten zy, x’y nach den Formeln 

me + nr mg” + ny 
TE 0 mn 
hervorgehend sofort erkannt werden; in diesem Falle folgt aus 
Artikel 7, dass die drei Punkte in einer geraden Linie liegen. 
In anderen Fällen bilden wir die Gleichung der geraden Linie, 
welche zwei von ihnen verbindet und untersuchen, ob die Coor- 
(linaten des dritten ihr genügen. 


47. Geometrische Oerter. Die analytische Geometrie 
eignet sich mit vorzüglicher Leichtigkeit zur Untersuchung der 
Oerter. Wir haben nur die Relation aufzusuchen, welche die 
Bedingungen der Aufgabe zwischen den Coordinaten des Punktes 
fordern, dessen Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck 
dieser Relation liefert uns sofort die Gleichung des verlangten 
Ortes. 

Aufg. 1. Welches ist der Ort der Spitze eines Dreiecks, von 
welchem die Basis und die Dilferenz der Quadrate der Seiten gegeben 
sind? 


Aufl. Wir nehmen die Basis 4 P zur Achse der æ und eine in 
ihrem Endpunkte 4 auf ihr errichtete 


Fig. 20, 
j 5 Senkrechte zur Achse der y, nennen 
N P die Länge der Basis e und die Coordi- 
È naten der Spitze x, y. Ikum ist 
D BC—=CR+ RBP = y? 4 (c — x? 


Arie yH 
x daher 20? — AC = e — ler, und 
N A indem wir diess einer Constanten gleich 
selzen È — cx = m. 
die Gleichung des Ortes der Spitze. Dies ist nach Art. 15 die Glei- 


chung einer zur Basis senkrechten geraden Linie in der Entfernung 
2 3 
9 


KR 


ee & $ d 
——. yom Anfangspunkt.  Tulem wir diess von e subtrahiren, er- 
ce? + m? 

2; 


zdi 


halten wir das andere Segment = — wnd bewähren leicht, dass 
2C 


iler gefundene Ort die Basis so thedl, dass die Differenz der Quadrate 
der Segmente der Dilferenz der Quadrate der Seiten gleich ist. (Eukl. 1. 
47. Zus. 4.) 


Aufg. 2. Von einem Dreieck ist die Basis und die Summe ier 
Seiten gegeben; welches ist der Ort des Punktes in dem von seiner Spitze 
auf die Basis gefällten Perpendikel, welcher jenseits der Spitze um die 
Länge der einen Seite von der Basis entfernt ist? 

Aufl. Wir nehmen dieselben Achsen, um zu untersuchen, welche 
Relation zwischen den Coordinaten des Punktes bestehl, dessen Ort wir 
zu bestimmen haben. Die Abseisse desselben ist AR und seine, Ordi- 


nate nach der Voraussetzung = AC; wem m die gegebene Summe 
der Seilen ist, so işl BC =m — y. 
Auch gilt BC= AB 4+ AC—24AB.AR, 


il. h. indem man AB wieder durch e bezeichnet 
(m — y} = e + y? — cx, 
woraus wir durch Reduction erhalten 
dmy — Ic = m — e, 
die Gleichung einer geraden Linie. 


Aufg. 2. Wenn zwei feste gerade Linien OA und OB gegeben 
sind und durch eine dritte von gegebener Richtung 4B geschnitten 
werten, so soll der Ort des Punktes P gefun- 
den werden, der die Strecke AB in einem ge- Fig, 21. 
gebenen Verhältniss theilt, c 

Wir können hier schielwinklige Achsen / 
anwenden, weil die Aufgabe die Betrachtung ) 
von Winkeln nicht erfordert; nehmen wir also / P 
die feste Linie OA zur Achse der x, OC zur Achse / 
dery, so dass die Gleichung von OB vonder Form EB____ A 

nk 
ist. Es wird verlangt, den Ort des Punktes P zu finden, welcher 4A B 
so theilt, dass immer 4AP = n . AB. Weil der Punkt P in der geraden 
Linie y = mx liegt, so haben wir 
AB = m. 0A, daher AP == mn. NA; 
es ist aber 4P die Ordinate des Punktes P und 0.4 seine Abscisse, da- 
hier wird der Ort von P durch die Gleichung 
Y EMA 
ausgedrückt, und ist somit eine durch den Punkt O gehende gerade Linie, 


i 


Aufg. 4. Von einer beliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein- 
sehaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Summe ihrer Inhalte ge- 
geben; man soll den Ort-ihrer Spitze finden. 


Auf. Sind die Gleichungen der Grundlinien 


w cos a + y sme — p= 0, T cos ß + 4 smn p — p, = 0, 
æcos y + y siny — Ppi = o ele, 
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ihre Längen «, b, ©... . und die gegebene Summe der Inhalte = m?, 
so ist a (x cos «+ ysin « —p), weil nach Art. 27 x cos g + ysin «— p 
die Senkrechte vom Punkt x, y auf die erste Linie bezeichnet, der dop-- 
pelte Inhalt des ersten Dreiecks und die Gleichung des Ortes muss daher 
sein - 

a (x cosa + ysna — p) + U (x cosp + y sinf — p) 

+ c (x cos y + y siny — pì) +... = 2n. 
Diese ist aber, da sie æ und y nur im ersten Grade enthält, die Gleichung 
einer geraden Linie. 

Aufg. 5. Zwei Ecken eines Dreiecks 4 BC bewegen sich in festen 
geraden Linien LM, ZN und die drei Seiten desselben drehen sich um 
feste Punkte 9, P, O, die in einer geraden Linie liegen; welches ist der 
Orl der dritten Ecke? 

Aufl. Wir nehmen (die gerade Linie OP, welche die drei festen 
Punkte enthält, zur Achse der æ und die gerade Linie OZ, welche den 
Durehsechnittspunkt der beiden festen ge- 


Fig. 22. 
raden Linien mit dem Punkte O verbin- 


AIN det, zur Achse der y. Unter den Voraus- 
e selzungen 
x N OL=:b, 0M=a, ON= 4‘, OP=e,00—c 
aA i sind die Gleichungen von ZM und ZN 
0 W F Tw + A = ] mnd +; = 
/ v \ und wenn ABC eine durch die Coordina- 


ten von C æ, y’ bestimmte Lage des be- 
weglichen Dreieeks ist, so ist die Gleichung von CP, als der Verbindungs- 
linie des Punktes æ, y mit dem Punkte P (£ = c, y = o) 
(č — e) y — yx + ey =o. 
Daraus folgen die Coordinaten von 4, als dem Durchschnittspunkt 
` PA Mo Q 
dieser Linie mit Z+ I — l, 
nit) 
ab (xe) + acy  __bla—e)y 
h [x — e) + ay AT Tr —eo)þ ay 
Die Coordinaten von B werden aus den vorigen gefunden, indem 
man statt @ und e respective a uud c einführt: 
ahia e)tucy bla —c)y 
T = ’ » vr. = 7.5 
- kia—c)$ay T ba—c)t+ay 
Damit aber diese beiden Punkte «y, und £, yg in einer durch den 
Goorilinatenanfang gehenden geraden Linie liegen, muss die Relation gel- 


x, 


T r 
ten i>a, 
A Yı Y2 
Darnaclı haben wir 
bfa—e)y u bie— ijy 
ab {a mejt acy ai) tar 
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Da diese Relation von den Coordinaten des Punktes a'y’ stets er- 
füllt werden muss, so wird die Gleichung des Ortes einfach dadurch er- 
halten, dass man die bestimmten Coordinaten æy in die laufenden x y 
verwandelt, durch Befreiung von Brüchen ergiebt sich dann 


da— ec) [ab a —e) + acy) = (ac) [ab (x—c)4 acy], 
lat — a c)a yY 
oder 7 3 7 5 — = |. 
cc (a—a) — ua (c—c) + b 


Der Ort ist demnach eine durch den Punkt Æ gehende gerade Linie. 


Aufg. 6. In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke C unter der 
Voraussetzung zu finden, dass die Punkte P, Q in einer, slætt durch O, 
durch Z gehenden geraden Linie liegen. 

Aufl. Wir nehmen die Linie LP zur Fig. 23. 

Achse der æ und LO zur Achse der y; 
setzen LP = a, LO = «, LO =b wi 0 


y = mg, y == mx als die Gleichungen | 72 PES. A 
von LM, ZN. Alsdam ist die Gleichung ERAR 
von CP als der geraden Verbindungslinie l X | 
von zy und a, o |, N: 
Be „EA 
Die Coordinaten des Punktes 4, in wel- E 
chem liese Linie y = mx schneidet, sind 
3 a x am Y 
= => y => ma + am und Yı A y — m x-4 am r 


In derselben Art werden die Coordinaten von B gefunden 


far s 


J ay i amy 
ven va ind Ya == rrr T 
n y — ma +a m.» Ya y -mx 4 am 


Wir müssen nun ausdrücken, dass die Verhindungslinie dieser 
Punkte durch O geht, d. h. durch den Punkt 2 = 0, y =b; dazu 
muss die Gleichung dieser Linie sein 

(£i — 2) b = i Ya — %Yı 
oder T iya — b) = a (yı — b). 

Indem wir hierin die für &,, Yi, Xy, Ya erhaltenen Werthe sub- 
stiluiren und von Brüchen befreien, wird die Gleichung durch y theil- 
bar und wir erhalten als die durch die Coordinaten des Punktes æy 
zu erfüllende Relation 
a [lam b) y + mbl — a] = a [am — b) y + mb {x — al, 
die Gleichung einer geraden Linie. Sie geht nach Art. 36 durch den 
Schnittpunkt derjenigen beiden geraden Linien, welche durch die Glei- 
chungen 

(dm — biy + mb (x— d) = o0, (am — b) y Hmb (x— a) = 0 
ausgedrückt werden; es sind dies die geraden Linjen, welche die Punkte 
P und Q mit den Punkten verbinden, in welchen die durch O gezogene 
Parallele zu ZO die Linien ZM, ZN selmeidet. 


Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnitte. 4 
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48. Anstalt die Bedingungen der Aufgabe direct in Glielern 
der Coordinaten des Punktes auszudrücken, dessen Ort gesucht 
wird, ist es ofl zweckmässig, sie zunächst in Gliedern anderer 
Linien der Figur zu bestimmen; dann ist es nölhig, so viele 
Relationen aufzustellen, als zur Elimination der so eingeführten 
unbekannten Grössen hinreichend sind, um durech diese eine 
Gleichung zwischen den Coordinaten «des Punktes zu finden, 
dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele werden zur 
Erlänterung dieser Methode hinreichen. 


Aufg. 1. Den Ort der Mittelpunkte der Rechtecke zu finden, die 
in ein gegebenes Dreieck eingeschrieben sinil. 


Aufl. Wir nehmen CR und AB zu Coorilinatenachsen und setzen 
CR =p, BR = s unl 4 R =s; ilam sind die Gleichungen von Æ C 


7 T 


M mwt 
und C s. == ] und ‚ar — 
P s P 8 
Fig. 24 & ! 2 a 

Wenn wir nun in der Entfernung 
FK == k eine zur Basis parallele Linie #8 
ziehen, deren Gleichung y = ~ ist, so fin- 
den wir die Abseissen der Punkte Fmd S, 
An! A in denen diese den Linien 4C und B C be- 
i , gegnet, durch Substitulion von y= k in die 
PER l Gleichungen von A B und PC, So erhal- 
pr En "o RZ - E Se: 
AK f} len wir aus der ersten Gleichung 
taj 


k f. 3 $ 
= . = I oder AR = 8 ( } e ): 
pP 5 Y P, 
aus der zweiten 
k w r k 
Sir Cia er RZe s (1— >): 
p 8 \ P} 


Darans ergieht sich die Abseisse des Mittelpunktes von FS nach Art. 7 


r= "57 E (' z) 


welehe auch für den Mittelpunkt des Rechtecks die Abscisse ist. Seine i 
k 


7” 


< 


Ordinate ist y = 


Sollen wir eine Relation finden, welche zwischen dieser Ordinate und 
Abseisse für jeden Werth von & bestehen muss; se haben wir nur zwi- 
schen diesen Gleichungen & zu eliminiren; so erhalten wir für die Glei- 
chung des verlangten Ortes 


ae ke ı 2y 
\ g 


oder — (u + zu — |; 


| 
ii 


Der gesuchte Ort ist also eine gerade Linie und die Absehittie, 
welche dieselbe im den Achsen bildet, zeigen, dass es die Verbindungs- 
linie des Millelpunktes iler Basis 42 mil dem Mittelpankte der Höhe ER ist. 


Aufg. 2. Zur Basis AB eines Dreiecks ist eine Parallele FS geza- 
gen und in den Darchschniltspikten F und S derselben mit den Seiten 
sind anf diesen Perpentdikel FO und SO errichtet, welches ist der Ort des 
Durchsehmittspunktes dieser letzteren? 

Aufl. Wir benutzen die nämlichen Achsen, wie in der Aufg. 1. Dann 


hat die Linie ZO, welche zu AC oder £ — 3 — 1 in Folder — s Me k 
Pp s Na 


senkrecht ist, die Gleichung : 


P). 
In derselben Art findet man die Gleichung von SO 


; [* w (' _ : )| _ Ly ky = 0. 


Weil nun der Punkt, dessen Ort wir suchen, in beiden Linien FO 
und SO liegt, so drückt jede der eben geschriebenen Gleichungen eine 
Relation aus, der ®ine Coordinaten genügen müssen; weil aber diese 
Gleichungen Æ enthalten, so drücken sie Relationen aus, die nur für den 
specjellen Punkt des Ortes wahr sind, welcher dem Falle der Parallelen #8, 
in der Höhe Æ über der Basis entspricht. Wenn wir aber zwischen die- 
sen Gleichungen die umhestimmte Grösse k elimmiren, so erhalten wir 
eine Relation zwischen den Coordinaten x, y und den bekannten Grössen 
allein und diese ist, weil ihe für jede Lage der Parallelen FS genügt sein 
muss, die verlangte Gleichung des Ortes. 


)| +, ly = kh=0. 


Um & zwischen dem Gleichungen zu eliminiren, schreiben wir sie in 


En iR, vN- 1 5 ja FR J 
der Form Fo: p F p + “er k (7 + p) 

h B a A 

nl so: —- al, 
uni Ñ r p 7 P 6 + j) 


und erhalten nim die Gleichimg des Ortes 
| N‘ a x y` Al s\ [y a $` 
(+3) GH) Gti) E33) 
Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, weil x und y darin nur 
im ersien Grade vorkommen und man erkennt, dass sie durch die Spitze 


des gegebenen Dreiecks geht, weil die Coordinaten derselben x = o, 
y = p der Gleichung genügen. Nach Art. 36 geht sie auch durch den 
Durchschnitt der Linien 
r y s y E 8 
s = Ó, 0, 
P T J an Yv P + ” 


welches die in den Endpunkten der Basis auf den anstossenden Seiten er- 
richteten Perpendikel sind. 


4* 
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Aufg. 3. Parallel zur Basis eines Dreiecks ist eine gerade Linie ge- 
zogen und die Punkte, in denen sie die Seiten desselben schneidet, sinel 
mil zwei festen Punkten in der Basis durch gerade Linien verbunden, 
welches ist der Ort des Burchschnittspunktes ieser letzteren ? 


Aufl. Wir behalten die Achsen ud die übrigen Bestimmungen der 
Aufgabe 2 und lassen die Coordinaten der festen Punkte Z und F in der 
Basis sein für T (m, o) und für V (n, o. Alsıann ist die Gleichung von 


Valle |s (' 4 + M 


SF [s (1- rn 


y kx km = o, wid die von 


y — kx + kn 


| 


Indem wir diese Gleichungen in die Form 


. 


s + m y— k (= y— z+ m) = ð, 


lringen und die Grösse Æ eliminiren, erhalten wir für die Gleichung des 
ò f£ , + A 
Orles Sn (5 y z+ m) =i] tm (i y + x — n). 
Dies isl die Gleichung einer geraden Liniec, weil æ und y nur im 


ersten Grade darin enthalten sind. 


dAufy. +. In einem Dreiecke sind die Schnittpunkte einer Parallelen 
zur Basis mit den Seiten mit den gegenüberliegenden Basisecken ver 
bunden; man soll den Ort des Durchschuittspunktes der. Verbindungs- 
linien angeben, 

Aufl. Die Aufgabe ist zwar ein specieller Fall der vorigen, nimmt 
aber eine einfachere Auflösung im, indem man die Seiten AC und CB 
des Dreiecks zu Achsen wählt; sind damn ihre Längen a wnd b, so kän- 
nen die proportionalen Abschnitte, welche die Parallele in ihnen macht, 
dureh ua und ub ausgedrückt werden. Dann sind die Gleichungen der 


w y æ G 
Transversalen — + = | md S -HS =], 
5 : a T ub ua F b : 
nnd indem man die eime von der andern subtrahirt und den Rest «lurch 
a ES 2 en P aea 3 
die Constante I — F dividirt, erhäll man für die Gleichung des Ortes 
= 4yY 
< = 0, 
a b 


die wir früher (Art. 37, Aufg. 2) als Gleichuug der geraden Linie ge- 
funden -haben, welche die Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der 
Basis verbinlet. 


Aufg. 5. In der Basis eines Dreiecks sei ein Stück 4 7 und am an- 
dern Ende ein Stück B S genommen, welches zu ÆT in einem festen 
Verhältniss steht; werden sodann ET und FS einer festen geraden Linie 
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ER parallel gezogen, so ist der Ort des Punktes O zu finden, in welchem 
sieh «die Linien Æ B und F4 durehschneiden. 


Aufl. Wir nehmen CR zur Achse 


ß Me, 25 
der y, setzen AT =k, BR =s, AR=s, r Fig. 25. 
CR = p umd das feste Verhältniss m, so 
dass BS =— mk. Alsdam sind die Coor- a 
ılinaten von S s5 mk, o E 
und die von T — is — k), o. $ 
„Wir finden sodann die Ordinaten von d F A S H 
E und F, indem wir diese Werthe von x 
in die Gleichungen von 4C und B C substituiren, also für 
r 13 
E g e= — |s -kh y= B, 
s 
® - k 
für F væ s — mk, y= a 
s 
Wir bilden nun die Gleichungen der geraden Linien EB und FA, 
& i . k ks 
nämlich EB s 4s — ky + ri x — +- == 0, 
FA s + s — mk) y — npt PER... a 0, 
5 


und eliminiren endlich %, indem wir die eine Gleichung von der andern 
abziehen und den Rest mit Æ dividirven; so erhalten wir 
Im — I y + (= + ) w + (= era =='9, 
S s 


N N 


die Gleichung einer geraden Linie. 


Aufg. 6. PP und QQ sind ein Paar beliebige Parallelen zu den 
Seiten eines Parallelogramms, welches ist der Ort des Durchschnitispunk- 
tes der Linien PO und PO? 

Aufl. Wir nehmen zwei der Seiten des Parallelogranms zu Achse 
und setzen ihre Längen a und b, be- Fiz- 20. 
zeichuen 4 Q'durchm und 4 P durch n. 0 D 
Dann ist die Gleichung von PO, als der 7 
geraden Verbindungslinie von P (in, n f 
mit Q (m, b) / 

(b — n) x — my + mn =o, Naar E p 
und die Gleichung von P'O, der Ver- / 
bindlungslinie von P la, n) mit Q imo A 0 B 

næ — (a — m) y — mn = 0. 

Ma hier zwei unbestimmte Grössen m und z vorhanden sind, so, 
kann man vermuthen, «dass es nicht möglich sein werde, sie beide aus 
diesen zwei Gleichungen zu elininiren; wenn man jeloch die beiden 
Gleichungen durch Addition vereinigt, so verschwinden beide Unbe- 
stimmte und man erhält den Ort 

Dean. di 
die Gleichung der Diagonale des Parallelogramnıs. 
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Aufg. 7. Ein Punkt und zwei feste gerade Linien sind gegeben; 
man zieht durch jenen irgend zwei gerade Linien und verbindet die 
Punkte, wo diese den festen geraden Linien begegnen, kreuzweis; wel- 
ches ist der Ort des Durchschnittspunktes dieser Verbindungslinien? 

Aufl. Wir nehmen die festen geraden Linien zu Coordimalenachsen 
und lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkürlich ge- 
zogenen Geraden sein 


y t U 
= == und EH N 
+ ET 


m n 
Weil diese Linien durch den festen Punkt xy gehen müssen, sind 
Sur g PER 
- -= = ] wd s ‚=ı 
m + n m + n 


oder «durch Subtraction 


= (£ < Sy Ey ( =i UN ae 
m m j n ny 
Die Gleichungen der Transversalen sind darnach 
+4, = 1 und 544s i; 


m n m n 


und liefern durch Subtraction 


x (: m L) — 31) (+ -— =) =p; 
mm m j n n 


Aus dieser Gleichung und der vorher gefundenen lassen sich 


(+ =) uml (' - +) 
m m, A ny 
eliminiren und wir erhalten dadurch 
zy + y= o 
die Gleichung einer durch den Anfangspunkt gehenden geraden Linie. Sie 
steht in einer bald näher darzulegenden Beziehung zu der geraden Linie 
ay—- ja =Ù, 
welche den Anfangspunkt mit dem Punkte qy verbindet. 


a 


Aufg. 8. Durch irgend einen Punkt in der Basis eines Dreiecks 
wird in gegebener Richtung eine gerade Linie von gegebener Länge so 
gezogen, dass sie in jenem Punkte halbirt ist; welches ist der Ort der 
Durchschnittspunkte der Linien, die ihre Enden mit denen der Basis ver- 
binden? 


Aufg. 9. Von einem Dreiecke ist die Basis und die Bestimmung be- 
kamut, «dass seine Seiten eine feste zur Basis parallele Linie 42 in den 
Punkten ©, D so schneiden, dass das Verhältniss AC : BD gegeben ist, 
welches ist der Ort der Spitze? 


4ufg. 10. Wenn in einem Dreiecke der Winkel an der Spitze uml 
die Summe der Seiten bekannt sind, den Ort der Punkte zu bestimmen, 
welche die Basis in einem gegebenen Verhältniss theilen. 
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ÄAufg. II. Twei feste Punkte 4, B, einer in jeder der Achsen, 
sind gegeben, zwei andere £ B werden so gewählt, dass 
oA+0R—=01+0B; 
welchen Ort beschreibt der Durchschnittspunkt der geraden Linien 
AB, AB! 


49. Aufgaben, in welchen zu beweisen ist, dass 
eine bewegliche gerade Linie durch einen festen 
Punkt geht. 

Wir haben im Artikel 36 gesehen, dass die gerade Linie 

Ax + By+C+kde+ByH+tC)=o, 
oder, was dasselbe ist, 

(4 -+ kde +iB F eBjy tC + kO =o, 
wo k eine unbestimmte Grösse ist, immer durch einen festen Punkt 
geht, nämlich durch den Punkt, wo die beiden geraden Linien 

dx + By +- C=o ud dæ + Py F C= o 
sich schneiden. Wir entnehmen daraus den Satz: Wenn die 
Gleichung einer geraden Linie eine unbestimmte 
Grösse im ersten Grade enthält, so geht die gerade 
Linie immer dureh einen festen Punkt. 

Aufg. I. Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze und 
die Summe der reeiproken Werthe der Seiten gegeben sind, so geht die 
Basis immer durch einen festen Punkt. 

Aufl. Wenn wir die Seiten zu Achsen wählen, ist die Gleichung 
der Basis 


r y e 
ét + h 1 
und die Bedingung 
l l [l l I 
+ == — older == r 
a ù e b e a 


zu erfüllen; daher ist die Gleichung der Basis 
7 y N 
+- — — =l 


in welcher 2 constant und æ unbestimmt ist; schreiben wir dies 
| y 


mwy + - — | = 0, 
so erkennen wir, dass die Basis stets dureh den Durchschnittspunkt der 
geraden Linien 

z— y=o un y=e 


geht. 
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Aufg. 2. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich auf drei durch 
denselben Punkt gebenden festen geraden Linien 04, OB, OC and 
zwei semer Seiten gehen durch feste Punkte; es ist zu beweisen, dass 
auch die dritte Seite durch einen festen Punkt geht. 


Aufl. Wir wählen die festen geraten 


Me c Linien 0.4, OB, in denen die Basisecken 
I - ] sieh bewegen, zu Achsen, so dass die 

ee ir; | Linie OC, welche die Spitze des Dreiccks 
, durchläuft, eine Gleichung von der Ferm 


| y = m& hat und bezeichnen die Coordi- 

fæ" naten der festen Punkte durch zy’, æ Hi: 

| Sind dann in irgend einer Lage die Coor- 
© d 


P | dinaten der Spitze & = a und folglich 
> B y= ma, so ist die Gleichung von 4C 
@—- ay—- W—-mdezay— me) 0. 


Ebenso ist die Gleichung von BC 
a” — a) y — ly” — ma) x + a (y — ma”) = o. 
Die Länge des von der Linie 4C bestimmten Abschnittes 0.4 wirıl 


hiernach durch Substitution von x = o in die Gleichung derselben ge- 
a (y — mx) ’ 


funden, nämlich = — ; 
iuad.. 
ebenso die Länge des Abschnitts OB für y = o aus der Gleichung von 
aly —maæ ) 
BC ee, 
y — ma 
Daraus ergiebt sich die Gleichung von £ B 
y’ — ma x —a 
N 7 a. 
y — ma y — mr 


Da hierin @ unbestimmt ist und nur im ersten Grade vorkommt, so 
geht diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt. Derselbe kann 
gefunden werden, indem man die Gleichung in der Form 


ar 7 ae rel Mma 7 = TA a 


y Ā— mr y — mr un." y 


schreibt; er ist der Durchschnittspunkt der zwei geraden Linien 


` y x 


pna. A E T 
y mæ y-ma y 
mx y 
und w 3 — , z +t l= 
Y RE y mr 


Aufg. 3. Man soll untersuchen, ob in der vorigen Aufgabe unter 
gewissen Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festen Punkt 
geht, wen die gerade Linie, in welcher die Spitze C sich bewegt, den 
Punkt O nicht enthält. 

Aufl. Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit Jder 
einen nothwendigen Abweichung, dass die Gleichung der von der Spitze 
urchlaufenen geraden Linie durch y=mx + n und daher die Cvor- 
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«linaten der Spitze in irgend einer Lage durch a und ma + n ausge- 
drückt werden. Dann ist die Gleichung von 4 C 
@—- a y — Yy-ma-n)zt+aly— me) — ng= o. 
Die Gleichung von BC ist 


2 , 


x” — a) y — {y — ma =n) + aly — m )— ni = o. 
aly— ma’) — nE aly — ma”) no" 
Daraus OA — > A T OB = 
Æ =» f y — ma h 
Daher ist die Gleichung von AB 

y— ma n a a 

l. P EEE Ae Lu AE Y. F 7 7 = Í. 
a ly m ) ne hr a ly mæ) ne 


Wenn diese Gleichung von Brüchen befreit wird, so enthält sie im 
Allgemeinen « im zweiten Grade und die Basis geht daher im Allgemei- 
nen nicht durch einen festen Punkt. 


Wenn aber die Punkte x’y', æy” in einer durch O gehenden ge- 
raden Linie ME a 
liegen, so dass wir y = kæ” und y'= kag substituiren können, so 
wird die Gleichung 
v—mı—n r—ä 


i Eee — y.— = 4 (k —m) — N, 
t = 


welche & nur im ersten Grade enthält und somit eine durch einen festen 
Punkt gehende gerade Linie bezeichnet. 


Aufg. 4. Wenn eine gerade Linie so bestimmt wird, dass die Pro- 
ducte der auf sie von einer Anzahl fester Punkte gefällten Perpendikel 
mit bestimmten Constanten die Summe Null geben, so gelit dieselbe durch 
einen festen Punkt. 


Aufl. lst die Gleichung der geraden Linie 
x cos « + y sing — p = 90, 
so ist die von xy’ auf sie gefällte Senkrechte von der Länge 
acos a +y sin « -— p 
und die Bedingungen der Aufgabe Jiefern die Gleichung 
m (x cose + y sine — p) + m(x” cose + y”sin e — p) 
+ m” ("cosa + y smga — p) +... =0,. 


Unter Benutzung der Bezeichnung X (m x) für die algebraische 
Summe der mæ, d. h. für 


mep met... 
und in gleicher Art Z ọn y) für 

mytmy+.... 
Z (m) für mtmHt.... 
können wir diese Gleichung schreiben 


* A , , > 
img) cvs a + Simy) sin — p Sim) = 9. 
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Und indem wir in die Originalgleichung den hieraus erhaltenen 
Werth von p substiluiren , erhalten wir für die Gleichung der bewegli- 
chen geraden Linie 
x È (m) cos œ + y £ (m) sin œ — Z (mx) cos «~ Z(my)sin«e = u 
oder æ £ (m) — E (mx) + [y £ (m) — E (my)] an «= 0. 

Da diese Gleichung die unbestimmte Grösse tang im ersten Grade 


enthält, so geht die durch sie ausgedrückte gerade Linie durch den festen 
Punkt, welchen die Gleichungen 
x E (m) — E(m&)—o, y&(m) — Z (my) =v 
bestimmen, d. h. durch den Punkt 
ve ma + mr" Ph aa an n ra + my Penna 
E37. SR ť mpn +... 
Dieser Punkt wird oft als das Centrum der mittlern Entfer- 
nungen der gegebenen Punkte bezeichnet. 


4ufg. ‘5. Man giebt ein Dreieck ABC und zwei Punkte D, Æ, 
welche mit der Ecke 4 in derselben geraden Linie liegen; man verbin- 
det diese Punkte mit einem beliebigen Punkte F der Gegenseite BC und 
bemerkt die Durchschnittspunkte G, A dieser Val mg lien mit je 
einer der beiden anliegenden Seiten des Dreiecks. Man soll beweisen, 
dass die gerade Linie G 4 lür 
jede Lage des Punktes F in der 
Geraden BC durch den festen 
Punkt P geht, in welchem die 
Linien PD und CE sich schnei- 


den. 


Fiz. 28, 


Es ist nicht schwer, diess 
auf dem gewöhnlichen Wege zu 
beweisen; wir überlassen dies 
dem Leser und bemerken über- 
diess, «dass der im Art. 38 ent- 
wickelte Satz von der Transver- 
versale eines Dreiecks zum Be- 
weise dienen kann. 

Wenn man die Seite BC in mmendlicher Entfernung vorausselzt, 
so geht der Salz m den folgenden über: Man hat einen Winkel BAC 
und zwei Punkte P, Æ, welche mit seinem Scheitel in gerader Linie lic- 
gen; wenn man durch diese letzteren zwei parallele Gerwle zieht, 
welehe den Schenken des Winkels im Punkte G, H begegnen, so geht 
die gerade Linie G H immer durch «denselben Punkt, ii in w eleher Tide 
ame die Parallelen gezogen wurden. 

Man darf endlich die Punkte 4, D, E, B, C, F als Ecken eines zwei 
geraden Linien eingeschriebenen Sechsechs betrachten und alsdann ut- 
sern Salz als einen Specialfall aus dem allgemeinen Theorem über die in 
Curven zweiten Grades eingeschriebenen Sechsecke betrachten, welches 
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im Art. 264 gegeben werden wird. Aus demselben ergiebt sich, dass 
die Punkte G, H und P in einer geraden Linie liegen und somit, da P 
unveränderlich ist, so lange 4, B, €, D, E sich nicht ändern, «ass 
die gerade Linie G Æ sich um einen festen Punkt dreht, während F 
die Gerade BC durchläuft. 


50. Wenn die Gleichung einer geraden Linie die Coordi- 
naten irgend eines Punktes im ersten Grade enthält, sowie 
(dt By + 0O + (d+ By +O y+ (dat B y +e o, 
so geht diese gerade Linie immer durch einen festen Punkt, 
wenn der Punkt sy’ sich auf einer geraden Linie bewegt. 
Denn wenn der Punkt xy stets in einer geraden Linie 

Ic + My + N=o 
liegt, so kann mit Hilfe dieser Relation x aus der gegebenen 
Gleichung eliminirt werden und die unbestimmle Grösse y” ver- 
bleibt inr-ersten Grade in derselben, die Linie geht also durch 
einen festen Punkt. Daraus entspringt der Satz: Wenn die 
Goellieienten in der Gleichung 

Ax + By + C =o 
dureh die Relation a4d+bB+el=u 
verbunden sind, in welcher «, b, e Constanten sind, indess 4, 8, C 
veränderlich gedacht werden, so geht die durch diese Gleichung 
dargestellte gerade Linie immer durch einen festen Punkt. 

Denn durch Elimmation von C zwischen beiden Gleichungen 
erhalten wir (cx — ajA + (ey — b) B = o 


, aa z a b 
die Gleichung einer durch den Punkt æ = —, y = — gehen- 
c c 


den geraden Linie. 


dl. Polar-Goordinaten. Es ist im Allgemeinen nütz- 
lich, diese Methode anzuwenden, wenn die Aufgabe verlangt, den 
Ort der Endpunkte von geraden Linien zu finden, welche nach 
einem gegebenen Gesetz durch einen festen Punkt gezogen sind. 

Aufg. 1. Aund B sind zwei feste Punkte; Fig. 29. 
durch 3 wird eine gerade Linie gezogen wud 
von A ein Perpendikel 4 P darauf gefällt, und > „Er 
dasselbe so verlängert, dass das Rechteck AP. 40 AS fp i 
constant bleibt. Welches ist der Ort des Punk- A 
tes 0? £ 


Auf. Wir nehmen 4 zum Pol und AB AMMR-— ———IZ 
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zur festen Achse, so dass 4 0 der durch ọ zu bezeichnende Radius vector 
und der-Winkel Q 4 B = # ist; die Aufgabe fordert, die zwischen ọ wil & 
bestehende Relation zu finden. 

Wir setzen AB = e und haben aus dem rechtwinkligen Dreieck 
APB AP==c.cosd; wegen AP. AO = const. = 4? ist sodann 


= 
oc cos a= 4, oder o cos d == 2, 


wir haben im Art. 44 gesehen, dass dieses die Gleichung einer zu 4B 
ER ER: k2 

senkrechten geraden Linie ist, die in der Entfernung 4 = — vom Pol 
3 


vorbeigeht. 


-dufg. 2. Von einem Dreieck, dessen Winkel gegeben sind, ist 
eine der Ecken 4 fisirt, die zweite B bewegt sieh längs einer festen 
geraden Linie, man soll den Ort der dritten finden. 

Fig. 30. Aufl. Wir nelınen die feste Ecke 4 zum Pol und 
das von ihm zur festen Linie gefüllte Perpendikel 4P 
zur Achse, so dass dl =o, LCAP = 9. 
VEI- SRI AB Da die Winkel des Dreiecks 4 BC gegeben sind, 
a so ist 4 B in einem festen Verhältniss zu 
AC (=m. AC) md L BAP = 9 — «; 
aber man hat 
p AP = AB .cos BAP, 
d. I. indem man 4 P durch a bezeichnet 
m ọ cos (d — ce) = 4, 
welches nach Art. 44 die Gleichung ciner geraden Linie ist, die mit der 
gegebenen einen Winkel œ bildet und die Entfernung = vom Pol 4 
besitzt. 

Aufg. 3. In einem Dreieck ist die Basis und die Summe der Sei- 
ten gegeben ; in einem Endpunkt der Basis B errichtet man auf der an- 
liegenden Seite BC ein Perpendikel und verlangt, den Ort des Punktes P 
zu dinlen, wo dieses von (ler äusseren Halbirungslinie CP des Winkels 
an der Spitze getrollen wird. 

Fig. a! Aufl. Indem wir den Punkt B 

f , zum Pol wählen, wird BP der Ra- 

e/ u u dius vector ọ und durch Wahl der 

2 E / verlängerten Basis zur festen Achse 


> ra wird der Winkel PBD =%, und 
4 aa: die Aufgahe verlangt, ọ durch 9 _ 


=’ auszudrücken. Wir bezeichnen die 
Seiten und die Gegenwinkel des Dreiecks durch a, b, ec, A, B, C; dann ist 
offenbar L BCP = %° — } € und aus dem Dreiecke PCB, a= ọ tan } C. 
Wenn wir a und tan C durch 8 ausdrücken können, so ist die Auf- 
gabe gelöst. 
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Aus dem Dreieck A BC ist 
bauen E cos Bi 
hier kann für b, m — a eingesetzt werden, wenn a die gegebene Summe 
der Seiten bezeichnet und cos B ist = sin #; daher 
m’ — 2am + «= ua + 2ac sin #, 
ai — 2 
qi o= ganS 
liernach bleibt nur übrig, einen Ausdruck für tan IC zu finden, 
p - b sin C 
Es isl tim ġ C = T (lF os ji 
Aber bsm=s c sin B =c cos Q; beos C= a — c cosB =a — esin 
, e cost 
also tml = mer y 
Darnach können wir ọ durch $ ausdrücken; denn indem wir die 
oben für æ und lan 4 C erhaltenen Werthe in die Gleichung « = ọ tan & C 
einselzen, erhalten wir S 
2 


(2 


m? 2 m?’ — è 


-5 ọ c cos ® 3 3 "TE 
7 ‚ oder o cos I = nn 


2(m—esiun#) (m—esin®) 2e 


Der Ort ist demnach eme zur Basis des Dreiecks senkrechte Linie, 


; m? — c? 
in dem Abstande —_—— vom Punkte B. 

Der Leser kann zu eigener Uehung den Ort untersuchen, welcher 
bei gegehener Differenz der Seiten durch die innere Malbirungslinie des 
Winkels an der Spitze bestimmt wird. 


Aufg. 4. Gegeben sind z feste gerade Linien und ein fester 
Punkt O; wenn man durch diesen irgend einen Radius vector zieht, 
der diese geraden Linien in Punkten 7,, 73, 73, ... ra schneidet, und 
in ihm einen Punkt R so bestimmt, dass 

n I 1 l i 
OR Or, + Or, + Or, tr. 1: 
so soll man den Ort von R bestimmen. 

Auf. Wenn die Gleichungen der geraden Linien durch 
g cos (9 — &) == pı, 0 cos (F — B) = pı, Q cos (® — y) = p usw. 
dargestellt werden, so ist die Gleichung des Ortes offenbar 

R __co(® P Ai PI IR E NAT 

(9 Fi P P3 
nach Art. 44 ilie Gleichung einer geraden Linie. Der hierin enthaltene 
Satz ist nur ein specieller Fall eines weit allgemeinern, welchen wir 
später beweisen werden. 


www.rcin.org.pl 


62 


Viertes Kapitel. 


Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung für 
die Gleichung der geraden Linie. 


52. Im Artikel 36 sahen wir, dass die Gleichung 

(x cose + ysma— p) — k(æxcos h + y sinf — p)= o0 
eine gerade LMmie bezeichnet, welche dureh den Durehschnilts- 
punkt der beiden geraden Linien 

x cose + y sma — p= o und zcsß+ysinß—p = o 

gezogen isl. f 

Es ist oft zweckmässig, für die Quantitäten, welche mit 
Null verglichen, diese Gleiehungen liefern, Abkürzungen zu ge- 
brauchen, 

Indem wir xzcosa +ysina — p durch « 
und x cos B + ysinß — p durch f 
bezeichnen, wird der eben ausgesprochene Satz kürzer ausdrück- 
bar; es bezeichnet die Gleichung « — Aß = o eine gerade Linie, 
welche durch den Durchschnittspuakt der zwei geraden Linien 
« = o, P = o gezogen ist. Wir nennen diese letzteren kurz die 
Linien « und £ wnd ihren Durchschnittspunkt den Pınkt «f. 

Ebenso bietet sich oft Gelegenheit, für Gleichungen von ge- 
raden Linien in der Form Ax + By + C= o Abkürzungen zu 
gebrauchen. Zur Unterscheidung sollen in diesen Fällen römi- 
sche Buchstaben angewendet und die Buchstaben des griechischen 
Alphabets immer in dem Sinne gebraucht werden, dass die Glei- 
chung in der Form 

za + y sm e — p = o 

gegeben war. 


53. Hiernach untersuchen wir die Bedeutung des Coefli- 
‚cienfen k in der Gleichung « — kf = o Aus Artikel 27 ist 
erinnerlich, dass die Quantität œ, d. h. x cose + y sine — p 
die Länge des Perpendikels bezeichnet, welches man von irgend 
einem Punkte xy auf die durch « == o repräsenlirte Linie 0.4 
fällen kann; und dass ebenso f die Länge des vom Punkte xy 
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auf die Linie OB, welehe durch 6 = o dargestellt ist, gefällten 

Perpendikels ausdrückt. Demnach ist der Sinn der Gleichung 
« — kf =o oder 


=k, 


dass das Verhältniss der Perpendikel, die man von irgend einem 
Punkte des durch sie dargestellten Ortes auf die geraden Linien 


94 und OB fällen kann; constant und = k sei. Der dureh 

die Gleichung Fig. 32. 
a—kß=o A 

dargestellte Ort ist eine durch O gehende ge- / 2 


rade Linie und 3 j 
PA sin POA / j 
k = = eo | 
PE  smPOB o~ B 
Nach den über die Vorzeichen festgesetzten Bestimmungen 
(Artikel 27) ergiebt sich, dass « + kB = o eine gerade Linie be- 
zeichnet, die den Winkel 402 äusserlich so theilt, dass 
sm POA 
sin POB 


ist. 

Insofern die gerade Linie oder der Strahl OP den Wiukel zwi- 
schen den Strahlen O4, OB nach diesem Sinusverhältniss theilt, 
bezeichnen wir sie als einen Theilstrahl. in dem Vorigen ist an- 
genommen, dass die Perpendikel P4, PB diejenigen sind, die 
wir als positiv zu betrachten übereinkamen, indess diejenigen, 
welche auf die entgegengesetzten Seilen von œ, ß gefällt werden, 
als negativ gelten. a 

54. Vielleieht ist der Leser mit dem folgenden geometri- 
schen Fundamentalsatz schon bekannt: Wenn ein Büschel 
von vier geraden Linien, welche durch denselben 
Punkt O gehen, dureh eine beliebige gerade Trans- 
versale in den vier Punkten 4, P, P, B geschnitten 


wird, so ist das Verhältniss Fir 33. 
AP. PR MP AP B p 
oder 


IP. PR PB` PB 


P 
unveränderlich, wie auch die Trans- 


versale gezogen sei. Man nemnt das- 
selbe das anharmonische Verhältniss® A 
oder das Doppelschnittverhältniss des Büschels; jene Be- 
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zeichnung stammt von II, Chasles, diese von H. Möbius; das 
Werk des letzteren, welches die bezüglichen Entwicklungen enthält, 
erschien unter dem Titel: „Der barycentrische Galeul“ im Jahre 
1827. I. Chasles hat die anharmonische Function zur Grundlage 
eines Systems der Geometrie gemacht, dessen erster Theil in dem 
„Traité de Geometrie supérieure“ vom Jahre 1852 vorliegt. Der 
Satz selbst findet sich bereits in den mathematischen Sammlungen 
des Pappus als der 129° im 7. Buch. 
Man beweist denselben, indem man vom Punkte O auf die 
Transversale das Perpendikel p fällt und bemerkt, dass 
p- AP = 04.0P.sn-.40P, 
p. PFB = 0P. 0B- sin POB, 
p- AF = 0A. 0P: sin AOP, 
p. PB = OP. OB. sm POB, 
weil jede dieser Gleichungen den doppelten Inhalt eines der 
Dreiecke 40 P, P'OB, A0P, POB auf zweifache Weise ans- 
drückt. Aus denselben ergiebt sich aber 
W}. AP. PRB—=04.0P,0P, OB. sin AOP. sin POR, 
pP. 4AP. PR= 04. 0P. 0 P OB . sin ADP', sin POB: 
1 ur ABIS sin AOP. sin FOB 
somit —— = m et 
AP.PB sn JOP.sin POB 
PA PA sin POA sin POA 
PB ; PB sin POB sin POB' 
in welchen Ausdrücken das Verhältniss der Sinus ein von der 
Lage der Transversale unabhängiges ist. In der gleichmässigen 
Form der in diesen Gleichungen verbundenen Ausdrücke ist der 
dualistische Charakter der Function des Doppelschnittverhältnisses, 
ausgeprägt, nach welchem dasselhe immer gleichzeitig ein Doppel- 
sehmiltverhältniss von vier Strahlen eines Büschels und von vier 
Punkten einer geradlinigen Reihe ist. 


oder 


55. Wenn die Gleichungen zweier geraden Linien durch 
& k8 = 0, « — k B =o 
ausgedrückt sind, so ist das anharmonische oder Doppelschnitt- 
verhältniss der vier geraden Linien 
a= o, p= 0, a — kB = 0, u K B= o 
durch den Quotienlen k: k’ gegeben. 
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sin AOP P sm AOP 
g jS k = — ,k= - 

Be agai in BOP sin BOP 
ei k sin POA4 sin POA 
som ET c l molo 
i k sn POB sn POB 


welches das Doppelschnitiverhältniss des Büschels ist. 


Das Büschel wird als ein harmonisches bezeichnet, wenn 


men 1, denn dann ist der Winkel innerlich und äusserlich 


so getheilt, dass die Sinus der Theile in dem nämlichen Verbält- 
niss stehen. Demnach gilt der Satz: Zwei Linien, deren 
Gleichnngen sind 
«a — kb =o, «+ kh =o 
bilden mit den geraden Linien 
EE e L 
ein harmonisches Büschel. 

Als eine Anwendung der vorhergehenden Prineipien diene der 
Beweiss des folgenden Satzes: 

Man denke vier gerade Linien in einer Ebene, 
welche durch die Gleichungen 

Jena, lenls=fü 
repräsentirtsein mögen und einen beliebigenPunkt 0; 
man verbinde den letzteren mit den durch diese Ge- 
raden bestimmten Durchschnittspunkten und bestimme 
zu jeder der Verbindungslinien den eonjugirt-harmo- 
nischen Strahl im Verhältniss zu den beiden geraden 
Linien, nach deren Durchschnittspunkt er hingeht; 
alsdann schneiden sich die Paare dieser letzteren 
Geraden, welche zu gegenüberliegenden Ecken des 
Vierecks (ABCD) gehören, in drei Punkten, welche in 
einer geraden Linie liegen. 

Sind 4,, Bi, €, D, die Werthe, welche die ersten Theile 
der Gleichungen der gegebenen Geraden annehmen, wenn man 
darin an Stelle der laufenden Coordinaten diejenigen des Punktes 
O einsetzt, so ist AB m AB=o 
die Form der Gleichung der geraden Linie, welche den Punkt 0 
mit dem Durchschnittspunkt der Geraden 4= 0, B==0o ver- 
bindet Die Gleichung 42, + A4, B =ò 


| A + B 
oder — LE — w. 
a 
Salmon, Anal, Geom. der Kegrlschnille. 2 


www.rcin.org.pl 


— 66 — 


repräsentirt. dann die Gleichung der geraden Linie, welche dieser 
letzien in Bezug auf 4 = 0, R == o harmonisch conjugirt ist. 

Darnach ergeben sich die Gleichungen der drei Paare von 
geraden Linien, von denen der Salz spricht, wie folgt: 


A B C D 

ET 

í (A B D 

f + Ci 20. if + D, ze 

A D B C 

A, + D, TP F, + T, =z 0, 

Die Durchschnittspunkte derselben liegen augenscheinlich in 

BR C p 


der Geraden pn + a um 


56. Im Allgemeinen wird das anharmonische oder 
Doppelschnitiverhältniss von vier geraden Linien 
« — kb = 0, « — IB = 0; « — mp = 0, e — nb = 9 
dureh den Ausdruck 
(n — I) (m — k mi B., Fl, 


pr Eu Se E peee 
n— m)l — k n—m k—m 


cee b en. 
„va 
Denn wenn die Str ahlen des 


Büschels durch eine beliebige 
Parallele zu der geraden Li- 
nie ß — o in den vier Punk- 
\ n 2 ten K, L, M, N respective ge- 
DAMN schnitten werden, so ist das 
g Noppelschnittverhältniss durch 
ğ A NL KI 
NM’ EM 
bezeichnet man ferner dureh £ den Schnittpunkt dieser Parallelen 
mit der Linie «= o, und mit e die überall gleich grosse Ent- 
fernung derselben von der geraden Linie 8 = o, so geht diess 
Verhältniss nach einander über in 


dargestellt ; 


Nå — LA K1—-Li, £ ee r 


Ka = Ma E = A PIE N A E A 
‘ ê e € 
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und nach der Bedeutung der Coefficienten in den Gleichungen 

der Strahlen des Büschels und der Propertionalität der Längen 

NA, LA, MA, NA mit den senkrechten Abständen der Punkte 

K, L, M, N von der Linie « =o in den oben gegebenen Aus- 
n=l k—I 


draek —! p 
n— m k— m 


Aufg. 1. Man soll mit Hilfe dieser Bezeichnung den Beweis füh- 
ren, dass die irei Nalbırungslinien der Winkel eines Dreiecks sich in 
eimem Punkte schneiden. 

Die Gleichungen der Halbirungslinien siml nach Art. 43, 53 

ü — p =ù, B —7= o, 7- a = 0, 
wenn die Gleichungen der Seiten durch « == 0, B = o, y = o ans- 
gedrückt sind. Da die drei Gleichungen der Halbirungslinien die Iden- 
lität o = o zur Summe geben, so haben die Linien selbst einen ge- 
meinsamen Durchschnittspunkt. . 


Aufg. 2. Die Halbirungslinien von zwei äusseren Winkeln eines 
Dreiecks schneiden sich auf der Hlalbirungslinie des dritten innern Winkels. 

Indem man sich der Uebereinkunft hinsichtlich der Zeichen erinnert, 
erkennt man leicht, dass die Gleichungen der beiden ersten Halbirungs- 
linien durch @ + B= 0, « + 7 == o gegeben sind; ihre Subtraction 
liefen B- y = 0, die Gleichung der Halbirungslinie des dritten in- 
neren Winkels. 


Aufg. 3. Die drei Höhenperpendikel in einem Dreieck selmeiden 
sich in einen Punkte. 

Wenn man die den Seiten « = 0, B = 0, y = o respeclive ge- 
genüberliegenden Winkel durch A, B, C bezeichnet, so ergeben sich 
die Gleichungen der Höhenperpendikel nach Art. 53 als 

č eos A B cos B = », 

f cos B — y cos C == 0, 

7 ws C —aws A—o, 
weil jedes derselben den Winkel, von dessen Scheitel es ausgeht, in 
Theile zerlegt, die die Complemente der benachbarten Winkel sind: der 
Anblick dieser Gleichungen lehrt, dass sie drei gerade Linien darstellen, 
die sich in demselben Punkte schneiden. 


Aufg. 4. In jedem Dreieck gehen (die geraden Verbindungslinien 
der Ecken mit den Mittelpunkten der Gegenseiten durch einen Punkt. 


Die Perpendikel, welche man von dem Miltelpunkte der Seite y = o0 
auf die benachbarten Seiten fällen kann, stehen in dem Verhältniss 
sin d: sin B und es sind somit die Gleichungen der bezeichneten Hal- 
birungslinien 
asind- ß sin B 0, B sin 8 — y sinl =s o, ysni & sın d= 0. 


J 
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Aufg. 5. Welches ist die Gleichung der auf der Basis eines 
Dreiecks in ihren Endpunkte errichteten Senkrechten? 


Sie ist «a — p cos C = o 
unter der Voraussetzung, dass die Senkrechte in dem Endpunkte der 
Basis & = n errichtet isl, wo diese mit der Seite ß == o zusammentriflt. 


Aufg. 6. Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die Senk- 
rechten von den Ecken des ersten anf die Seiten des zweiten sich in 
einem Punkte schneiden, so gehen anch die Senkrechten von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten durch einen Punkt. 

Man bezeichne durch a0, b= 0, y = 0; «= o, P—= o, y= 0 
die Seiten der beiden Dreiecke, durch (œ 8) den Winkel zwischen « = o 
und f == o und in derselben Weise alle andern, so ergiebt sich die 
Gleichung der von der Ecke (œ ß) anf die Seite y == o gefällten Senk- 
rechten in der Form 

a cos (By) — B cos (ay) =o; 
und die beiden Senkrechten von den Ecken (By) und (ya) auf die Seiten 
«= a und f = o respective in den Formen 
B cos (p a) — y cos (Be) 
y cos {a B) — «a cos (y B’) 

Indem man zwischen den beiden ersten Gleichungen 6 elimmirt und 
ilie erhaltene Gleichung mit der dritten verbindet, erhält man die Be- 
dingung, dass diese drei geraden Linien durch einen Punkt gehen, in der 
Form 

cos (aß) cos (By) vos (ya) = cus (« B) cus (By) cos (Ya), 
und die vollständige Symmetrie dieser Gleichung zeigt, dass sie eben- 
sowohl die Bedingung ausdrückt, unter welcher die von den Ecken des 
zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten gefällten Perpendikel durch 
einen Punkt gehen. 


0, 


I l 


0. 


57. Die geraden Linien «e — AB = o und ke — B = o hil- 
den mit der geraden Linie @ — B = o, welche den von den Linien 
« = o, B = 0, gebildeten Winkel halbirt, gleiche Winket, weil die 
eine von ihnen mit der Linie « = o denselben Winkel bildet, wie 
die andere mit der Linie f -= v. 


dAufg. Wenn von den Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien 
durch denselben Punkt gezogen werden, so schneiden sich auch die 
drei geraden Linien in einem Punkte, welche von denselben Ecken und 
unter derselben Neigung gegen die resp. Winkelhalbirungslinien gezogen 
werden, wie die vorigen. 

Sind « = vo, = o, y = v die Seiten des Dreiecks und 
la — mB == 0, m — ny =v, ny — le = o iie drei von den 
Ecken des Dreiecks ausgehenden geraden Linien, als welehe nach dem 
Princip des Art. 36 sich in einem Punkte direhschneiden müssen; dann 
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smd nach dem gegenwärtigen Artikel die Gleichungen der drei geraden 
Linien, die mit jenen unter gleichen Winkeln gegen die betreffenden 
Wiiukelhalbirungslinien des Dreiecks von denselben Ecken aus gezogen sind 


ma — IB = 0, nB — my = 0, ly — na sso 
m 3 , y & 

oder p e A: S 
l m m n n I 


welche sieh m einem Punkte schnenlon müssen. 


58. Die Gleichung jeder geraden Linie kann in die 
Form IL+-mM+nN=o 
gebracht werden, wenn Z=o, M=o, N =o die Llei- 
chungen von irgend drei geraden Linien darstellen, 
die nicht durch denselben Punkt gehen. 
Hat man 
L=Ax + By + C, M= Aw4 Byt i, N=da+BRy+ Cl, 
und istřax + by + ¢= o die Gleichung irgend einer vierten 
geraden Linie, so sind, um dieselbe in der Form 
IL 4 mM + nN =o 
auszudrücken, die drei unbekannten Coefficienten /, m, » durch 
die drei Bedingungsgleichungen zu bestimmen 
ld 4 ma 4 nf =a, 
IB 4+ mE + nB" = b, 
° IC + ml" 4 nt” =c, 
und man erhält darans 
a (RC — BCA bC — UI) + lE "B' 
ARC — BOA BCA —CA FULE —1 E 
und entsprechende Werthe für m und n. 


È z 


Aus Artikel 34 ergiebt sich, dass die so eben nachgewiesene 
Beziehimg der Gleichmng irgend einer geraden Linie auf die Glei- 
chungen irgend dreier festen Geraden nicht mehr zulässig ist, 
wenn die drei geraden Linien Z=o, M—=o, N= o sich in 
einem Punkte schneiden, weil dann die Werthe von 7, m und z 
durch das Verschwinden des gemeinschaftlichen Nenners unendlich 
gross werden. Eben weil die Bedingung des Artikels 34, unter 
welcher drei gerade Linien sich in einem Punkte schneiden, für 
Gleichungen von der Form dx + By+€C=o gegeben war, 
sind auch bier zunächst Gleichungen von dieser Form vorausge- 
setzt worden; wenn jedoch die Gleichungen der drei festen ge- 
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raden Linien in der Form æ cose + y sing — p = o gegeben 
wären und durch die Symbole œ == o, B = o, y = o verteten 
würden, so ist aus denselben Gründen wahr, dass die Gleichung 
jeder vierten geraden Linie in die Form 
la + mB + ny =o 
gebracht werden kann.. 
3 

59. Die Gleichung der geraden Verbindungslinie 
zweier gegebenen Punkte (a, y), (x,y iu der Form 
ie + mB + ny=o auszudrücken. 

Wenn wir durch œ die Grösse bezeichnen, welche durch 
Substitution der Coordinaten, æ, y in den durch das Symbol « 
vertretenen Ausdruck erhalten wird, also 

«= x cose +y sine —p und durch f, y, €”, B, y” 
die in gleicher Weise gebildeten übrigen Grössen, so wire die Be- 
dingung, dass die gerade Linie Za + mß + ny = o die beiden 
Punkte (x,y), ("y") enthalte, durch die Gleichungen 

Id + m + ny = o, la” + mB” + ny =o 
ausgedrückt und indem wir diese Gleichungen fùr =, F auflösen, 
erhalten wir als Gleichung der Verbindungslinie jener beiden 
Punkte 

alh y — By) + Bia — y u) + Ha" — An 

Damit ist offenbar, unabhängig von dem letzten Artikel, 
auch bewiesen, dass die Gleichung jeder geraden Linie in die 
Form lu + mB + ny =o 
gebracht werden kann. 


Aufg. 1. Die Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte zu 
finden, welche durch die Gleichungen 


ka B= ò, lany 


< 


ka — B =o, la — y =0 
bestimmt sind. 
Aus (lem ersten Paare von Gleichungen folgen Bu EEEN, 
aus dem zweiten B= a AE 
Indem man diese Werthe in die Gleichung dieses Artikels substituirt, 
wird sie durch «œ theilbar uad wir erhalten 
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Man erhält dieselbe Gleichung auch in folgender Weise : Die ge- 

suchte Gleichung muss nach Art. 36 in jede der Formen 
(ka — b) + Ale — y) = 0, (ka — B) + Ile — y) =o 
gebracht werden können, welche identisch sein müssen; da in beiden 
der Coefficient von ß der nämliche ist, so erfährt man durch Vergleichung 
der Goefheienten in œ und y 
. k k 
d = A = er 

und gelangt durch Substitution «dieses Werthes in die gesuchte Gleichung 
zu derselben Gestalt wie vorher. 


Aufg. 2. Die Gleichung der geraden Linie zu bilden, welche den 
Durchschnitispunkt der Höhenperpendikel eines Dreiecks mit dem Durch- 
sehnitispunkt der Halbirungslinien der Seiten verbindet. 

Nach Art. 57, Aulg. 3, + hat man 

» a con A . er A u asin A ” «sin Ad 

dr 7 Sr TE ke 7 Zr er 7 
und dureh Substitution dieser Werthe somit die Gleiehung 
asin24.sin (B — C) + Bsin2R.sin(C— A) + ysin2C. sin !—B)= 0. 


60. Das allgemeine Princip, dass es möglich ist, die Glei- 
chang jeder geraden Linie in Gliedern aus den Gleichungen von 
irgend deei gegebenen geraden Linien « = 0, B = 0, y == o aus- 
zudrücken, wird fermer durch die folgenden Aufgaben erläutert. 


Aufy. 1. Vie harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vier- 
ecks analytisch abzuleiten. 


Sind die Gleichungen von Fig. 35. 
AC, AB, BD E 
respeclive 3 
Ka (7, er —— / 


so können die Gleichungen von 
AD und BE dureh 


vj 
la — mB = 0, mB — ny = o Ç 
resp. ausgedrückt werden. Die Ø 
Gleichungen aller andern geraden wo 
Linien der Figur lassen sich mit Be Fe up 
Itilfe der bisher eingeführten * BR 
Grössen ausdrücken. 
So ist la — mB + ny = o0 


die Gleichung von CP, denn sie ist die Gleichung einer geraden Linie, 
welehe durch den Durchschnittspunkt von 
la — m = o (AD) ind y = o (BD) 
und durch den von 
« = o (AC) und m — ty = o (BC), 
d. h. durch die Punkte D und C hindurchgeht, 
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Ferner ist Jæ -— ny = 0 die Gleichung von O E, weil sie durch Æ, 
den Durchschnittspunkt von e = o (4C) und y = o (BD) und auch 
durch den Durchsebnittspunkt von - 

la —mß == o (4D) ud mg — ny = o (BC) 
hindurchgeht; das letztere, weil ¿æ — n y = (la — mp) + (mB —ny) ist. 

Die gerade Linie Æ F verbindet den Durchschnittspunkt von 
&@ = 0, y = o0 (E) mit den vn la — mB + ny = o0, B = 0 (F) 
und ihre Gleichung ist daher Zæ + ny = o. 

Endlich ist die Gleichung von FO, welche die Punkte 

lat ny sao P0 oder F und la — m ĝ = o, r 
oder O verbindet, la — 2mb E ny = o. 

Aus Art. 55 ergieht sich jetzt, dass die vier Linieu #4, ZB, EO, EF 

ein harmonisches Büsehel bilden, denn ihre Gleichungen sind resp. 
.=0,y=0,le—ny=o,latny=o; 

und ebenso billen die Geraden FE, FO, FC, FB ein harmonisches 
Büschel, weil ihre Gleichungen heissen 
la—mß +ny + mg =o, la— mp + ny — mp =o, la—mp +ny =o, p= 0 
und endlich die Linien OC, OD, OE, OF als von den Gleichungen 

mB —ny = o; la — m = o, la—ny = 0, la — 2mß + ny-— o 
oder 
mB—ny =o, la -mp == o, a —mß+(mß—ny) =o, la—mß—(mß—ny)= 0 
sind. Auf diese Eigenschaften des Vierecks gründet sich die Gonslruction 
der vierten Harmonikalen. 


dAufg. 2. Man soll die Eigenschaften des Liniensystems discutiren, 
welches gebildet wird, wenn man durch die Ecken eines Dreiecks drei 
gerade Linien zieht, die sich in einem Punkte schneiden. 
Fig. 36, Sei ABC das Dreieck und 
MH die Gleichungen seiner Seiten 
f AB, BC, CA resp. 
i y on O E 
4 E dann kann man die Gleichun- 
l U gen der drei durch den Punkt U 
gehenden Geraden O4, OB, OC 
i resp. 
mB —ny= o0, ny —la = o, 
yee 3 $ po K E > 
wählen (Art. 57). Dadurch sind 
aber die Gleichungen aller andern geraden Linien der Figur bestimmt, 
es ist z, B, dte Gleichung von EF 
mp + ny — l« = o, 
denn sie geht durch den Punkt Æ oder den Schnittpunkt der Linien 
B==0, ny — la = o und lurch F, den Schnittpunkt von 


y= 0, mB — la = 0. 
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Ebenso ist læ — mß + xy = 0 die Gleichung von DF und. 
læ + mß-- ny = v die Gleichung von DE. Darnach ergiebt sich 
leicht, dass die Punkte Z, M, N, d. h. die Durchschniltspunkte von EFF 
oder m ß + ny — la == o mi BC oler & = o, von FD oder 
læ — mB + ny =o und C4 oder B == o und von DE oder 
læ + mß — ny =v mit AB oder y = o in einer geraden Linie lic- 
gen, deren Gleichung la + mB + ny==o ist. 

Die Gleichung der Linie CN ist læ + mß= 0, denn es ist dies 
eine durch C,, den Schnittpunkt von «= 0, ß == o und N, den Sehnitt- 
punkt von Zæ + mß — ny == o mit y = 0 gehende gerade Linie. 

Man erkennt daraus, dass BN harmonisch getheilt ist, denn die 
Gleichungen der vier geraden Linien CN, CA, CF, CB sind 

let mle =o, B—0, le = nh = o a =o 

In derselben Art erkennt man auch die Punktereihen Z, C, D, B 
und M, C, E, A als harmonisch, und die gerade Linie ZMN bezeichnet 
somit auf den Seiten des Dreiecks die Pınkte, welche zu den von den 
durch O gezogenen Trausversalen angegebenen Schniltpunkten conjugirt 
harmonisch sind. 


Aufg. 3. Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die Durch- 
schnittspunkte entsprechender Seiten in einer geraden Linie liegen, so 
gehen die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken beider Drei- 
ecke verbinden, durch denselben Punkt. 

Wenn die Seiten des ersten Dreiecks durch e == 0, 8 = 0, y = 0 
repräsenlirt werden und lœ + mß -+ ny = o die Gleichung der gera- 
den Linie ist, in welcher die entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks 
jenen begegnen, so müssen die Seiten des zweiten Dreiecks, welche je- 
nen resp. entsprechen, durch Gleichungen von der Form 


la+ mB + ny =o, la 4 mB + ny=o,laetmß+ ny=o 
dargestellt werden und man erhält durch successive Subtraction dieser 
drei Gleichungen von einander die folgenden 


(1— b a=(m— m) h, (m — mB (ln — ny, (n — n) y= (i—i) o, 
welche nach dieser ihrer Ableitung gerade Linien durch die Ecken des 
zweiten Dreiecks una} nach ihrer Form gerade Linien durch die ent- 
sprechenden Ecken des erstern darstellen, zugleich aber durch den 
blossen Anhlick als durch denselben Punkt gehend erkannt werden. 


61. Wir haben gesehen, dass in Beziehung auf drei beliebig 
angenommene gerade Linien 
Be, Bet 
die Gleichung jeder vierten Geraden in der Form 
da + BB + (yo y 
ausgedrückt werden kann, und dass es möglich ist, Aufgaben zu 
lösen durch eine Reihe von Gleichungen, welche ohne directe 
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Beziehung auf æ und y in Gliedern von œ, B, y ausgedrückt 
sind. Daraus entspringt für das im Vorigen ausführlich erläuterte 
Princip ein neuer Gesichtspunkt. Anstatt œ nur als ein Symbol 
für die Grösse x cosa + ysin« — p anzusehen, können wir an- 
nebmen, dass es die Länge der Senkrechten von einem Punkte 
auf die Linie « = o bezeichne; und wir können darnach ein Sy- 
stem von Dreilinien-Coordinaten bilden, in welchem 
die Lage eines Punkles durch seine Entfernungen von 
drei festen geraden Linien, den Fundamentallinien, 
bestimmt und in welchem eine gerade Linie dureh 
eine homogene Gleichung fe + BB + Cy=o zwischen 
diesen Entfernungen dargestellt wird. in dieser Homo- 
geneität liegt, wie wejlergehende Untersuchungen lehren, der 
hauptsächliehste Vorzug des neuen Goordinatensystems; an dieser 
Stelle und durch das Vorhergehende erkennt man einen Vorzug 
desselben vor dem System der Cartesischen Coordinaten darin, 
dass in diesem die höchste mögliche Vereinfachung dureh die 
Wahl zweier der merkwürdigsten Linien der Figur zu Coordi- 
nalenachsen erlangt wird, während bei der Anwendung von 
Dreilinien - Coordinaten zu Gunsten der Einfachheit über drei 
Fundamentallinien verfügt werden kann. Daraus vornehmlich ent- 
springt die grössere Kürze der in Artikel 56 erhaltenen Aus- 
(lrücke im Vergleich zu den entsprechenden des zweiten Gapitels. 

62. Wenn eine Gleichung le + mB + ny = o gegeben und 
das Fundamentaldreieck bekannt ist, so kamm die durch sie reprä- 
sentirte gerade Linie leicht eonstruirt werden. Wir gelangen 
dazu am kürzesten und einfachsten durch Verweisung auf Anf- 
gabe 2, Arlikel 60. Nach derselben bestimmen sich die drei 
Punkte Z, M, N im denen die dureh die Gleichung 

la + mß + ny = - 

bezeichnete gerade Linte die Seiten BC, Ct, AB des Fundamental- 
dreiecks respective schneidet, dureh die Gleichungenpaare 
a LE En Pme o. 

Die geraden Linien m8 + ny == o oder AZ, ny + l« = o 
oder BM und Ze + mPß == o oder CN theilen aber die Winkel BAC, 
CBA, ACB des Dreiecks respective so, dass das Sinnsverhältniss 
der Theile m:z, n:l, Tim ist; man hat demnach nur diese durch 
die Coeffieienten der Gleichung bestimmte Theilung der Winkel 
des Fundamentaldreiecks zu»vollziehen, um dureh die drei Punkte, 
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in denen die Theilstrablen die Gegenseiten derselben schneiden, 
die durch die Gleichung dargestellte gerade Linie zu erhalten. 
Diese Construction liefert zugleich den Beweis für den Satz: 
Wenn auf den Seiten 42, BC, CA eines Dreiecks drei 
Punkte N, Z, Min gerader Linie gewählt werden, so 
besteht für die Winkel, welche die Verbindungslivien 
derselben mit denGegenecken desDreiecks mitden an- 
stossenden Seiten desselben einschliessen, dieRelation 


sn LAB sin MEC sn NCA : 
sin LAC ` sin MBA sin NCB 


63. Eine Gleichung, welehe nicht homogen ist, wie z. B. 
«a — 3, soll auf die homogene Form la + mp + ny =o ge- 
gebracht werden. 


Wenn durch a, b, e die Längen der Seiten des Dreiecks 
ABC bezeichnet werden, welches (die drei Fundamentallinien bilden, 
so sind durch au, dB, cy respective die «doppelten Inhalte der 
Dreiecke OBC, OCA, OAB ausgedrückt, welche durch Ver- 
bindung eines willkürlich gewählten Punktes O in der Ebene 
des Fundamental-Dreiecks mit den Ecken desselben gebildet wer- 
den, dem e, B, y sind die Längen der Perpendikel, die man 
von einem solehen Punkte auf die Fundamentallinien «==0, B= 0, 
y= vo fällen kann. Somit. ist, wie auch der Punkt O genommen 
sein mag, die Grösse aw + b + ey immer dieselbe und dem 
doppelten Inhalt des Dreiecks ABC gleich. Für den im Innern 
des Dreiecks gewählten Punkt 9 erhellt dies ohne weiteres; für 
einen ausserhalb gewählten Punkt genügt die Erinnerung, dass 
durch den Vebergaug des Punktes O von der einei® Seile einer 
Fundamentallivie œ == o auf die andgre der Werth des auf die-* 
selbe bezüglichen Perpendikels sein Vorzeichen wechselt: in dem 
bezeichneten Falle geht die Grösse 


aa + bp + cr in ?idnac+ AORA AOCP —=2.44BC 


über. 
Setzen wir dann diesen doppelten Inhalt = M, so kann die 
Gleichung & = 3 geschrieben werden 


Ma = Blaa +bß + cy) 


welches die verlangte Form ist. 
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Zu demselben Zweck ist die Constante 
«smn A + sin B + ysinC 
brauchbar, in welcher 4, B, C die Winkel des Fundamentaldreiecks 
sind, welche den Seiten «, b, c respective gegenüberliegen. Der 
Werth dieser Constanten ist fùr alle endlich bestimmbaren Punkte 
M sin A 


der Ebene des Systems = 
4 


64. Man soll die Gleichung einer Parallelen zur ge- 
raden Linie Aa ar Eo ar O = 
in Dreilinien -Coordinaten ausdrücken. 

In Cartesischen Coordinaten sind parallele gerade Linien 
durch Gleichungen von der Form 

Ax + By + C=vo, dæ + By + C =o 

ausgedrückt, welche nur um eine Constante differiren; ebenso 
drückt die Gleichung 

de + BB + Cy + klesind + su B + ysin C) = b 
eine zu Aa + BB -+ Cy==0 parallele Linie aus, weil die 
beiden Gleichungen nur nm eine Constante differiren. - 


Aufg. 1. Welches ist die Gleichung einer Paridlellinie zur Basis 
eines Dreiecks durch die Spitze desselben? 

Sie ist œ sin ÆA + ĝ sin B = 9; denn dies ist eine durch den 
Punkt & = o, ß = o gezogene Linie und der Basis parallel, weil man 
sie in der Form schreiben kann 

y sm C — («sin A +4 sin B + ysin O = o0. 

Die vier geraden Linien 
«a = 0, =o, « sin A + ĝ sin B = o, «sin 4 — ĝ sin B = o, 
deren letzte Wke van der Spitze nach dem Mittelpunkte der Basis gezo- 
„gene gerade Linie ist, bilden ein harmonisches Büschel; der Mittelpunkt 
einer geraden begrenzten Strecke und der unendlich entfernte Punkt 
derselben sind harmonisch -conjugirt in Bezug anf die Endpunkte der 
Strecke. 


Aufg. 2. Die gerade Linie, welche die Mittelpunkte der Seiten 
eines Dreiecks verbindet, ist zur Basis desselben parallel. 
Sie ist die Verbindungslinie der Punkte 
B sin B — y sm C = o, d=owdasin 4 — y sin C == 0, B = o 
und hat daher die Gleichung 
« sind + f sin B — y sin C = o, 
welche nach dem Princip dieses Artikels eine Parallele zu y = o darstellt. 


Aufg. 3. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, welche ım 
Mittelpunkte der Seite eines Dreiecks auf derselben senkrecht steht. 
Sie ist eine Parallele zu der Linie œ cos 4 — ß cos B 
dureh den Punkt, in welchem «sn 4 — $ sin B = 9, y 
sieh schneiden. Ihre Gleichung ist demnach 
«sn A — ĝ sin B + y sin (4 — B) == 


Aufg. 4. Die drei auf den Seiten eines Dreiecks in ihren Mittel- 
punkten errichteten Perpendikel schneiden sich in einem Punkte. 
Ihre Gleichungen sind: 


« sin A— ßsinB + y sin (4-— B= 0, 
B sin B — y sin C + « sin (B— C0) = 0, 
y sin C — «a sin A + B sin (C — A) = 0 

und geben Null zur Summe, wenn man sie vor der Addition respective 

mit sin ?C, sin ?4, sin ?B multiplieirt. 


g 


I 


Die Gleichungen der geraden Linien, welche ihren Schnittpunkt mit 
ılen Ecken des Dreiecks verhinden, sind 


u y 


cos A cos $ eos C7 


Aufg. 5. Zu beweisen, dass dieser Schnittpunkt der geraden Li- 
me angehört, deren Gleichung im Art. 59, Beisp. 2 gegeben ist. 


Aufg. 6. ei p die Entfernung zweier Punkte aus ihren Goor- 
dinaten œ, B, y; €, ß, y in Bezug auf cin dreieckiges System ab- 
leiten. 


Wir dürfen die Coordinaten œ, B, y eines Punktes P als die Ver- 
hältnisse ansehen, welche zwischen den Flächen der von ihm und je ei- 
nem Paar der Fundamentalpunkte gebildeten Dreiecken und der Fläche 
des Fundamentaldreiecks bestehen und haben dann «lie Relationen 


e e = 
edp E N, 
somit CESTI a T Nu” 
Die Entfernung beider Punkte (r) muss sich als eine rationale ho- 
mogene Function i zweiten Grades von ilen Grössen e — a, B — p, 
y — y ausdrücken lassen wul da man leicht aus der vorigen Be- 


ziehung die Identitäten 

oe p) PER = (u = a E 

WERTE y am T l e. 

ee ISa a a S 
erhält, so muss sie in der Form 
s= Lat + MB BYA NO7? 

erscheinen. Piy Bestimmung der Coellieienten Z, M, N erhalten wir 
drei Bedingungen, indem wir die Punkte P und Q nach einander mit 
den Ecken des Fundamentaldreiecks zusammenfatlen lassen, als in wel- 
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chen die Coordinaten immer die Werthe o, o, I annehmen, so dass die 
Differenzen o, 1, 1 werden. Wenn wir die Seitenlängen des Fundamen- 
taldreiecks durch a, b, e ausdrücken, so sind diese Bedingungen 


MEN =é, NFE L=b, IV 


also 
Ts (ia s 2 — ne N + > We ah 
und daher endlich 
Ra a8 P 2 = KES O x 
DOETE E & E ae data N. ne y-7 A 


MA 


für welehen Ausdruck auch 
2  cCosA, > ng 1. Cos C 
E oe Vater? 
gesetzl werden kann, wenn man aii A, B, C die Winkel des Funda- 


mentaldreiecks bezeichnet. 


Aufg. 7. Welches ist die Länge des Perpendikels von dem Punkte 
&, B, y auf die gerade Linie 
Aa+ BB + Cy 


AC + BR 4 Cy 
KAFEA RAR cos C — ABC cos A— 2CA woa B 


Sie ist: 


Aufg, S. Man soll den Flächeninhalt des Dreiecks a, ß,y; &',ß, y: 
, B”, y” durch die Coordinaten seiner Eeken ausdrücken. 


Aufg. 9. Man soll die Bedingung ausdrücken, unter welcher zwei 

gerade Linien 
A«a + BB+ Cy = vo, Aat Bety = o0 

recktwinklig zu einander sind. 

Aufl. Wenn durch 4, B, € die Winkel ades Fundamentaldreiecks 
«&« = o, p = o, y == o zugleich mit bezeichnet werden, so ist die ver- 
langte Bedingung 
AŽ HBB +CC==(AB' HA B)eos CH BCHB CcosA+ (CA +C A cosB. 
(Vergl. Ari. 4I 


65. Es isl von Interesse, zu untersuchen, welches die 

geometrische Bedeutung der Gleichung 
& sin A + p sin B + ysin C= 0 

ist. Sie ist in der allgemeinen Form der Gleichung einer ge- 
raden Linie inbegriffen, kann aber nach dem Vorigen keine end- 
lich bestimmbaren Punkte enthalten, weil für die Coordinaten 
jedes solchen die Grösse «sind + Bsin B + ysin C einer ge- 
wissen Constanten gleich, aber nicht Null wird. 
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In der allgemeinen Gleichung der geraden Linie 
Acx+ By+C=o 


h (& $ 5 : 5 
bestimmen — = und — T die Absclmitte, welche dieselbe in den 


Coordinatenachsen bildet; je kleiner also 4 und B werden, desto 
grösser sind diese Abschnitte bei unverändertem Werthe von C, 
desto weiter entfernt ist daher die durch 

le ae BEN N 
dargestellte Linie vom Ursprung. Für A= 0, B = o sind jene 
Abschnitte unendlich gross und alle Punkte der Linie sind in 
unendlicher Entfernung gelegen. Wir kommen also zu dem 
Schlusse, dass die paradoxe Gleichung C= o, eine Constante 
gleich Null, und daher auch die Gleichung 


«asin A + f sin B + ysin C = o0 
eine gerade Linie repräsentirt, die in unendlicher 


Entfernung vom Anfangspunkt der Coordinaten gele- 
gen ist. 


66. Wenn nach Artikel 63 eine Parallele zur geraden Linie 
&« = o allgemein durch e + C= o ausgedrückt wird, so erkennt 
man jetzt, dass dies nur ein weiteres Beispiel von der Anwen- 
dung des im Artikel 36 aufgestellten Princips ist, denn paraliele 
Linien können als solche betrachtet werden, die sich in einem 
unendlich entfernten Punkte schneiden und eine Gleichung von 
der Form « + C= o repräsentivt eine gerade Linie, welche 
durch den Durchschnittspunkt der beiden Linien «== o, C= o0 
gezogen ist, oder durch den Punkt, wo die Linie « — o die un- 
endlich entfernte Linie C = o durclischneidet. 


67. Es ist leicht zu zeigen, dass Cartesische Coordinaten nur 
ein speeieller Fall von Dreilinien-Coordinaten sind. Man findet 
zuerst einen wesenllichen Unterschied zwischen beiden darin, dass 
Gleichungen in Dreilinien-CGoordinaten homogen sind, während 
man in den Gleichimgen mil Gartesischen Coordinaten ein abso- 
lutes Glied von Gliedern des ersten, zweiten u. s. w. Grades 
unterscheidet. Aber eine einfache Ueberlegung zeigt, dass diese 
Differenz nur scheinbar ist, dass Gleichungen in LGartesischen 
Coordinaten in Wirklichkeit ebenfalls homogen sein müssen, wenn 
auch freilich nieht in dev Form. Der Sinn der Gleichung < = 3 
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kann beispielsweise kein anderer sein, als dass die Linie x drei 
Fussen oder Zollen oder überhaupt drei Lineareinheiten gleich ist, 
während die Gleichung xy — 9 aussagt, dass das Rechteck xy 
gleich 9 Quadratfussen oder 9 Quadratzollen oder überhaupt gleich 
9 Quadraten von einer gewissen Lineareinheit ist. 


Um solche Gleichungen auch der Form nach homogen zu 
machen, kann man die Lineareinheit durch z bezeichnen und 
dann die Gleichung der geraden Linie in der Form schreiben 


Ax + By + Cz =a. 
Vergleicht man dies mit der Gleichung 


und erinnert sich, dass nach Artikel 64 die Gleichung einer un- 
endlich entfernten geraden Linie «die Form z == o annimmt, so 
erkennt man, «dass Gleichungen in Cartesischen Coordinaten nur 
die specielle Form sind, in welcher Gleichungen in Dreilinien- 
Coordinaten erscheinen, wenn zwei der Fundamentallinien zu Coor- 
dinatenachsen gewählt werden, indess die dritte derselben in un- 
endlicher Entfernung liegt. 


68. In dem Vorhergehenden ist eine wesentliche Erweite- 
rung des ursprünglich angenommenen Begriffs der 
Coordinaten enthalten; während es im System des Carlesius ge- 
rade, zu zwei festen Achsen parallele Linien sind, welche durch ihre ' 
Länge von ihrem’ gemeinsamen Ausgangspunkte bis zu den Achsen 
die Lage des ersteren bestimmen, ist im System der Polar-Coordi- 
naten die Bestimmung des Punktes durch den Radius vector und 
seinen Drebungswinkel in Bezug auf den Pol und eine feste An- 
fangslage und in dem so eben erörterten aus dem Gebrauche 
der Symbole so natürlich hervorgegangenen System der Dreilinien- 
Coordinaten durch die von demselben auf drei unveränderliche 
feste Fundamentallinien gelällten Perpendikel vollzogen und so 
theils die Art, theils die Lage und Zahl der Coordinaten geändert 
worden; an Stelle zweier zu festen Achsen parallelen geraden 
Linien ist eine gerade Strecke und ein Winkel in dem einen Falle 
gelrelen und in dem andern dienen statt dessen die Verhältnisse, 
welche zwischen den von ihm auf die Fundamentallinien gefällten 
Perpendikeln bestehen. 


— 8 


Man versteht hiernach leicht, wie jeder besondern Art, die 
Lage eines Punktes in Bezug auf Punkte oder Linien zu bestim- 
men, deren Lage als bekannt vorausgesetzt wird, ein besonderes 
Coorilinatensystem entsprechen muss; aber es ist hier nicht der 
Ort, diese Bemerkung weiter auszuführen. 

Nachdem die Bestimmung eines Punktes durch Coordinaten 
erlangt ist, wird jede gerade oder krumme Linie als eine Reihe 
von Punkten aufgefasst, und das Gesetz der gegenseitigen Ab- 
hängigkeit ihrer Coordinaten durch eine Gleichung zwischen den- 
selben dargestellt; so genügen die Cartesischen Coordinaten aller 
Punkte einer geraden Linie einer vollständigen Gleichung des 
ersten Grades zwischen zwei Veränderlichen,, die Dreilinien-Coor- 
dinaten derselben Punkte einer homogenen Gleichung des ersten 
Grades zwischen drei Veränderlichen, und diese Gleichungen 
stellen eben deshalb die gerade Linie dar. 

Setzt man an die Stelle des Punktes als des ur- 
sprünglichen dureh Goordinaten zu bestimmenden 
Raumelementes irgend ein andres geometrisches Ge- 
bilde, so erhält man dadurch in einem andern Sinne 
nenc Goordinatemsysleme Immer aber stellen Glei- 
chungen zwischen den Coordinaten die aus jenen Ele- 
mentargebillen zusammengeselzten räumlichen For- 
men dar. 

Neben dem Punkte hat kein anderes geomelrisches Gebilde 
so viel Berechtigung, als elementar betrachtet zu werden, und kein 
andres bielet so leicht die Möglichkeit, durch stelige Reihung neue 
Gebilde als zusammengesetzte aus sich hervorzutreiben, als die ge- 
rade Linie. ITudem man jede gerade Linie in Bezug auf 
gewisse feste Punkte oder feste Linien von bekannter 
Lage durch Goordinaten in verschiedener Weise be- 
stimmt, erhält man die verschiedenen Coordinaten - 
systeme der geraden Linie. 


69. Das einfachste derselben entspringt aus dem Cartesischen 
Goordinatensystem und es ist schon hei einer früheren Gelegen- 
heit auf dasselbe hingedeutet worden. (Vergl. Artikel 34, An- 
merkung.) Die Coordinaten der geraden Linie sind die Abschnitte, 


welche sie in den Coordinatenachsen, vom Anfangspunkte aus 
Salmon, Aral. Geom, der Kegelschnilte, 6 
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gezählt, bestimmt. Wenn man diese Abschnitte in der Art 
variabel annimmt, dass ihre zusammengehörigen Werthe stets 
einer bestimmten Gleichung genügen, so repräsentirt diese Glei- 
chung ein zusammengesetztes geometrisches Gebilde, welchem alle 
die durch ihre Coordinaten ihr genügenden geraden Linien als 
Elemente angehören. Im Artikel 50 ist bereits gezeigt worden, 
A, „Bin. ; 3 ; 5 
dass, wenn TC diese Coordinaten oder Achsenabschnitte siud, 
die Gleichung «4 + bB + eC = o alle die geraden Linien dar- 
stellt, welche durch einen bestimmten Punkt gehen; die Cartesi- 
a b 
schen Coordindaten desselben wurden durch x, -= ne 
ausgedrückt. Die gegebene Gleichung kann daher als die Glei- 
chung dieses Punktes in Linear - Coordinaten angesehen 
werden und die allgemeine Gleichung eines Punktes in dem System der 
Linear-Coordivaten, in welchem eine gerade Linie durch ihre 
Achsenabschnitte æ und y bestimmt wird, ist somit 


ax -+ by + c=e. 

Wir erinnern hier an die Anmerkung des Artikel 34, in 
welcher auf die Uebereinstimmung aufmerksam gemacht ward, 
welche zwischen «der Gleichung stattfindet, die in dem System 
dieser Linear-Coordinaten die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
drei gerade Linien durch denselben festen Punkt gehen und der- 
jenigen Gleichung, die im Cartesischen System anzeigt, dass drei 
Punkte in derselben geraden Linie liegen. (Man vergleiche dazu 
Artikel 72). 


Als eine nützliche Vebung empfehlen wir dem Leser den 
Beweis des folgenden Satzes, welcher nach den eben gegebenen 
Andeutungen vollkommen analog zu dem am Schlusse «des Art. 55 
mitgetheilten geführt werden kann. 


Wenn die Seiten und Diagonalen eines Vierecks 
ABCD von einer Transversale in den Punkten a,b, 
eng ter B respective geschnitten sind und die in Be- 
zug auf die entsprechenden Ecken des Vierecks con- 
jugirt harmonischen Punkte dieser letzteren durch 
4, bi, Cs di, &, A bezeichnet werden, so gehen die 
geraden Linien «c, dd, und efi durch einen und 
denselben Punkt. > : 


J S a 


70. Dem zuletzt entwickelten System der Dreilinien-Coordi- 
naten, welches ein Punkt-Coordinaten-System ist, entspricht unter 
den möglichen Systemen von Linear-Coordinaten eines, welches 
man als das System der Dreipunkt-CGoordinaten bezeichnen 
kann, und das unter Andeutung seiner einfachsten Anwendungen 
hier entwickelt werden soll, um auch dieser Seite der Coordina- 
tenbestimmung mehr als hisher gerecht zu werden und für spätere 
ausgedehnte Anwendungen Grund zu legen. 


Von zwei festen Punkten 4 und B aus denke man auf cine 
beliebige gerade Linie Perpendikel gefällt und bezeichne die 
Längen derselben durch & und 8; alsdann hat das Perpendikel 
von dem Punkte der geraden Linie 12, dessen Theilungsverhält- 
la + mp 


è mi 


niss Z:m ist, auf dieselbe gerade Linie die Länge ‚und 


für jede gerade Linie, welche dureh diesen Theilungspunkt selbst 
geht, muss somit die Relation Zac + mß == o erfüllt sein. Man 
darf dieselbe als die Gleichung des Punktes betrachten, der in 
der Verbindungslinie der beiden Punlite « = o, (4) und 8 = o, (B) 
so liegt, dass er die geradlinige Strecke zwischen ihnen im Ver- 
bältniss Z : 2 theilt. Verbindet man diesen Punkt Ze + mp = o 
mit einem dritten festen Punkte y = o, (© und theilt die Strecke 
zwischen beiden im Verhältniss n: + m), so ist die Länge der 
von «diesem Theilpunkt auf irgend eine gerade Linie, die von den 
drei festen Punkten die Abstände œ, ß, y hat, gelällten Senk- 
rechten 

Faber la + mp 

L+ m lu + mË + ny 
lmn Ifm+rn 


und wenn für eine gerade Linie die Gleichung 


ny 


lat- mp + ny =o 

zwischen ihren drei Abständen von jenen festen Punkten besteht, 
so muss sie durch jenen Theilpunkt selbst hindurch gehen. Diese 
Gleichung drückt somit den mathematischen Zusam- 
menhang zwischen den Coordinaten aller geraden 
Linien aus, die durch einen gewissen Punkt gezogen 
werden können, insofern man als solche die senkrechten Ab- 
stände derselben von drei festen Fundamentalpunkten 
betrachtet, und ist somit die Gleichung dieses Punktes. 


6* 
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Jeder Punkt in der Ebene der Fundamentalpunkte ist durch 
seine drei Theilungscoefheienten ?, m, n, die Constanten seiner 
Gleichung , vollkommen bestimmt und kann aus denselben leicht 
construirt werden. Sind 4, B, € die drei Fundamentalpuukte, 
so findet man den durch die Gleichung 

lu + mB + ny =o 

dargestellten Punkt gleichmässig durch folgende drei Constructionen : 
1.) Man theilt BC in D im Verhälluiss n:m und 4D im Verhält- 
niss (2 + m)\:}. 2.) Man theilt C4 in X im Verhältniss 7:2 und 
BE im Verhältniss Z + n):m. 3) Man theit 4B in F im Ver- 
hältniss m: und CF im Verhältniss (m + lj:n. In jedem Falle 
ist der letzterhaltene Theilpunkt O der Punkt, welchen die ge- 
gebene Gleichung darstellt. Man erhält ihn offenbar auch, wenn 
man die Punkte D, E, F, welche respective die Seiten BC, CA, 
AB in den Verhältnissen »:m, l:n, m:l theilen, mit den gegen- 
überliegenden Ecken des Fundamentaldreiecks verbindet. 

In jeder dieser Constructionen ist zugleich der Beweis für 
den Satz enthalten: Die geraden Linien, welche nach 
den drei Ecken 4, B, C eines Dreiecks von einem 
beliebigen Punkte O in seiner Ebene gezogen wer- 
den, begegnen den Gegenseiten BC, CA, AB in Punk- 
ten P, E, F, für welche stets: 

BD CE AF 
DE’ EA FB" 

Aus diesem Satze und dem in Artikel 62 aus der ent- 
sprechenden Construction des Systems der Dreilinien-Coordinaten 
abgeleiteten entspringen ferner noch die folgenden beiden, welche 
sich auf dieselben Figuren beziehen: 

sn OAB sm OBC sm OCA 

sn OAC ` snORA  smOÇB 
„ZB Mc Na 
"Le "MA'NB 


71. In der vorhergehenden Entwickelung und ihren Ergeb- 
nissen, sowie auch in der Construction eines durch seine Glei- 
chung gegebenen Punktes, ist die vollständige Analogie unver- 
kennbar, welche sie mit den Entwickelungen des Artikel 61 und 
der Construclion des Artikel 62 haben. Diese Analogie findet 


sich auch weiterhin bewährt, und wir bezeichnen hier, um dies 
deutlicher zu machen, eine Reihe einfacher Ergebnisse, deren 
Begründung theilweise dem Leser selbst zur Uebung überlassen 
bleiben soll. 
Wenn zwei Punkte durch die Gleichungen 
la+tmß+ny=o, la + mB +ny= o 


gegeben sind, so ist durch 


la +mß+ ny 4B la + mp 5 ny A 
lmn + m+n 

der Punkt in ihrer geraden Verbindungslinie ausgedrückt, wel- 
cher die von ihnen begrenzte Strecke in dem Verhältwiss 3:4 
theilt; und wenn abkürzend 

p= û, v= 0 
die Gleichungen zweier Punkte bedeuten, so ist 

u +t kv=o 
die Gleichung irgend eines Punktes in ihrer Verbindungslinie, 
dessen Lage in Bezug auf jene beiden «durch die Grösse A he- 
stimmt ist, die man den Modulus des Theilpunkts nennen kann. 
Die zwei Gleichungen 
a + kr = o, u — kr = 
bezeichnen Punkte, welche die gerade Strecke zwischen den 
Punkten u = 0, v= 0o imnerlich und äusserlich in demselben 
Verhältniss theilen; somit sind 
u=0o,v=o u+kr=o, u m kyn 
die Gleichungen von vier harmonischen Punkten in der- 
selben geraden Linie. Das auharmonische Verhältwiss der 
vier Punkte 
p= o, 9—=0,% + kv=o, u + Iv =o 
wird durch %:7 und das der vier allgemein bestimmten Punkte 
t + kvz=o,u+ lvo, u Emro ptn o 
k—l n — I 


durch — : — 
k w a—m 


ausgedrückt, Formeln, welche ganz mit denen übereinstimmen, 
die früher für das Doppelschniltverhältniss von vier Strahlen eines 
Büschels gefunden wurden. Es ist schon damals auf den dua- 
listischen Charakter der Function des Doppelschnitt- 
verhältnisses hingewiesen worden, nach welchem sie eben- 
sowohl Strahlen eines Büschels als Punkte einer Reihe umfasst. 
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Speciell ist u + v = o der Mittelpunkt und u — v = o der un- 
endlich entfernte Punkt der geraden Linie zwischen u == o und 
= 0. 
Demnach haben die Mittelpunkte der drei Seiten des Funda- 
mentaldreiecks die Gleichungen 
a + B =0, B H y =o, y + amo 
und die ihnen harmonisch eonjugirten unendlich entfernten Punkte 
derselben Seiten die Sr 
a — B = 0, 


7 — a = 0. 


y=o, 

Man sieht, dass diese ana in einer geraden Linie liegen, 
da ihre Gleichungen Null zur Summe geben und erkennt, dass 
für die Coordinaten dieser geraden Linie die Bedingung & = 8 = y 
gilt; dieses hätte aber schon aus der Bemerkung geschlossen wer- 
den dürfen, dass aller Unterschied zwischen den Entfernungen 
endlicher Punkte von unendlich weit entfernten unangehbar wird. 
in Punkt in unendlicher Eutfernung wird durch 

lu + mÊ + ny =o 
ausgedrückt, wenn zugleich 
I m+u=o 

ist, weil alsdann die Coordinaten der uhendlich entfernten ge- 
raden Linie der Gleichung genügen. 

Zwei Punkte 

ae +bß+er=o, ar 4 bB ecg =o 
liegen in der geraden Linie, deren Coordinaten Sen 
u = üe — ac; B = cby —cb; y = ba — bya. 

Drei Punkte 
au + bB +cey=o, qa + bb Aey =o, are + hB turn 
liegen in derselben geraden Linie, wenn zwischen den Coelfi- 
cienten ihrer Gleichimgen die Relation besteht 

a Dic be) E ae — be, Si a,'be, — be) = o, 

čs sind dies dieselben Werthe, welche im Dreilinien - Coordi- 
natensystem die Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier ge- 
raden Linien ae + bB +cey=o, aa + bB + cr = 
darstellen, und dieselbe Bedingungsgleichung, unter welcher drei 
gerade Linien 


ax bB 4H ey= o, ma + bB Heyo ma + bB H eyo 


dureh denselben Punkt gehen. 
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4Jufg. 1. Nie geraden Linien, welche die Ecken eines Dreiecks mit 
den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, schneiden sich in einem 
Punkte. 

Wird das Dreieck als Fundamentaldrefeck betrachtet, so sind die 
drei Nalbirungslinien AP, BE, CF respective durch die Paare von Glei- 
thungen 

«=o, pty =o f=0o, r,+te =: r—=o,a+ Po 
dargestellt und ihre Coordinaten genügen somit alle der Gleichung 
e + R +y: 
welche daher die Gleichung ihres Durchschnitispunktes ist. 

dufg. 2. Die HMalbirungslinien der Winkel eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem Punkte, 

Man betrachte ias Dreieck als Fundamentaldreieck und bezeichne 
die Seiten DC, C4, AB resp. durch a, b, ce und ihre (regenwinkel durch 
A, B, C, so sind diese Halhirungslinien entweder durch die Paare von 
Gleichungen 
a= o, bh + cy = 0; B= To, cy 4+ eaa = o; y= 40, a«u + bB = Ü, 
oder durch die Paare 
«= 0, P sin B + y sin C= o; B= o, yen CH w sin A= o; 

y= o0, «sin A + ĝ sin B = 0 
gegeben. 
Jene Bedingungen genügen sämmtlich der Gleichung 
a«u + bB + ey=o, 
diese ebenso der Gleichung 
a sin A + Psin B + y sin C= 0, 
welche daher die Gleichungen des gemeinschalllichen Durchschnitts- 
punktes jener geraden Linien sind. 


Jufg. 3. Die drei Höhenperpendikel eines Dreiecks gehen durch 
denselben Punkt. 


Jufy. 4. Die Mittelpunkte der Diagonalen einesvoll- 
ständigen Vierecks liegen in einer geraden Linie. 

Man wähle drei der Ecken des Vierecks zu Fnudamentalpunkten, so 
dass die Gleichungen der vier Ecken desselben sind 

a = ọ, p = 0, y = 0, la +4 mß+ny=o. 

Danu ist die Gleichung des Durchschniltspunktes Æ der Gegenseiten 
AB und CD la -+ mp =o, 
denn sie wird nicht nur durch die Coordinaten der geraden Linie AB, 
sondern auch durch die von CD befriedigt; das letztere, weil man sie 
schreiben kann 


ta + mB + ny) —ny == o. 
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Ebenso ist die Gleichung des Durchschnittspunktes F der Gegen- 


seiten AD und BC mß + rny=o. 
Dann ist die Gleichung des Mittelpunktes der Diagonale A C 
& P 7e o; 


die des Mittelpunktes der Diagonale B D 
læ m ny 
P + + et me 
oder l+ mtha t mp + ny) =o 
und endlich die des Mittelpunktes der dritten Diagonale Æ F 
lu + mp + mB+ny bd 
lm mt n 
oder m+n la+ mp + 1+ m) imp + ny) =o. 
Da man diese Gleichung auch schreiben kann 
ina tptmH t m + n) B + (lu + mt ny] = 0, 
so erkemt man, dass dieser letztere Punkt mit den beiden ersteren ın 
derselben geraden Linie liegt. 


Aufg. 5. In ganz ähnlicher Art lässt sich der allgemeinere Satz bc- 
weisen: Wenn man zu drei in den Diagonalen eines voll- 
ständigen Vserecks gewählten Punkten, welche in gera- 
der Linie liegen, die conjugirt-harmonischen in Bezug 
auf die Endpunkte der Diagonalen bestimmt, so liegen 
diese gleichfalls in einer geraden Linie. 


72. Die beiden zuletzt entwickelten Goordiuatensysteme, das 
System der Dreilinien- und das der Dreipunkt-Coordinaten, for- 
dern in manchen Beziehungen zur gegenseitigen Vergleichung auf. 

Durch jedes von ihnen wird derselbe analystische Ausdruck 
in andrer Weise geometrisch interpretirt; dazu liefern die letzten 
Aufgaben, verglichen mit früheren (Art. 56, 60) mannigfache Be- 
lege. Man erkennt jedoch leicht, dass dies eine Eigenschaft ist, 
die allen Coordinatensystemen zukommt; jedes neue Coordi- 
natensystem lehrt alle möglichen analytischen For- 
men auf eine neue Weise interpretiren und führt dadurch 
oft zur Entdeckung neuer geomelrischer Wahrheiten, öfter zu 
neuen Ableitungen für schon bekannte Sätze. Darum insbesondere 
ist es so wichtig, die Beschränkung anf ein Goordinateusystem auf- 
zugeben und den Begriff der Coordinaten in solcher Art zu ver- 
allgemeinern, wie es in den letzten Artikeln geschehen ist. Da 
jedoch die Fähigkeit, von diesen allsemeineren Gesichtspunkten 
Nutzen zu ziehen und sie fruchtbar zu machen, nur durch die 
gründliche Durcharbeitung eines einzelnen Systems oder mehrerer 


www.rcin.org.pl 


89 


besondern Systeme erworben werden kann, so soll in dem Folgen- 
den das Cartesische Coortinatensystem als die Hauptgrundlage bei- 
behalten und auf andre zunächst nur bei besondern Anlässen ein- 
gögangen werden. 

Die beregte Vergleichung der beiden Coordinatensysteme er- 
ölfnet den Blick auf eine gewisse Zusammengehörigkeit 
solcher geometrischer Sätze, wie sie durch die dop- 
pelte.Interpretation gleicher analytischer Facta er- 
langt Werden; sie zeigt in Beispielen, dass Punkte durch ge- 
rade Linien, Punktreihen dureh Strahlenbüschel, Mittelpunkte von 
Strecken durch Halbirungslinien von Winkeln u. s. w. gewisser- 
massen ersetzt werden, indem man von einer Interpretation zur 
andern übergeht. Die Verhältnisse der Figur, aus welcher die 
Constructionen der geraden Linie 

la + mB + ny =o 
und die des Punktes la + m + ny =o 
hervorgingen, bieten ein reichhaltiges Beispiel dafür dar. 

Diese Zusainmengehörigkeit und bestimmte Vertretungsfähig- 
keit hat man unter dem Namen derReciprocität als ein wich- 
tiges Princip in die Geometrie eingeführt. Werth und Bedeutung 
desselben können erst weiterhin näher gewürdigt werden. 


Fünftes Kapitel. 


Gleichungen von höheren Graden, welche 


gerade Linien darstellen. 


73. Ehe wir dazu übergehen, von den Curven zu handeln, 
welche durch Gleichungen, deren Grad den ersten übersteigt, 
ılargestellt werden, wollen wir einige Fälle untersuchen, in denen 
tiese Gleichungen gerade Linien repräsenliren. 

Wenn eine Anzahl von Gleichungen 

Emo, M 0. Nng cuy 
Seile für Seite mil einander multiplicirt werden, so 
dass daraus die Gleichung 
LHN....=o 
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entsteht, so bezeichnet diese die Vereinigung aller 
der durch ihre Factoren repräsentirten Linien, denn 
sie wird durch die Werthe der Coordinaten befriedigt, welche ir- 
gend einen ihrer Factoren gleich Null machen. Wenn umgekehrt 
eine Gleichung höheren Grades in ein Product mehrerer anderen 
von niedrigeren Graden aufgelöst werden kann, so repräsentirt sie 
ebenfalls die Vereinigung aller durch ilre Factoren dargestellten 
geometrischen Oerter, Eine Gleichung vom x Grade, ‚die in 
n Factoren vom ersten Grade zerlegt werden kann, r@präsentirt 
daher z gerade Linien. 


74. Eine homogene Gleichung x" Grades zwi- 
schen zwei Veränderlichen repräsentirt n gerade Li- 
nien, welche durch den Anfangspunkt der Coordina- 
ten gehen. 

Denn ist die Gleichung 

ar par yes cal —o, 
so erhalten wir durch Division mit y” 


Ge 


Gr) +). = 


© r . p 
eine Gleichung, welche durch Auflösung für — n Werthe liefert; 
1, 
bezeichnen wir dieselben durch «a, b, € s...» so kann diese 
Gleichung in Factoren zerlegt werden 


E ui e as 
Y T NY Y j 
und die ursprüngliche Gleichung ist dann in die Form 
(æ — ay) (æ — by) (x — cy)... . = 
gebracht; sie repräsentirt also z gerade Linien 
Ba N IE R 
welche nach der Form ihrer Gleichungen alle durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten gehen. 
So repräsentirt insbesondere die homogene Gleichung 
a Mesa BF Ze 
die zwei geraden Linien A 
& — ay = 0, z — by = o, 
wenn a und b die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
ey‘? r 
(G) á („) RR 


sind. 


ee 


lo derselben Art erkennt man, dass die Gleichung 
(e—a) — p (a) y—b) + g (a— a) ly — b... + tly — o=o 
n gerade Linien bezeichnet, welche durch den Punkt =a, y= b 
gehen. 2 
Aufg. I. Welcher Ort ist durch die Gleichung x y = o dargestellt? 
Die beiden Goordinatenachsen, weil der Gleichung durch jede der 
beiden Voraussetzungen x =0, y = o genügt wird. 
Aufg. 2. Welcher Ort ist durch x? — y? = u dargestellt? 
Die beiden NWalbirungslinien der von den Goordinagenachsen gehil- 
deten Winkel eae oe (ANE S 
Aufy. 3. Welches ist die geometrische Bedeutung der Gleichung 
æ — iay + 6y’ = o0? 
Sie repräsentirt die beiden geraden Linien 
w — 1y = 0, ct — 3y = 0 
Jufg. 4. Welcher Ort wird dargestellt durch 
a — Iry cos + Yo! 
æ = ytan (65° + 49). 
4dufg. 5. Welche gerade Linien siud durch 
a — 2rytand — y'= o 
ausgedrückt? 
Aufg. 6. Welche geraden Linien repräsentlirL 
ey + Hry — 6y = 0? 


75. Es ist nützlich, die drei Fälle näher zu untersuchen, 
welche die Auflösung der Gleichung 


a 


pry + qy =o 
darbietet; die Wurzeln derselben können reell und verschie- 
den, reell und gleich und sie können imaginär sein. 

Der erste Fall hat keinerlei Schwierigkeiten; a und b sind, 
wenn man vrechtwinklige Coordinaten voraussetzt, die trigono- 
metrischen Tangenten der Winkel, welche die Linien mit der 
Achse der y bilden, p ist daher die Summe dieser Tangenten und 
q ist ihr Product. 

Im zweiten Falle, wo « — b, bezeichnet man oft die Gleichung 

xt — pxy + gy'=o 
als dieRrepräsentantin einer einzigen geraden Linie 


g Å— ao. 


AT 
GARNET M warszamshinnt 
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Aber es hal mancherlei Vorzüge, den Sprachgebrauch der Geome- 
trie dem der Algebra völlig entsprechend zu machen und ebenso 
wie man nicht sagt, dass jene Gleichung nur eine Wurzel, son- 
dern vielmehr, dass sie zwei gleiche Wurzeln habe, auch nicht 
zu sagen, dass sie nur eine gerade Linie, sondern dass sie zwei 
zusammenfallende gerade Linien darstelle. 


Man denke drittens die beiden Wurzeln imaginär. In diesem 
Falle können keine reellen Coordinaten gefunden werden, -die der 
Gleichung genügen, ausgenommen die Coordinaten des Ursprungs 
a n or sagt daher in diesem Falle wohl, dass die 
Gleichung keine geraden Linien repräsentire, sondern dass sie 
die Gleichung destoordinatenanfangspunktes sei. Diese 
Ausdrucksweise ist offenbar verwerflich, denn wir sahen (Art. 14, 
15), dass zur Bestimmung irgend eines Punktes zwei Gleichungen 
erforderlich sind und können nicht ausnahmsweise eine einzelne 
Gleichung als Gleichung eines Punktes anerkennen wollen. Wir 
sind überdies gewohnt, zu finden, dass zwei verschiedene Glei- 
chungen auch immer zwei verschiedene geometrische Bedeutungen 
haben, hier aber müssten unzählig viele verschiedene Gleichungen 
alle denselben Punkt unterschiedsios bedeuten, denn es ist dann 
offenbar unwesentlich, welches die Werthe von p und g sind, so- 
bald sie nur imaginäre Wurzelwerthe liefern, d. b. sobald 
p < 4g ist. 

Deshalb ziehen wir vor, die Ausdrucksweise der analytischen 
Geomelrie genan der Sprache der Algebra entsprechend zu 
machen; wie wir also nicht sagen, dass die Gleichung 

a — pzy + qy =o 
keine Wurzeln hat, wenn 2° < 4q, sondern dass sie zwei imagi- 
näre Wurzeln hat, so sagen wir auch nicht, dass sie in diesem 
Falle keine geraden Linien repräsensirt, sondern dass zwei imagi- 
näre gerade Linien durch sie dargestellt werden. 

Somit repräsentirl die Gleichung 

aa—pyaytuy—=o, 
welche stets auf die Form (x — ay) (x — by) = o reducit wer- 
den kann, in jedem Falle zwei «durch den Anfangspunkt der Co- 
ordinaten gezogene gerade Linien; sie sind redl, wenn e und b 
reell sind, fallen zusammen, wenn e und b gleich sind und sind 
imaginär, wenn « und b imaginär sind. 


= , Gele 


Wenn es hier ohne grosse Bedeutung scheinen mag, wel- 
chen Sprachgebrauch wir annehmen, so werden wir im weiteren 
Fortschreiten doch vielfach erkennen, dass uns in vielen Fällen 
die Einfachheit und Strenge des Ausdrucks und manche wichtige 
Analogien verloren gehen müssten, wenn wir den hier empfohle- 
nen Sprachgebrauch nicht annehmen. 


Dieselben Bemerkungen gelten für die Gleichung 
AŻ + Bay+ Cy =o, 
welche auf die Form 
æ — pzy + qy =o 

einfach dadurch reducirt wird, dass man sie mit dem Coefficien- 
ten von z? dividirt; sie repräsentirt immer zwei durch den Coor- 
dinatenanfang gehende gerade Linien, welche reell sind, so lange 
(8°? — 4 AC) positiv ist, zusammenfallen für 3? — 4 AC = o und 
imaginär sind, wenn (3? — 4 AC) „nogaliv ist. 

Wir wenden endlich dieselbe Ausdrucksweise an, wenn wir 
gleiche oder imaginäre Wurzeln in der Auflösung der allgemeinen 
homogenen Gleichung des x"? Grades antreffen. 


76. Den Winkel zu finden, welcher von den durch 
die Gleichung at — pay + q —=o 
dargestellten geraden Linien gebildet wird. 
Wenn die Gleichung auf die Form 
(z — ay) (æ — by) = 0 
gebracht ist, so ist nach Artike 40 die trigonometrische 
Tangente des von ihnen gebildeten Winkels s. ze aber das 
l+ ab 
Product der Wurzeln der gegebenen Gleichung ist = g und die 
Differenz derselben =y P — 4y., 


man erhält somit für jene Tangente den Ausdruck 


ViP — 4g 
iy 


Ist die Gleichung in der Form 


lan p = 


deh bry t Gy =Q 


gegeben, so findet man ebenso 
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Zusatz. Die beiden geraden Linien schneiden 
sich rechtwinklig, d. h. tan œ wird unendlich gross, wenn 
q = — I oder wenn 4 + C =o. 

Aufg. Welches ist der Winkel zwischen den Linien, welche dar- 
gestellt sind durch 

æL -+ sy — 6y =o ? gat 
æ — lxy se ð+ yo? 8. 

Für schiefwinklige Achsen ergiebt “Aut dieselbe Weise zur 
Bestimmung des fraglichen Winkels die Formel 
sin w. VIR— 440) 

A++ E — B ecos w 


tan œ = 


77. Welches ist die Gleichung der Halbirungsli- 

nien des Winkels, den die durch die Gleichung 
Ač + Bzy + Cy =o 

dargestellten geraden Linen mit einander bilden? 

Sind 2 — ay =o und x — by == 0 die Gleichungen der 
geraden Linien, welche jene Gleichung repräsentirt und be- 
zeichnet man durch & — uy == o die Gleichung der Halbirungs- 
linie ihres Winkels, so bestimmt sich die Grösse u durch die ein- 
fache Bemerkung, dass sie die Tangente des Winkels ist, den die 
gesuchte Winkelhalbirungslinie mit der Achse der y bildet und 
dass dieser Winkel der halben Summe der Winkel gleich ist, 
welche von jenen geraden Linien mit dieser Achse gebildet 
werden. Durch Vergleichung der Tangente des doppelten Win- 
kels mit der Tangente der Summe zweier Winkel ergiebt sich 
die Bedingungsgleichung 


2u a+b 
I — a  1—ab 
Nach der Theorie der Gleichungen ist aber 
B Ü 
a b = — unl ab = 3 
r A ur 
r 2u B r. A—C 
somt =s ‚older "— 2 —- p — I = o. 
1 — p A ( B 


Von den Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, welche 
zur Bestimmung von u dient, ist die eine die Tangente des Win- 
kels, den die innere Halbirungslinie des Winkels der beiden 
dureh die Gleichung Aæ? + Bzy + Cy? == o gegebenen geraden 
Linien mit der Achse der y bildet und die andre die Tangente 
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des Winkels, den die äussere Halbirungslinie des nämlichen Win- 
kels mit derselben Achse macht. 


Indem wir in «diese quadratische Bestimmungsgleichung für 
g seinen Werth — substitsiren, erhalten wir die Gleichung beider 


Winkelhalbirungslinien 
at 2 BE xy y? = 0: 
B 4 2 

Die Form dieser Gleichung zeigt (Artikel 76), dass die beiden 
Halbirungslinien rechtwinklig zu einander sind. 

Man kann diese Gleichung auch erhalten, indem man nach 
Artikel 43 für die beiden geraden Linien 

xz — uıy=0,% — by = 0 

die Gleichungen der innern und äussern Winkelhalbirungslinien 
bildet, und diese mit einander multiplieirt; man erhält so 

a — ay? æ — byf 

Ipe 4e 
wnd durch Beseitigung der Brüche und Substitution der nA, B, € 
ausgedrückten Werthe von ab und a + b) die oben gefundene 
Gleichung. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Wurzeln die- 
ser Gleichung stets reell sind, selbst daun, wenn die Wur- 
zeln der ursprünglichen Gleichung 4a? + Bay + Cy? = o ima- 
ginär waren. Ein Paar von imaginären geraden Linien 
haben somit ein Paar reelle Winkelhalbirungslinien. 

Es ist die Existenz solcher Beziehungen zwischen reellen und 
imaginären geraden Linien, welche die Betrachtung der letzteren 
besonders nützlich macht. 


75. Die Bedingung zu finden, unter welcher die 
allgemeine Gleichung des zweilen Grades zwei ge- 
vade Linien darstellt. 

Wir schreiben die allgemeine Gleichung 

Axt Bay+CW"’+Dxe+Ey+F=o 
in der Form 
Atk (By Dx + (cf Ey +P) = 0: 
Dureh die Auflösung derselben für x finden ww die Wurzeln 
_ By D+YÜB'— 40 y? + XBD — ME)y + D — 4AF) 


geam 
24 
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Dieser Werth von æ kann nicht auf die Form 
z—=mytn 
redueirt werden, wenn nicht die Grösse unter dem Wurzel- 
zeichen ein vollständiges Quadrat ist. Die Bedingung, unter wel- 
cher dies allein der Fall ist, wird bekanntlich ausgedrückt durch 
(B?— 440) (P — 44AF)\= (BD — 2AE). 
Die Ausführung der angedeuteten Operationen liefert nach 
einer Division durch 4 A 
AE + CI+ FB’— BDE—4ACF=o 
als die Bedingung, unter welcher die allgemeine Gleichung des 
zweiten Grades zwei gerade Linien darstellt. 


Aufg. I. Repräsentirt die Gleichung 
L— iry H 4y He t 2y—2—=o 
gerade Linien und welche? 


Indem man wie im Vorhergehenden für & auflöst, erhält man für 
die durch die Gleichung dargestellten geraden Linien die Gleichungen 


2 —y— l = o0, z— 4y + 2=o0. 


4Jufg. 2. Repräsentirt die Gleichung 
az + By — Va @+ e y—n) 

gerade Linien und welche? 

Aufg. 3. Welche gerade Linien sind «durch die Gleichung 

Tr el 

dargestellt? 

Jufg. 4. Man soll die Grösse B so bestimmen, dass die Gleichung 

a? + Bayty—3r —- Ty +6 =o 

gerade Linien darstellt. 


Indem man die Werthe der Coeflicienten in die allgemeine Be- 
dingungsgleichung substituirt, erhält man für B die quadratische Glei- 
o tono D i 


clung 6 B? — 35B + 50 =0, 
aus welcher für B die Werthe B = 2, pS 8 hervorgehen. 


79. Die in dem vorigen Artikel angewendelfe Methode, ob- 
gleich die einfachste in dem Fall der Gleichnng zweiten Grades, 
ist auf Gleichungen höherer Grade nicht anwendbar; wir gehen 
daher in dem Folgenden noch eine andre Auflösung derselben 
Aufgabe, 


Dieselbe verlangt, zu erkennen, ob die gegebene Gleichung 
des zweiten Grades mit dem Product der Gleichungen zweier ge- 
raden Linien 

(«æ + By — 1) (wx + by — 1) = 
identisch werden kann. 

Wir schreiben hierzu die allgemeine Gleichung des zweiten 
Grades in der Form 3 


at may + 5 y? + = x + d y + 1=0 

und vergleichen die Coeffieienten ihrer Glieder mit den ent- 
sprechenden Coefhicienten in der Entwickelung jenes Products; da- 
durch erhalten wir fünf Bedingungsgleichungen, von denen vier 
die Bestimmung der vier unbekannten Grössen «, ß, «,, ß, liefern 
müssen, Durch die Substitution der erhaltenen Werthe in die 


fünfte Bedingungsgleiehung finden wir die verlangte Bedingung. 


Jene fünf Gleichungen sind 


-Í 
& a == 


Di a LR E B 
F «+ a= F pB = pê tR= Br aß, + aß F 


Die vier ersten liefern sofort zwei quadratische Gleichungen 
zur Bestimmung von «e, «&,, B, Pi Wir können dieselben auch 
durch die Bemerkung erhalten, dass diese vier Grössen die Reci- 
proken der Abschnitte sind, welche durch die geraden Linien iu 
den Coordinaten-Achsen gebildet werden und dass die von dem 
durch die Gleichung 

A+ Bxy + Cy + Dr + Ey + Fo 
dargestellten Orte in den Achsen gebildeten Abschnitte dadurch 
bestimmt werden, dass man in derselben nach einander £ = o, 
y = o Set, wodurch sich ergeben 

dx + Dæ + F =o, Cy + Ey + Fo 

Bezeichnen wir dureh Z, Z, M, M, die vier so erhaltenen 
Durehschnittspunkte des bezeichneten Ortes mit den Achsen, so 
müssen, wenn derselbe aus geraden Linien zusammengesetzt isl, 
diese entweder das Paar 

2 LM, LM, oder das Paar ZA, Z,M 
sein; die Gleichungen derselben sind 

ax + By — 1) ae + By — 1) =o 
und 

ax + Bu — 1) de + ßy — |) = 0 


Salmon, Anal, Geom, des Kegelschnltie, 2 
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und die gleichmässige Berechtigung derselben lehrt, dass für 


B z 
7 nicht allein der oben gegebene Werth 


3 
aß, + e ß, sondern auch der andere «f + «,ß, 


gelten muss. Die Summe beider Grössen ist 


DE 
= (a + (B H B) = Fa 


und ihr Product 


aa (PHB + PB: eta? 


4 E—2CF 
F p: 


C P—2AF 


+ 


" ; "ee ' N : 
und es ergiebt sich daher zur Bestimmung von — die quadrati- 
du 


sche Gleichung 
3 DERB , AP+CM—AHACE 
r e Are 
welehe, von Brüchen befreit, die im vorigen Artikel erhaltene 
Bedingungsgleichung wiedergieht 


“a 


Aufgabe. Man soll die Grösse 3 so bestimmen, dass 
+ Bey +y —- 52 —7y+6=o 
gerade Linien darstelle 

Die Alsehnitte in den Achsen sind durch die Gleichungen 

&— jæ + 6 = 9, yf — 1y +6 =o 
gegehen, deren Wurzeln 
aa, ee > 5 5 
sind. 

Indem wir die Gleichungen der geraden Verbindungslinien der so 
gefundenen Punkte biklen, sehen wir, dass die Gleichung, wenn sie ge- 
rade Linien darstellt, entweder von der Form 

+ 2y — 2) -2a +y — 6) == 0, 
oder von der Form 

Grav na ea a oa 
sein muss. Daraus ergeben sich durch Ausführung der angedeuteten Mul- 
tiplicationen die Werthe von 2. 


80. Man soll angeben, wie viele Bedingungsglet- 
ehungen erfüllt sein müssen, damit die allgemeine 
Gleichung des n“* Grades gerade Linien darstellt. 

Die Zahl derselben wird durch das Verfahren des vorigen 
Artikels leicht erhalten; wir vergleichen die allgemeine Gleichung 
des z” Grades, nachdem wir in ilr das absolute Glied der Ein- 
heit gleichgemacht haben, mit dem Product von z linearen Glei- 
chungen 

(xx + By — 1) la + By N) le + By—i):.: —=m 
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Ist die Zahl der Glieder in der allgemeinen Gleichung — N, 
so erhalten wir durch die Gleichselzung der entsprechenden 
Goeflieienten in ihr und in der Entwickelung dieses Productes N — 1 
Gleichungen. Von denselben dienen 27 zur Bestimmung der 2x 
unbekannten Grössen, e, tj, ... B, Bi - .., und die so erhalte- 
nen Werthe derselben liefern in die übriggebliebenen Gleichungen 
suhstitnirt, N — 1 — 2n Bedingungen. 

Da aber die allgemeine Gleichung z% Grades in der Form 
geschrieben werden kann: A 

+ Bx -+ Cy 
+ Pat + Exy + Fy 
+ Gr + Hy 4 Key y Ly 
+ 
+ 


so ist die Zahl ihrer Glieder die Summe der arithmelischen 


Reihe I2 +83 +t... ta+ia +0, 


d nti (nt? 
also ee ee 
t.2 
Daher ergiebt sich die Anzahl der nölhigen Bedingungen 
nin— I 
N—1 AN 
1.23 


81. Es ist zu bestimmen, wie viele Bedingungen 
erfüllt sein müssen, damit die allgemeine Gleichung 
des a Grades æ gerade Linien darstellt, deren jede 
dureh einen gegebenen Punkt geht, 

Wir vergleichen die allgemeine Gleichung mit der Entwieke- 
lung der Gleichung 


y = yi na) nme)... 


Diese Entwiekelung enthält die 2 unbekannten Grössen m, 
m, My... und es bleiben denmach 


N-1—n 


bedingungen. 


52. Welches ist die Zahl der Bedingungen, die 
erfüllt sein müssen, damit die allgemeine Gleichung 
a Grades z gerade Linien repräsenlirt, die alle 
durch denselben Punkt gehen? 


f} + 
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Wir vergleichen die allgemeine Gleichung mit der Entwicke- 
hmg von 


[y — Yı — m (æ — x)] W—n—mla—a)])....—=o 
Diese letztere enthält ausser den z unbekannten Grössen m, 
ee noch die zwei unbekannten æ, y, und die Zahl der 
Bedingungen ist demnach 
7 ninti 
N— 1i — (à+? E e — 3 


Sechstes Kapitel. 


Ableitung 
der Haupteigenschaften aller Curven zweiten 
Grades aus der allgemeinen Gleichung. 


83. Die allgemeinste Form der Gleichung zweiten Grades ist 
4L + Bxy + C4 De 4 Ey + F=o 
worin A, B, C, D, E, F Constanten sind. 


Die Natur der durch diese Gleichung dargestellten Curven ist 
von den speciellen Werthverhältuissen der Constanten abhängig. 
Wie das vorige Kapitel gezeigt hat, in welchen Fällen sie zwei 
gerade Linien darstellt, so ist es die Aufgabe des gegenwärtigen 
Kapitels, die verschiedenen Curven zu classificiren, welche durch 
Gleichungen der angezeigten allgemeinen Form dargestellt wer- 
den können und einige der Eigenschaften zu entwickeln, welche 
ihnen allen gemeinsam sind *). 


*) Wir werden später beweisen, dass der durch eine Ebene in einem 
Kegel über eircularer Basis gemachte Schnitt eine Curve vom 2. Grade ist, 
und umgekehrt, dass es keine Curve des zweiten Grades giebt, welche nicht 
als ein Kegelschnitt betrachtet werden kann. Unter diesem Gesichtspunkte 
sind die Curven des zweiten Grades zuerst von den Geometern untersucht 
worden. Wir gedenken dieser Eigenschaften, weil wir es oft passend finden 
werden, die Bezeichnung „‚Kegelselmitt‘‘ statt der längeren Benennung „Curve 
des zweiten Grades zu gebrauchen. 
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Fünf Relationen zwischen den Coeffieienten sınd hinreichend, 
eine Curve des zweiten Grades zu bestimmen. Zwar enthält die 
allgemeine Gleichung sechs Constanten, aber es ist offenbar, dass 
die Natur der Curve nicht von der absoluten Grösse dieser 
Goefficienten abhängt, weil die Gleichung, wenn wir sie mit 
irgend einer Constanten z multiplieiren oder dividiren, immer die- 
selbe Curve darstellt; wir können daher die Gleichung durch F 
dividiren, um das absolute Glied = | zu machen und sie ist 
daher durch 5 Constante bestimmt. 


So z. B. kann ein Kegelschnitt durch 5 Punkte beschrieben 
werden. Indem wir in die Gleichung die Coordinaten x’, y u. s. w. 
jedes Punktes substilwiren, durch welchen die Curve gehen muss, 
erhalten Wir fünf Relationen zwischen den Coefficienten, nämlich 


T Eps + ey Be = y? + 4 a a nY+ AR 


> à R A 
u Fowi, welche zur Bestimmung der fünf Grössen zus w.ge 
L 


nügen. - 

U = 

84. Weil wir in diesem Kapitel oft Gelegenheit haben, die 
Metkiode der Coorulinatentransformation anzuwenden, so ist es 
nutskich, im voraus die Veränderungen anzuzeigen, welche die 
all nahe Gleichung, durch die Transformation zu parallelen 
Achseirlurch einen neuen Ursprung x y erfährt. Wir bilden 
die Gleichung, indem wir © + = für x, y + y für y ein 
sett TArt. 8) und erhalten 


Alep + Rate) yty) Ho yhn’+ Date) HE+) HF. 
Indem wir diese Gleichung nach den Potenzen der Veränder- 


lichen ordnen, finden wir, dass die Coeflieienten von 2°, æy, y? 
dieselben sind, wie vorher 4, B, C; dass 


das neue P P= 2x 4 By +D, 
das neue E E = 20y 4 BX HE, 
das neue F F == Ac"+ Bx y4 Cy’ 4 D4 Ey +F; 


d. h. wenn die Gleichung einer Curve des zweiten Gra- 
des zu parallelen Achsen durch einen neuen Ursprung 
transformirt wird, so bleiben die Coefficienlen der 
höchsten Potenzen der Veränderlichen ungeändert, 
während das neue absolute Glied das Resultat der 
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Substitution der Coordinaten des Ursprungs in die 
Original-Gleichung ist*). 


. 89. Jede gerade Linie schneidet eine Curve zwei-. 
ten Grades in zwei reellen, zusammenfallenden oder 
imaginären Punkten. 

Wir betrachten zuerst den Fall von Linien, welche durch den 
Anfangspunkt der Coordinaten gehen. Die Wahrheit des Satzes 
erhellt dann leicht durch Transformation zu Polareoordinaten. 

Wenn der Winkel zwischen den Achsen œ ist, so sehen wir 
(Art. 12), dass für eine Linie, die mit den Achsen die Winkel 
« und $ macht die Beziehungen gelten: 

æ sin o = p sing, ysin w == ọ sin ĝ, . 
oder wie wir zur Abkürzung schreiben wollen 
non aor 

Indem wir diese Substitulionen in die allgemeine Gleichung 
vollziehen, erhalten wir zur Bestimmung der Länge des Radius vector 
für einen der Punkte, in welchen die dureh die Gleichung my=n £ 
repräsenlirte gerade Linie die Curve schneidet, die quadratische Glei- 
chung (Am + Bmn + Cè) + (Dm + En) o + F=0. 

Weil diese Gleichung immer zwei Werthe für eo giebt, welche 
beide verschieden, gleich oder imaginär sein können, so schneidet 
jede dureh den Coordinatenanfangspunkt gehende gerade Linie die 
Curve in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginären Punk- 
ten. Wir übertragen in dieser Ausdrucksweise ähnlich wie in 
Art. 75 die Bezeichnung imaginär von den Wurzeln der- aufzulö- 
sender Gleichung auf die Punkte, denen dieselben als Radien 
vectoren zugehören. Ein imaginärer Punkt besitzt daher stets 
mindestens eine imaginäre Coordinate und ist ein rein analylischer 
Begrill, für den wir keinerlei geometrische Darstellung versuchen. 
Die Vernachlässigung dieser imaginären Punkte würde jedoch zu 
einen eben so grossen Verluste von Allgemeinheit in unseren Ent- 
wicklungen und zu eben so vielfältigen Inconvenienzen in unserer 
Sprache führen, als wenn unter alleiniger Beachtung der reellen 
Wurzeln der Gleichungen die Wahrheit des Satzes gelengnet würde, 
dass jede Gleichung eben so viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad 
Einheiten zählt. 


*) Dies gilt ganz ebenso fiir Gleichungen von beliebigen Graden, 
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Der Fall der weht durch den Coordinatenanfangspunkt gehen- 
den geraden Linie wird auf den vorigen zurückgeführt , indem 
man den letzteren Punkt nach irgend einem Punkte der Linie ver- 
legt. Die Gleichung wird dann 

dt Bey CHD Ey + K=, 
wo J, E, F die im letztexku Artikel gelindenen Werthe haben, 
und die Entfernungen des neuen Anlfangspunktes von den Punkten, 
in denen irgend eine durch ihn gezogene gerade Linie die Curve 
schneidet, sind die beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung, 
deren Form mit der der vorhergehenden genau übereinstimmt. 


56. Die nächsten Artikel beschäftigen sich mit einer Discus- 
sion der verschiedenen Formen, welche von der oben für ọ ge- 
fundenen quadratischen Gleichung angenommen werden, je nach 
den verschiedenen Werthen, welche wir dem Verhältniss m:n ge- 
hen können. 

Der Leser wird die von uns befolgte Methode besser verste- 
hen, wenn er sich der folgenden elementaren Prineipien erinnert, 
Setzen wir voraus, dass wir irgend eine quadratische Gleichung 

ag + bo + c =o 
zu discutiren haben, so kann ihre Lösung in einer der folgenden 
äquivalenten Formen geschrieben” werden; 
—hb + p W — jac 2e 


oa = = 


3 2a =b F V C- td. 


‚die letztere ist die Form, in ‚welcher die Lösung erscheint, wenn 
wir die gegebene Gleichung durch ọ° dividiren und sie für die Re- 
ciproke von o auflösen. 


L) Wenn wir eo haben, so ist die quadratische Gleichung 
durch o dividirbar und eine der Wurzeln ist ọ = o, indess die 
R b K, À 4 ` 
andre ist = — —. Wenu wir nicht allein c = o, sondern auch 
(A 
b = 0 haben, so ist die quadratische Gleichung durch ọ° dividir- 
bar und ihre beiden Wurzeln sind gleich o. 
|] 
2.) Wem wir a = o haben, so ist eine der Wurzeln der 
Gleichung = œ; denn wenn wir die Gleichung schreiben 
ra In $ p 
c ( ) + bh + a o, 
T, e 
so erhellt aus dem letzten Fall, dass, wenn a => o, die beiden 
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; 1 I b > 
Wurzeln sind <= o und — = — —, welchen Werthen entsprechen 
o c 
c ; ne 
e(=% =- Dasselbe erhellt auch, indem wir in der all- 


gemeinen Form der Lösung a —= o machen. Wenn nicht allein 
a == o, sondern auch b = o ist, so sind beide Wurzeln = œ. 


3.) Wenn b = o ist, so sind die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung gleich mit entgegengesetzten Zeichen. 


4.) Wenn b = 44c ist, sind die beiden Wurzeln gleich und 


N 


e 3 b Jip J 
wir können entweder schreiben oe = — Sa oder = — 7 Wenn 
; a D 


è > 4ac, so sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung reell; 
wenn b < +ac, so sind die Wurzeln imaginär. 


87. Wenden wir nun diese Prineipien auf die Gleichung an, 
welche die Punkte bestimmt, in denen die Linie my -= næ die 
Curve schneidet, 

(Am? 4- Bmn + Cr) è + (Dm + ENne+F=o 

1.) Sei F = o. In diesem Falle ist einer der Werthe von 
ọ = o, oder der Coordinatenanfang ist einer der Punkte, in de- 
nen die Linie die Curve schneidet. Der andere Werth ist 

Dm + En 
~ Am + Bmn + On? 

Wenn wir dagegen nicht nur F==o haben, sondern die Li- 
nie auch in einer solchen Richtung gezogen, dass Dm + En=o 
ist, so wird der zweite Werth von ọ auch = o und die Linie 
my = næ schneidet die Curve im Anfangspunkt der Coordinaten 
in zwei zusammenfallenden Punkten. 


ọ = 


Indem wir die Gleichung 
Dm + En =o 
mit ọ multipliciren und errinnern, dass mọ = x, ne = y, lin- 
den wir die Gleichung der geraden Verbindungsliuie der zwei 
unendlich nahen Schnittpunkte, nämlich 
Bx Du=0. 

Wir nennen die gerade Linie, welche zwei unendlich nahe 
Pynkte mit einer Curve gemein hat, eine Tangente derselben 
und die Stelle der Curve, welche durch das Zusammenfallen 
beider Punkte bezeichnet wird, den Berührungspunkt der- 
selben. 
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Aufg. 1. Finde die Gleichung der Tangente im Coordinatenan- 
fangspunkt zu der Curve 


5 tr7raytf— zr +t 2y =o. 
Aufl. e= 


Aufg. 2. Der Punkt (1, 1) ist in der Curve 
32 — xy + 2y? +7 — 5y — 3 = 0; 
transformire die Gleichung zu parallelen Achsen durch diesen Punkt 
und finde die Gleichung der Tangente in ihm. 


Aufl. Sie ist 92x — 5y == o bezogen zu den neuen Achsen und 
9 (æ — 1)— 5 (y — 1) = 0 bezogen auf die alten. 


88. Die Gleichung. der Tangente in irgend einem 
Punkte xy zu finden. 

a) Wenn wir zu parallelen Achsen durch xy’ transformiren, so 
verschwindet # (Art. 84) weil- y in der Curve ist. Die Gleichung 
der Tangente ıst dann De + Ey = o in Bezug auf die neuen, 
oder D(x— x) + Ey—y)=o 
in Bezug auf die alten Achsen. Schreiben wir für D’ und EZ die 
in Art. 84 gefundenen Werthe, so ist die Gleichung der Tangente 

RAX + By + D (x — a) +B + 20y + E) iy — y) = o, 
welche in cinfacherer Form geschrieben werden kann, indem man 
auf beiden Seiten die Identität 

24A2°?+2Bay +2Cy’+2De+2Ey+2F=o 
addirt; man erhält so die Gleichung der Tangente 
2AX+By+DxcH+(Ba+2Cy+Ey+Da+Ey+2F=o. 

b) Wir erhalten die nämliche Gleichung auch, indem wir ein- 
fach nach der gegebenen Definition der Tangente als der geraden 
Verbindungslinie zweier unendlich naher Punkte der Curve ver- 
fahren; die gerade Linie, welche zwei Punkte z,y,, £Y, verbin- 
det, hat die Gleichung 

u RT (at; 
æ — ix, t — t 
Liegen diese Punkte in der durch die Gleichung 
AX + Bxy + Ct Dx + KEy+F o 
bestimmten Curve, so gelten die Bedingungsgleichungen 
de’ + Bay tt Cy + Dx, + Ent F=o 
und Axt +t Bent Cyt + Dx,+ Ey + F= 0. 
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und es ergiebt sich daraus durch Subtraction 
data) + B (tiy un) t Cli — y) t Pie m) 
Ein) = o, 
wofür geschrieben werden kann 
I) tree re) + eu u 
+ Pu a) + Em m) 
Durch Division mit (2, — x) folgt hieraus 


dt) +2 R +2 i) + Cin tH EE k) 


Ti Tı ~ Tg) 
» [H — h 
D E u — = 0; 
DHEA): 
ei Ia >. 
und indem wir diese Gleichung für FED auflösen, erhalten wir 
ı 749 
hir ı eaa At) t Bu+D 
vi — Fi C + Ye) + Br, + E? 
somit die Gleichung der Verbindungslinie der gewählten Curvenpunkte 
Mt. y A(t z) +2By+D 
t— t Cin + y) +2, +E' 


Fallen beide in einen einzigen zusammen, so dass x; = x, 
und y= Y+, so entspringt daraus die Gleichung der Tangente 


Ihn artnet 
2— 2 2cy + Ba, t E 


oder (240, + Br +D) (ea) + (Bx, +20 + E) y- y) = o 
wie vorher. 
Aufg. Finde die Tangente in (2, 1) zu $ 
3a + 4y + 5y — Tr — 8y — 3 =o: 
Aufl. 9x + 10y = 28. 


89. 2.) Betrachten wir nun den Fall, in welchem ein Werth 
von e unendlich werden kann. 

Wir haben im Art. 86 gesehen, dass dies eintril,, wenn der 
Coellitient von eg! in der quadratischen Gleichung, welche ọ be- 
stimmt, verschwindet, wenn 

Amt Bmn+ Cn"—= 

Wenn daher m:n so gewählt wird, um dieser Relation zu 
genügen, so schneidet die Linie my = næ die Curve in einem 
unendlich entfernten Punkte; der andre Werth- von ọ ist im Allge- 

F 


` meinen endlich, nämlich ES —- usa 
"r ‚n 
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Weil im Allgemeinen zwei Werthe von m: n gefunden werden 
können, welche der Bedingung Am? + Bmn + Cn?=—o genügen, 
so können dureh den Goordinatenanfangspunkt zwei 
reelle, zusammenfallende oder imaginäre gerade Li- 
nien gezogen werden, welche die Curve in einer un- 
endlichen Entfernung schneiden, und jede von diesen 
Linien schneidet die Curve nur noch in einem andern 
Punkt, 

Wenn wir die Gleichung dm? + Bmn+ On! =o mit œ 
inultiplieiren und für mọ und zo ihre Werthe x und y substitui- 
ren, so erhalten wir für die Gleichung dieser zwei Linien 

Aæ -+ Bxy+ C =o. 

Wir können durch Transformation der Coordinaten, wie in 
Artikel S5 zeigen, dass es für jeden beliebigen Punkt zwei gerade 
Linien giebt, welehe von ilim aus so gezogen werden, dass sie 
die Curve erst in unendlicher Entfernung schneiden, und da in 
Artikel 84 gezeigt wurde, dass die Coefficienten 4, B, C durch 
Transformation ungeändert bleiben, so erhalten wir für jeden 
Punkt dieselbe quaclratische Gleichung 

Am + Bmn+ C(W"=o 
zur Bestimmung dieser geraden Linien. 

Wenn also durch einen Punkt zwei reelle Linien 
gezogen werden können, die die CurveimÜUnendlichen 
schneiden, so wird dieselbe auch vonden durch irgend 
einen andern Punkt zu ihnen gezogenen Parallelli- 
nien erst in unendlicher Entfernung geschnitten”). 


90. Die wichtigste Frage, die wir betrefls der Form der durch 
irgend eine Gleichung dargestellten Curve thun können, ist, ob 
sie in jeder Richtung begrenzt ist, oder ob sie sich in irgend einer 
Richtung ins Unendliche erstreckt. Das Beispiel unbegrenzter Aus- 
dehnung giebt der Fall, in welebem sie ein Paar gerade Linien 
darstellt. Es ist daher nothwendig, ein Kennzeichen zu finden, 
wodurch wir unterscheiden können, welcher Klasse von Oertern 
die durch irgend eine specielle Gleichung zweiten Grades darge- 
stellte Curve angehört. Ein solches Kennzeichen ist uns aber durch 
den letzten Artikel geliefert. Denn wenn die Curve in jeder Rich- 


. 
#) Dies ist auch geometrisch evident, weil parallele Linien als durch 
denselben unendlich entfernten Punkt gehend betrachtet werden müssen. 
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tung begrenzt wäre, so kann kein durch den Ursprung gezogener 
Radius vector der Curve einen unendlichen Werth haben; wir 
fanden aber im letzten Artikel, dass wir, damit der Radius vector 
unendlich werde, haben müssen 

Am’+ Bmn + Cr = ù 


1.) Wenn wir nun voraussetzen B? — 44C sei negativ, so sind 
die Wurzeln dieser Gleichung imaginär und es kann kein reeller 
Fir. 37. Werth von m:n gefunden wer- 
y den, welcher der Bedingung 
EE Am’+ Bmn + Crw =o 
' genügt. In diesem Falle kann 
/ daher keine reelle gerade Linie 
/ X gezogen werden, die die Curve 
im Unendlichen schneidet, und 
die Curve ist in jeder 
/ Richtung begrenzt. Wir 
X werden im zehnten Kapitel zei- 
gen, dass ihre Form die in der 
Figur dargestellte ist. Eine Curve dieser Klasse wird Ellipse 
genannt. 
2.) Wenn 5° —44C positiv ist, so sind die Wurzeln der Glei- 
chung Am’+Bmn+Cn==uo 
reell und verschieden; folglich giebt es zwei reelle Werthe von 
m:n, welche den Radius 


ihn vector des einen der Punkte 
\ Y unendlich machen, wo die 
| Fi Linie my = næ die Curve 
i À schneidet. 


Also können in diesem Falle 
zwei reelle gerade Linien durch 
den Ursprung gezogen wer- 
An BT den, die die Curve im Un- 
at, DR, endlichen schneiden. 

Eine Curve (dieser Klasse 
wird eine Hyperbel genannt 
' und wir zeigen im zelinten 
Kapitel, dass ihre Form die 


in der Figur dargestellte ist. 
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3.) Wenn 3? —44C0=o, so sind die Wurzeln der Gleichung 
Am? +4 Bmn+ Un =ò 

reell und einander gleich und die zwei Richtungen, in welchen eine 
gerade Linie gezogen wer- Fig. 39. 
den kann, die die Curve / 
in unendlicher Entfernung JY Fy 
schneidet, fallen zusammen. f 
Eine Curve dieser Klasse "i 
wird eine Parabel ge- á 
nannt und wir zeigen im zart DE 
elften Kapitel, dass ihre A 
Form die hier dargestellte Ir E q 
ist. 7 


91. Indem wir die eben vorgetragenen Prineipien auf Bei- 
spiele anwenden, zählen wir zunächst einige der wichtigsten Fälle 
auf, welche sich am häufigsten in denselben darbieten : 

1.) Wenn B=o, so ist die Curve eine Ellipse, sobald 4 und 
C dasselbe Zeichen haben und sie ist eine Hyperbel, wenn sie ent- 
gegengeselzte Zeichen haben. 


2.) Wenn entweder 4 oder C=o und B nicht ==o, so redu- 
cirt sich die Grösse B?—440 auf B?, welches wesentlich positiv 
ist und die Curve ist eine Hyperbel; in dem Falle wo 4=o, ist 
die Achse der x selbst eine von den Linien, welehe die Curve 
im Unendlichen schneiden und ebenso in deu Falle C=o, die 
Achse der y; diese Linien sind im Allgemeinen dureh die Glei- 
chung gegeben A+ Bay + Cy =o. 

3.) Wenn entweder 4 oder C—o und zu gleicher Zeit B =o, 
so wird D? —44C=o0 und die Curve ist eine Parabel. 

4.) Im Allgemeinen ist die Curve eine Parabel, wenn die drei 
ersten Glieder ein vollkommenes Quadrat bilden. 


Aufg. Bestimme die Gattung der durch folgende Gleichungen 
dargestellten Curven: 


3 + day + 5y? — Le —Ty —4 = 0. Ellipse. 


2 + ty — y t 3e tymo. Hyperbel. 
ty + y — t —y—lm=o. Parabel. 
æ? 2ry y? 2r 2y x ; 

J a ta z p trı=o Parabel. 


www.rcin.org.pl 


= MI = 


92. 3.) Untersuchen wir nun zunächst den Fall, wo der Werth 
von m:a so beschalfen ist, dass die quadvalische Gleichung, (Art, 
55) dureh welche g bestimmt ist, gleiche Wurzeln mit entgegen- 
gesetzten Zeichen hat. Dies ist der Fall, wenn 


Dm + En ==0. (Art. 86.) 


Die Punkte, welche gleichen und entgegengesetzten Werthen 
von ọ entsprechen, sind gleichweit entfernt vom Anfangspunkt der 
Coordinalen und auf enlgegengesetzten Seiten desselben. Daher 
ist die dureh Dæ + Ly=0 
dargestellte Sehne im Coordinatenanfang halbirt. Also kann 
durch jeden gegehenen Punkt im Allgemeinen eine 
Sehne gezogen werden, welehe in ihm halbirt wird. 


93. Es giebt jedoch einen Fall, wo durch denselben Punkt 
mehr abs eine Sehne gezogen werden kann, die in ihm halbiert. 
wird. 

Wenn in der allgemeinen Gleichung D=o, E==o ist, so hal 
die Grösse Dm + En, welches immer der Werth von m:n sein 
mag, den Werth Null und wir schen, aus denselben Gründen wie 
vorher, «dass in diesem Falle jede durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten gezogene Sehne in ihm halbirt wird. 


Der Coordinatenanfangspunkt wird dann das Centrum der 
Curve genamt. 

Wenn nun zwar für irgend einen willkürlich gewählten Coor- 
(inatenanfang die Grössen P und Z nicht —o sind, so sehen wir 
doch, dass wenn die Curve ein Centrum hat, die Grössen P und 
E verschwinden, sobald wir diesen Punkt zum CGoordinatenanlang 
wählen; oder umgekehrt, dass wenn die Achsen zu irgend einem 
neuen Anfangspunkt so transformirt werden, dass die Coeflicien 
ten von x und y verschwinden, dieser neue Anfangspunkt der 
CGoortdinaten ein Centrum der Curve sein muss. 


Um zu bestimmen, ob es möglich ist, durch Transformation 
der Coordinaten das nenc PD und Z=o zu machen, benutzen wir 
die in Artikel 84 gegebenen Formeln für die einer Transformation 
entsprechenden Veränderungen der Gonstanlen und finden, dass 
die Coordinaten des neuen Anfangspunktes die ee ii 


242 + By+D—=omd2Cy + B 
erfüllen müssen, 


1 = 0 
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Diese zwei Gleichungen sind hinreichend, = und y zu be- 
stimmen und «da sie linear sind, so kann ilmen nur dureh je einen 
Werth von æ und y genügt werden, also haben Kegelschnitte 
in Allgemeinen ein und nur ein Centrum. 

Seine Coordinaten werden durch Auflösung dieser Gleichun- 
gen gefunden : 

BE—2CD BD— 24E 
er rc 

In der Ellipse und Hyperbel ist die Grösse 2° 
endlich (Artikel 90); aber in der Parabel ist 

B— 440 =o 
und die Coordinaten des Centrums werden demnach unendlich. Die 
Ellipse und IIyperbel sind deshalb wohl zusammen als Central- 
curven bezeichnet worden, während die Parabel eine Curve 
ohne Centrum genannt worden ist. 


— 440 immer 


Der Anfänger muss jedoch dabei sich erinnern, dass genau 
gesprochen, jede Curve des zweiten Grades ein Centrum hat, ob- 
gleich in dem Fall der Parabel dieses Centram in einer unendli- 
chen Entfernung gelegen ist. 


94. Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen zu fin- 
den, die bei einer Curve des zweiten Grades einer ge- 
gsebenen geraden Linie parallel sind. 

Wir sahen (Artikel 92), dass eine Sehne dureh den Anfangs- 
punkt der Coordinalen my = næ in ihm halbirt wird, wenn 
Dm + En = 0 ist. Verlegen wir. nun den Anfangspunkt nach irgend 
einem andern Punkte, so erhellt in derselben Art, dass eine zu 
jener parallele Sehne in dem nenen Anfangspunkt halbirt wird, 
wenn m Einheiten des neuen D mit a Einheiten des neuen Æ zu- 
sammen die Summe Null geben, oder (Artikel 83) 

‘m (24L + By + D) + n(B£ + 20y -+ E= o. 

Diess ist daher eine Relation, weleher durch die Coordina- 
ten des neuen Anfangspunktes genügt werden muss, wenn derselbe 
der Mittelpunkt einer zu my =ng parallelen Sehne sein soll. Also 
muse der Mittelpunkt irgend einer zu ihr parallelen Sehne in der 
geraden Linie 

m (24x 4 By + DP) + niba +2 + H=o 


liegen und diese ist somit- der verlangte geometrische Ort. 
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Jede gerade Linie, die ein System von parallelen Sehnen einer 


Fig. 40. 


o 


Curve halbirt, wird cin 
Durchmesser dersel- 
ben genannt, und die 
Sehnen, welche er hal- 
birt, heissen seine Or- 
dinaten. 

Die Form der Glei- 
chung zeigt (Artikel 36), 
dass jeder Durchmesser 
durch den Durchschnitt 


Gleichungen 


- der zwei geraden Linien 
gehen muss, welche die 


240 + By + D=ound2Cy + Be + E=o 


Fig. 4l. 


`H 


darstellen; dies aber sind die 
Gleichungen, durch welche 
wir in Artikel 93 die Coordi- 
naten des Centrums bestimm- 
ten und wir erkennen, dass 
jederDurchmesser durch 
das Centrum der Curve 
geht. Wenn also irgend ein 
Kegelschnitt gegeben ist, so 
können wir sein Centrum geo- 
metrisch finden; denn wenn 
wir irgend zwei parallele Seh- 


nen ziehen und ihre Mittelpunkte verbinden, so haben wir einen 


Fig. 42. 
hy 


Durchmesser. In gleicher 
Art finden wir einen an- 
dern Durchmesser. Wenn 
diese zwei Durchmesser ein- 
ander parallel sind, ist die 
Curve eine Parabel, wenn 
sie sich schneiden, ist der 
Durchschnitispunkt das Cen- 
trum der Gurve. 


in 
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Weil m24 + By + D) + n(Bx +4 2Cy + E) == 0 

die Gleichung des Durchmessers ist, der die zu my =næ paralle- 
len Sehnen halbirt, so ergiebt sich durch die successiven Annah- 
men mso und z = 0, dass 

2Ha + By T Do 
die Gleichung des Durelimessers ist, der die zur Achse der x pa- 
rallelen Sehnen halbirt, und 

HC E We 
die Gleichung des Durchmessers, der die zur Achse der y paral- 
lelen Sehnen halbirt. 


a A 24 B 
In der Parabel ist 2? — 44C = o oder — — — md es ist 
B u Se 
also die Linie 242 + By + Do 
der Linie 2Cy + Be -+ E=o 


parallel; folglich sind alle Durchmesser der Parabel pa- 
rallel zu einander. Dies ist anch deshalb offenbar, weil wir 
gezeigt haben, dass alle Durchmesser eines Kegelschnittes durch 
das Centrum gehen müssen, welches im Fall der Parabel in uñ- 
endlicher Entfernung ist, und weil parallele gerade Linien als 
solche betrachtet werden können, die sich in unendlicher Entfer- 
nung schneiden *). 


95. Die Durehmesser der Parabel haben dieselbe 
Richtung, wie die geraden Linien durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten, welche die Curve in unendli- 
cher Entfernung schneiden. 

Denn die Linien durch den Ursprung, welche die Curve in 
inendlicher Entfernung schneiden, sind (Art. 89) durch die Glei- 
chung AL F Bay + C =o, 
oder indem wir für 3 seinen Werth (440) schreiben, 

« VAx + VYCy’=o 
ausgedrückt. Aber die Durchmesser sind nach dem letzten Arti- 
kel parallel zu 2.48 + By=o, welches wenn wir für B denselben 


*) Das vertraute Beispiel des Kreises reicht hin, dem Anfänger die Na- 
tur der Durchmesser der Curven zweiten Grades zu erläutern, Er muss nur 
bemerken, dass die Durchmesser nicht im Allgemeinen, wie im Fall des 
Kreises, ihre Ordinaten unter rechten Winkeln duerchschneiden, In der Pa- 
vabel z. B, wo die Richtung der Durchmesser unveränderlich ist, kaun die 
der Ordinaten jede beliebige sein und der Winkel zwischen beiden jeden 
mögliehen Werth annehmen. 

Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnilte, 8 
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Werth schreiben, sich auch auf F Ae + YCy==o reduecirt. Also 
schneidet jeder Durchmesser der Parabel die Curve in einem wn- 
endlich entfernten Punkte und kann «daher nur einen endlichen 
Punkt mit ihr gemein hahen. 


Durchmesser eines Kegelschnittes 
eo) 


96. Wenn zwe 
einer von ihnen alle zu dem andern 


so liegen, dass e 
parallele Sehnen lralbirt, so halbirt auch der zweite 
alle Sehnen, welche dem ersten parallel sind. 

Die Gleichung des Durchmessers, welcher die zu my =ne 
parallelen Sehnen halbirt, ist (Artikel 94) 

(24m + Bn)z + (Bm + 2Cn)y + Dm + En =o. 

Wenn dieser dann zu my= næ parallel ist, so müssen wir 


i 
i 


m p Bm + 2C0n 
haben n a 
n 24m+ Bn 
oder 24mn + B(mn + m 2) + Cnn =0 


Aber «die Symmetrie dieser Gleichung in Bezug auf die Grös- 
sen m, n, m, na zeigt, dass sie auch die Bedingung giebt, unter 
weleher die gerade Linie my=nz zu dem Durchmesser parallel 
ist, der die Sehnen my — n’z halbirt. 

Zwei Durchmesser, die so aufeinander bezogen sind, dass 
jeder die zu dem andern parallelen Sehnen halbirt, heissen con- 
jugirte Durchmesser. 

Nur die Centraleurven können conjugirte Durchmesser haben, 
weil bei der Parabel die Richtung aller Durchmesser dieselbe ist. 
Ist in der allgemeinen Gleichung B = o, so sind die Achsen zu 
einem Paar conjugirter Durchmesser parallel. 

Denn der Durchmesser, welcher die zur Achse der x parallelen 
Sehnen halbirt, wird in diesem Falle 24x + 2 = 0 und daher 
zur Achse der y parallel; in gleicher Weise wird der Durchmes- 
ser, welcher die zur Achse der y parallelen Sehnen halbirt, in 
diesem Falle 2Cy + E= o und daher zur Achse der x parallel. 


97. Wir haben bemerkt, dass die Ordinaten eines Durch- 
ınessers oder der ihm conjugirte Durchmesser im Allgemeinen 
nieht rechtwinklig zu ihm stehen und untersuchen daher jetzt 
die Frage, welchen Bedingungen ein Paar conjugirte Durchmesser 
genügen müssen, wenn sie sich rechtwinklig durchschneiden 
sollen. 
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Die Gleichung des zu my= ng conjugirten Durchmessers ist 
nach dem vorigen Artikel 


miAx + By 4+ D +n2Cy+ Bx + È = o. 
Beide gerade Linien sind nach Art. 40 rechtwinklig zu einan- 
der, wenn 24dm+ Bnin — (Bm--2ÜUn\m=o, 


oder Bm! — 2! A4— Cnm — Ba’ oa. 


r a ; ; 7 
Daraus entspringen für — zwei bestimmte reelle Werthe und 
n 


wenn wir die Bedingungsgleichung mit ọ mullipliciren und x, y 
für mọ, no resp. einsetzen, t 
Ba" — (4 — C)ry — By =, 
welches nach Artikel 76 die Gleichung zweier reellen zu einander 
reehtwinkligen geraden Linien ist. In jeder Gentraleurve 
existiren somit ein Paar conjugirte Durchmesser, 
welche rechtwinklig zu einander stehen. Wir nennen 
dieselben die Achsen der Curve und die Punkte, in denen sie 
die Curve schneiden, die Scheitel derselben. Die Entwickelungen 
des Artikel 77 zeigen überdies, dass die Gleichung der Achsen 
mit der Gleichung dierjenigen beiden geraden Linien übereinstimmt, 
welche den innern wnd äussern Winkel zwischen den beiden durch 
die Gleichung 
Ax + Bxy +4 Cy = 0 
vepräsentirten Geraden halbirez.Wir haben im Artikel 59 gese- 
hen, dass jede dieser beiden geraden Linien die Curve in einem 
unendlich entfernten Punkte schneidet und überdies in einem Punkte 
k 
~ Dm + En 
vom Anfangspımkl der Coordinaten. Ist dieser Anfangspunkt das 
Centrum der Curve, so sind (Artikel 93) 
D=o, E= 0, 


in der Entfernung p = 


d. h. der Radius vector auch des zweiten, sonst in endiicher Ent- 
fernung gelegenen Selmittpunktes wird unendlich. Durch das Cen- 
iram der Curve können demnach zwei gerade Linien gezogen wer- 
den, welche die Gurve in zwei zusammenfallenden Punkten in 
unendlieher Entfernung treffen und welche somit als Tangenten 
der Curve in den unendlich entfernten Punkten derselben be- 
trachtet werden können. Sie werden die Asymplolen der 
T 
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Curve genannt und sind reell im Falle der Ilyperbel und imagi- 
wär im Falle der Ellipse., In jedem Falle ist die unendlich ent- 
fernte gerade Linie die Berülmungsselhne, welehe diesen reellen 
oder imaginären Tangenten entspricht. 

Nach dem Vorigen sind die Achsen der Curve dieje- 
nigen Durchmesser derselben, welche die von ihren 
Asymptolen gebildeten Winkel halbiren, und sie sind reell, 
gleichviel ob die Asymptoten reell oder imaginär sind. 


Die Lage dieser Achsen lässt sich auch ebensogut durch die 
Berechnung des Winkels $ bestimmen, den eine von ihnen mil 
der Achse der æ einschliesst. Dazu gehen wir auf die Bedin- 
gungsgleichung 

Bm? — 2(4 — ÖÜ)mn — Br? = 0 
zurück und bemerken, dass für m und z respective cos& und 
sin gesetzt werden dürfen; dadurch ergiebt sich zur” Bestim- 
mung des Winkels $ die Bedingungsgleichung 

B cos? — 2 (A — C) cos Ẹ sind — B sir? = o, 

und da dieselbe in 

B cos 29 — (A — C) sin 28 = 0 
übergeht, 

ui 29 = - 

A—t 

98. Dasselbe Ergebniss konnle auch durch Coordinatentrans- 
formalion abgeleitet werden; denn es ist leicht zu zeigen, dass 
es stets möglich ist, die Gleichung zweiten Grades von einem 
Paar vechtwinkliger Achsen zu andern rechtwinkligen Achsen so 
zu transformiren, dass der Coefficient von xy aus der Gleichung 
verschwindet. Dann aber sind nach Artikel 96 die Coordinaten- 
achsen einem Paar eonjugirter Durchmesser parallel und diese sind 
die Achsen der Curve. 

Ist der Winkel, um welchen das nene Achsensystem gegen 
das alte gedreht wird, $, so wird die Transformation durch die 
Einführung von z cos 8 —ysin $ für = und von = sin $+y cos è 
für y vollzogen und die Gleiehnng wird 
Aix cos © — y sin 9° + B(æ cos $ — y sin 8) (æ sin $ + y cos ĝ) 

+ C(x sin & + y cos 9) + D(x cos d — y sin ®) 
+ E(x sin + y cos 8) + F= o. 
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‘Durch Ordnung der Glieder erhalten wir zum Coelficienlen 
von æ? L =A cost + B cos È sin © + C sino, 
zum Goeflicienten von zy 

B — C sin cos? + B (ws? — sin?) — 2 A sind cus®$, 
und zu dem von y? 
ro C = Asin’? — B cos sind + C cosh. 

Soll nun das Glied Bay nach der Transformation versehwin- 
den, so ergiebt sich die Bedingungsgleichung 

HUE — A) sin È cos F + B icostt A = 9 


zur Bestimmung von 9 und daraus wie oben 


tan 24 = b 
A — í 


: 0 è 
Wenn B=o und 4 = C ist, so wird lan 2% = und die 


Achsen der Curve sind unbestimmt, oder jeder Durchmesser 
ist rechtwinklig zu dem ihm conjugirten; die besondere 
Curve zweiten Grades, deren Gleichung dieser Bedingung genügt, 
ist der Kreis. 


99. 4.) Betrachten wir nun zuletzt den Fall, wo die Gleichung, 
welche ọ bestimmt, gleiche Wurzeln hat. Wenn dies der Fall 
ist, so schneiglet die Linie my=nx. die Curve in zwei zusammen- 
fallenden Punkten und berührt sie daher; die Gleichung (Art. 55) 

Am!’ + Bman + Cn) a 4 (Dm + Eng + Fa, 
hat aber gleiche Wurzeln wenn 
Dm + Enf =4F (Am 4 Bmn+ Cn”). 


Weil dies eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von 
m:n giebt, so sehen wir, dass durch den Ursprung stets zwei 
reelle, zusammenfallende oder imaginäre. Tangenten gezogen wer- 
den können, ludem wir die eben gefundene Gleichung durch g? 
mulltiplicircen und für mọ und ze x und y substiluiren, erhalten 
wir die Gleichung des Paars der Tangenten durch den Anfangs- 
punkt der Coordinaten 

D— AE) + 2! DE —2BFjxy + (E — 4+0 F) y'= 0. 


Es ist nöthig, speciell den Fali zu bezeichnen, wo diese zwei 
D 
Tangenten zusammenlallen. Wenn wir die Bedingung anwenden, 
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dass die eben gefundene Gleichung gleiche Wurzeln haben ’soll, 
so erhalten wir 
D’— 4 AF) (R—4CF) = (DE — 2 BFF 
oder F(4E + CF4 FEP —BDE 3AC F) =ù. 
dies wird dann erfüllt, wenn F-=0, d. h. wenn der Anfangs- 
punkt der Curve angehört. a 
čs kann also irgend ein Punktin der Curve als der 
Durchschnitt zweier zusammenfallenden Tangenten 
betrachtet werden, sowie jede Tangente als die Ver- 
bindungslinie zaweier zusammenfallenden Punkte an- 
geschen werden darf. 
Die Gleichung hat aber auch gleiche Wurzeln, wenn 
AE+ C+ FBt— BDE— 440F=o. 


Wir erhielten diese Gleichung im Artikel 78 als die Bedin- 
sung, unter welcher die Gleichung des zweiten Grades zwei ge- 
rade Linien repräsentire. Um zu erklären, warum wir bier wie- 
der auf diese Gleichung treffen, erinnern wir, dass unter einer 
Tangente überhaupt eine gerade Linie verstanden wird, welche 
die Curve in zwei zusanmenfallenden Punkten schneidet; wenn 
sich daher die Curve auf zwei gerade Linien reducirt, so ist die 
einzige gerade Linie, welche den Ort in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneiden kann, die durch den Durchschnittspunkt dieser 
geraden Linien gezogene, und weil zu einer Curve zweiten Grades 
immer zwei Tangenten gezogen werden können, so müssen in 
diesem Falle beide Tangenten mit der Linie nach diesem Durch- 
schnittspunkte zusammenfallen. 


100. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, 
welche die Berührungspunktle der vom Ursprung aus 
gezogenen Tangenten verbindet. 

Wir haben im letzten Artikel gesehen, dass, wenn m:n 
eine der Wurzeln von 

(D—4A4F)\m? +2! DE—2BF\mn + (E-AaCFu=o 
ist, die gerade Linie my =ne die Curve berührt und Er als- 
dann die quadratische Gleichung 

(dm?’+ Bm + Cnh oh Dm + Enjo + F=u 
gleiche Wurzeln hat. 
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Aber nach Artikel 80 ist der gemeinschaftlliche Werth der 
gleichen Wurzeln einer Gleichung 


ag’ + ho + ee = o0 


DE 
durch — 


| 


gegeben. 


> 


’ 
Der Werth des Radius vectors des Berührungspunktes ist 
lal ar 
daher 0 — > —, 
z Dm4 En 
oder es ist 
Dmg + Eng + 2F= 0. 


Die Coordinaten jedes Berührungspunktes genügen daher der 

Gleichung 
D+ Ey + 32F=0, 
welche die Gleichung der geforderten Linie ist. Sie ist die Glei- 
chung einer reellen Livie, gleichviel ob die Tangenten durch den 
Coordinatenanfangspunkt reell oder imaginär sind. Wir nennen 
sie die Polare des Coordinatenanfanges, und umgekehrt 
nennen wir den letztern den Pol dieser Linie. Wenn der An- 
langspunkt der Coordinaten zugleich das Centrum der Curve ist, 
so redueirt sich die Gleichung seiner Polare auf die Form 
Fæ o, 

welche nach Artikel 65 die unendlich entfernte gerade Linie re- 
präsentirt. Demnach ist das Geutrum der Curve als der 
Pol der geraden Linie in Bezug auf dieselbe zu Dbe- 
trachten, welche ganz in unendlicher Entfernung liegt. 
Wir halten dies Ergebniss zu denen des Artikel 97, nach wel- 
chen die unendlich entfernte gerade Linie die Berührungsschne 
der reellen oder imaginären Tangenten ist, welche man vom Cen- 
trum aus an die Curve ziehen kann. 


101. Die Gleichung der Polare irgend eines Punk- 
tes xy zufinden. Wenn wir die Gleichung zu parallelen Ach- 
sen durch xy tansformiren, so ist die Polare des neuen An- 
fangspunktes 


Paet Ey +2F =o, 
und indem wir zum allen Coordinatensystem zurückkehren, oder 
z— x fir &z,y—y für y eiuführen, 
P(x =r -H E y y) +2 F = u, 
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Schreiben wir mn für D, E, F’ ihre Werthe (Artikel 84) und 
reduciren, wie in Artikel 88, so finden wir für die Gleichung der 
Polare 
2Ac+Ryt+DMc+iBe+2Cy) + Ey + Dax p Ey pa Fo, 
Aus der Vergleichung dieses Ergebnisses mit der in Artikel 
88 gefundenen Gleichung sehen wir, dass die Polare irgend 
eines Punktes in der Curve die Tangente der Curve 
in diesem Punkte ist. 


102. Die Polare des Anfangspunktes 
Dæ + Ey 4 2F= o 
ist parallel zu derjenigen Selme der Curve, welche im Anfangspunkt 
halbirt wird und die daher eine Ordinate des durch ihn gehenden 
Durehmessers der Curve ist. Also ist die Polare irgend 
eines Punktes parallel zu den Ordinaten des durch 
diesen Punkt gehenden Durchmessers. 

Dies enthält als einen speciellen Fall den Satz: Die Tan- 
gente am Ende eines Durchmessers ist parallel zu den 
Ordinaten dieses Durchmessers. Im Fall der Gentraleur- 
ven schliessen wir noch, weil die Ordinaten eines Durchmessers 
parallel zum eonjugirten Durchmesser sind: Die Polare eines 
beliebigen Punktes in einem Durchmesser einer Cen- 
traleurve ist dem conjugirlen Durchmesser parallel, 


103. Wennirgend ein Punkt æy” in der Polare von 


zy genommen wird, so muss seine Polare durch æy 
gehen. 

Denn die Bedingung unter welcher æy” in der Polare von 
xy liegt, ist (Artikel 99) 
aA 4 By + Dia hy + Bet Ey’ + Dx Ey ta Fo. 
Aber diese kann geschrieben werden 
(2A -p By + D£ +C H Bx H Ey+ D,e’+ Ey + Fc o 
und ist daher auch die Bedingung, unter welcher xy in der 
Polare von xy” liegt. 

Die Form der Gleichung der Polare zeigt bereits an (Artikel 
50), dass die Polare eines Punktes, welcher sieh längs 
einer geraden Linie bewegt, sich um einen festen 
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Punkt drebt, nämlich (nach dem Vorigen) um den Pol der 
geraden Linie. 

Das Theorem dieses Artikels kann auch so ausgesprochen 
werden: Der Durchschnitt irgend zweier geraden Li- 
nien ist der Pol der geraden Linie, die ihre Pole ver- 
bindet und umgekehrt: Die gerade Verbindungslinie ir- 
gend zweier Punkte ist die Polare des Durchschnitts- 
punkts der Polaren dieser Punkte. 


104. Wenn in einem dureh den Anfangspunkt 
der Coordinaten ge- Fig. 43. 
zogenen Radius’ vec- P 
tor das harmonische \ Tr A" 
Mittel OR zwischen N Fe / 
den durch die Curve ON “7 
inihm bestimmten Ab- \ 7 PA 
schnitten genommen rY dè j r 
wird, se liegt Rin der i 
Polare des Anfangs- aa EA 
punktes, ji xR 

Wir fanden iArt. 85), E N 
dass OR, OR" durch die Fi N ar 
quadratische Gleichung ee Eu 

dn + Emn + Ca) o 4 (Dm + En) ọ 4 F=o 
bestimmt sind; daher ist nach der Theorie der Gleichungen 
2 1 J Dm -+ En 
OR.” OR + DR - 2.7: 

Um den Ort von R zu finden, müssen wir für m. OR und 
x.OR resp. æ und y schreiben und die Gleichung des Ortes ist 
somil Dx + Ey+ta2F=o, 
d. h. die Gleichung der Polare des Anfangspunktes der Coordi- 
naten. In jeder dureh den Anfangspunkt gezogenen ge- 
raden Linie wird die zwischen den Durehschnittspunk- 
ten mit der Curve enthaltene Strecke dureh ihn und 
seine Polare harmonisch getheilt.*) 


*) Für die Aufzählung einiger specielleu in diesem Satze enthaltener 
Fälle verweisen wir den Leser auf den Abschnitt über «die aullarmonischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte, 
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105. Wenn zwei Linien durch irgend einen Punkt 
gezogen werden und mau verbindet die Punkte, wo 
sie eine Curve zweiten Grades schneiden, so begeg- 
nen sich die geraden Verbindungslinien in der Po- 
lare des Punktes. 

Wir wählen die beiden geraden Linien zu Coordinatenachsen 
und bezeichnen die dureh die Curve in ihnen bestimmien Ab- 
schuilte durch a, « für die Achse der æ und durch b, v für die 
Achse der y. 


Alsdanı sind 


w y x y 
— + — |] => und +5 — 1 = 0 
a b a b 

die Gleichungen der directen und 
Y Y x Y 
> + — İİ = o und ES > I, = o 
7 b a b 


die der transversalen Verbindungslinien. 

Die Gleichung der geraden Linie, welche den Durchsehnitts- 
punkt des ersten Paares dieser Geraden mit dem Durehschnitts- 
punkt des zweiten Paares derselben verbindet, ist somit (Art. 36) 

er Dre A. 
a + iR tr SEN 
Ist aber 
Ax 4 Bxy + Cy + Dz 4 Ey 4 F= 
die Gleichung der Curve, so sind a und « aus der Gleichung 
A®TtTDc+F=u 
und b und baus der Gleichung 
Gy Ey are 
bestimmt; es ist somil 


I I D l | KE 
= + xy an P und It mE e A 
oder die Gleiehung jener Verbindungslinien 
DER Be 
u a T = 
= G > z) +y ( + p) S > 
3 D E : 
wird pT p’ 2 = o oder De+ Ey + 2F = 0, 


welches die Gleichung der Polare «des Anfangspunktes ist. 
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Wenn die Curve zweiten Grades als ein Paar gerade Linien 
erscheint, so geht als ein specieller Fall dieses Satzes das in der 
Aufgabe 7 Artikel 48 enthaltene Ergebniss hervor. 

Die Taugenten, welche in den Durchschnittspunk- 
ten zweier geraden Linien mit einer Curve zweiten 
Grades an dieselbe gezogen werden, schneiden sich 
in der Polare des Durehschnittspunkts jener Geraden, 

Dies ist ein specieller Fall des vorigen Satzes, nämlich der, 
wo die beiden Linien als zusammenfallend vorausgesetzt sind; 
er folgt auch unmittelbar aus Artikel 101, weil der Pol irgend 
einer durch den Punkt (O) gezogenen Sehne in der Polare des 
Punktes (TT) liegen muss; und unter dem Pol einer geraden 
Linie der Durchschnittspunkt der Tangenten in den Punkten der 
Curve verstanden ward, wo dieselbe von der geraden Linie ge- 
schnitten wird. Nach dieser Eigenschaft kann die Polare eines 
Punktes als der geometrische Ort definirt werden, welchem die 
Durchschnittspunkte der Tangenten in den Endpunkten der durch 
ilm gezogenen Selmen angehören. Diese Definition ist ebensowolhl 
brauchbar, wenn der Punkt innerhalb, als wenn er ausserhalb des 
Kegelschuitts liegt. 


106. Wenn durch einen Punkt O (Fig. 43) eine gerade 
Linie OR willkürlich gezogen und der Pol der Linie P 
mit O durch ein Gerade verbunden wird, so bilden die 
Linien OP, OR mit den von O aus an den Kegelschuitt 
gezogenen Tangenten ein harmonisches Büschel. 

Denn da OR die Polare von P ist, so ist TT in Z nd 
R harmonisch geschnitten und somit bilden die Linien OP, UT, 
OR, OT ein harmonisches Büschel. 


Aufg. 1. Wenn ein Viereck ABCD einem Kegelschniti 


eingeschrieben isl, so ist Fiw. 44 
jeiler dev Dunkle £, #, 0 E 


der Pol der geraden Linie, 
welche die beiden andern 
verbindet. 

Weil ZU und ZD zwei durch 
den Punkt Æ gezogene Linien sind (Aaa 
und CD, AB ein Paar der Ver- X in 
bindungslinien der Punkte, wo F < -< 
sie den Kegelschniltt sehneiden,  ; N ee 
so müssen sich diese Linien in # 5 P 
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der Pulare von Zdurchschneilen; so auch 4P und CB; daher ist die 
Linie O F die Polare von Æ. In derselben Art wird bewiesen, dass EF 
die Polare von O und ZO die Polare von F ist. 

4ufg. 2. Von einem ausserhalb gelegenen Punkt an einen Kegel- 
schnitt eine Tangente mit Hülfe des Lineals allein zu ziehen. Man zieht‘ 
irgend zwei gerade Linien durch den gegebenen Punkt Æ und vervoll- 
sländigt das Viereck, welches ihre Durehschnitispunkte mit der Curve 
bilden, wie in der Figur; dann schneidet die Linie OF den Kegel- 
schnitt in zwei Punkten, welche mit Æ verbunden, die zwei verlangten 
Tangenten sind. 


dufg. 3. Wenn ein Viereck einem Kegelschnitt um- 
sehrieben ist, so ist jede Diagonale die Polare des 
Durehschnittspunktes der beiden andern. 


Wir beweisen diesen Satz, wie wir auch den in der Aufgabe 1.) ent- 
haltenen. hätten beweisen können, mittels der harmonischen Eigen- 
schaften des Viereeks. Es ist gezeigt worden, dass ZA, KO, EB, EF 
ein harmonisches Büchel bilden. (Art. 60, Aufg. 1.) Weil also 24, EB 
nach der Voraussetzung zwei Tangenlen cines Kegelselmitts sind und 
EF eine gerade Linie durch ihren Durchsehnitispinkt, so muss nach 
Art. 104 EO auch durch den Pol von ZF gehen; aus demselben 
Grunde FO durch den Pol von EF; O muss (daher dieser Pol sein. 


107. Das Theorem des Artikels 10% kann auch durch ein 
Verfahren bewiesen werden, welches aus dem in Artikel 38 an- 
gewendeten hervorgeht. Wir können das Verhältniss suchen, in 
welchem die Verbindungslinie zweier Punkte durch die Curve ge- 
schaitten wird. Nach Artikel 7 hat jeder Punkt in der geraden 
Verbindungslinie zweier Punkte xy und xy’, welchem das 
Theilungsverhältuiss Z: m entspricht, die Coordinaten 

me ly tty, 
LETE - I + m : 


wenn diese Werthe für æ und y in die Gleichung der Curve cin- 


gesetzt werden, so ergieht sich zur Bestimmung des Theilungs- 
verhältnisses, in welchem die Verbindungslinie der Punkte æy 
und gy” durch die Curve geschnitten wird, die quadratische 
Gleiehung 
Pids+ Bey + Cy’ 4 Dax" + Eu’ + F) 
+ Im[aA&" + By" + Da+ Bx + My" + Ey + Da + Ey + 28] 
+ m! dtg Bey +Uy? + D + Ey + F) =o, 

Wenn mm æy” in der Polare von xy liegt, so ver- 

schwindet der Coeflicient von Zn, die Wurzeln der Gleichung sind 
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von der Form = + um und die Verbindungslinie der Punkte 
a'y und xy wird dureh die Curve harmonisch getheilt. 
Dieselbe Gleichung erlaubt uns, die Gleichung der beiden 
Tangenten zu bilden, welche man von irgend einem Punkte aus 
an die Curve ziehen kann. Denn wenn æy” in ‘einer der Tan- 
genten durch xy liegt, so muss die Gleichung für 7: m gleiche 
Wurzeln haben und æy” muss daher der Gleichung genügen: 
NAX + Bay+Cy+Dxze+KEy+ F AČ + Bay + Cy’ 
+ Dat Ey 4 F) = [2A F By +D)e + (Bx + 20y+ Ey 
+ pet Ey + F}. 


108. Wenn durch irgend einen Punkt O zwei Sel- 
nen gezogen werden, die die Curve in den Punkten 
OR. OR” 
08.08" 
der Rechtecke aus den durch die Curve gebildeten 
Abschnitten dieser Sehnen für jede Lage des Punktes 


O das nämliche, sobald die Richtung der Sehnen OR, 
OS dieselbe bleibt. 


R, R"; S, S schneiden, so ist das Verhältniss - 


Denn ans der zur Bestimmung von ọ in Artikel 85 gegebenen 
Gleichung folgt, 
F 
Am4 Bmn + Cr 


OR. 0R = 


In gleicher Art ist 
N N. 
Am?+ Bm’n’ + Cu’ 
also 
OR. ÒR” p Iim’+ BRmn+ On" 
08.05  Amt+ Bmn + Cn’ 
Da aber die Goeflieienten 4, B, C in der allgemeinen Gleichung 
unverändert bleiben, wenn die Achsen nach einem neuen Anfangs- 
punkt verlegt werden (Artikel $4) und die Grössen m,n, m’, n nur 
von den Winkeln abhängen, welche die Radien vectoren mit den 
Achsen bilden und somit constant sind, solange diese ihre Rich- 
tung beibehalten, so ist die Unveränderlichkeit des Verhältnisses 
OR. 0R , e 
TENNA unter den ausgesprochenen Voraussetzungen bewiesen. 


Der Satz dieses Artikels kann auch so ausgesprochen wer- 
den: Wenn durch zwei feste Punkte O und O'irgend 
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zwei parallele Linien AR und Og gezogen werden, so 
i = : OR.OR” 
ist das Verhältniss der Rechtecke — 4 — 7 constant, 
Yg. 0% 
welches auch dieRichtung dieser Linien sei. 
Denn diese Rechtecke sind 
F i F' 
- - um - — , 

Am -+ Bmn +Ün! Am’+ Bmn +Un 
wenn F der Werth ist, welchen das absolute Glied der allgemei- 
nen Gleichung annimmt, indem man den Anfangspunkt der Coor- 


dinaten von O nach O verlegt. 


~ 


z Ro 3 : F 
Das Verhältuiss dieser Rechtecke ist daher = P und daher 


vom m und » unabhängig. Dieser Satz ist die Verallgemeine- 
rung der Sätze 35, 36 im 3. Buch des Buklid. 


109. Das Theorem des vorigen Artikels schliesst verschiedene 
specielle Fälle ein, welche getrennt anzuzeigen nützlich ist. 

1. Ist 0° das Centrum der Curve, so ist O'g — O'o” wnd die 
Grösse O’0,0°e” wird das Quadrat des zu OR’ parallelen Halb- 
durchmessers. Also verhalten sich die Rechtecke aus 
den Abschnitten zweier sich schneidender Sehnen, 
zu einander, wie die Quadrate der zu diesen Sehnen 
parallelen Durchmesser. 


IE. Wäre die Linie OR eine Tangente, so ist OR’—= OR’ und 
die Grösse OR. OR” wird das Quadrat der Tangente; und weil zwei 
Tangenten durch den Punkt O gezogen werden können, so können 
wir aus dem eben gefundenen Verhältniss die Quadratwurzel aus- 
ziehen und schliessen, dass die Längen zweier durch einen 
Punkt gezogenen Tangenten sich zu einander verhal- 
ten, wie die der Durchmesser, zu welchen sie parallel 
sind. 

Ill. Sei die Linie 00° ein Durchmesser und OR, O'g parallel 
zu seinen Ordinaten, so ist OR— OR“ und Og = 0g”. Schneide 
der Durchmesser die Curve in den Punkten 4, B so ist 

OR! O'g’ 
10.0B AÙ. ÖR 
d. h, die Quadrate der Ordinaten irgend eines Durch- 
messers sind den Rechtecken über den Segmenten 
proportional, welehe sie im Durchmesser bestimmen. 
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110. Es giebt aber- einen Fall, in welchem der Satz des 
Artikels 108 nicht länger gültig bleibt, nämlich, wenn die Li- 
nie OS parallel zu einer von den Linien ist, die die Curve im 
Unendlichen schneiden. Das Segment OS’ ist dann unendlich und 
OS schneidet die Curve nur in einem endlichen Punkt. Wir prü- 
fen im gegenwärtigen Artikel die naheliegende Vermuthung, ob 


in diesem Falle das Verhältniss - constant ist. Nehmen wir 


a: 
ORK. OR’ 
zur grössern Einfachheit die Linie OS zur Achse der æ und die 
Linie OR zur Achse der y. Weil die Achse der æ parallel zu 
einer der Linien ist, die die Curve im Unendlichen schneiden, so 
ist 4 =o (Artikel 91. 2.) und die Gleichung der Curve demnach 
von der Form 
. Bxy + C? + De + Ey + F=. 

ludem wir y = o machen, wird der Abschnitt in der Achse 


, 
der æ gefunden 0 S = -5 und indem wir x = o machen, das 
2 x 
Rechteck unter den Abschnitten in der Achse der y = Also 
ns’ CIE 

“wor T Wenn wir nun die Achse zu irgend andern pa- 
rallelen Achsen transformiren, (Artikel 64) so bleibt C unverändert 
und das neue 2 wird = By + P. Also verändert sich jenes Ver- 
hältniss — 3 in asia 
D By+tb 

ist, so ist = und das Verhältniss ist constant; d. h. wenn in 
einer Parabel eine gerade Linie irgend einen Durch- 
messer schneidel, so ist das Rechteck unter den in 
ihr bestimmten Segmenten zu dem durch sie im 
Durchmesser gebildeten Abschnitt in couslanlem 
Verhältniss, solange ihre Richtung dieselbe bleibt. 
Wenn die Curve eine Liyperbel ist, so ist das Verhältniss nur 
constant, solange y_ constant is. Also sind die dureh zwei 
parallele Sehnen einer Uyperbel in einer Parallelen 
zu einer Asymptote gebildeten Abschuille proportio- 
nal den Rechteeken unter den Segmenten derSehnen. 


Wenn die Curse aber eine Parabel 


111. Die Bedingung 'zu finden, unter welcher die 
gerade Linie «æ + by + c =o den durch die allgemeine 
Gleichung dargestellten Kegelschnitt berührt. Indem 
wir für y aus az + by + eo aulläsen und in die allgemeine 
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Gleichung einsetzen, finden wir die Abseissen der Punkte, wo diese 
Linie den Kegelschnitt schneidet, duech die quadratische Gleichung 
bestimmt 
(Abt — Bab + Caa? + |Bbe — 2Cac DI + Eab)x 
u Cee — Ebe + Fh? = 9. 


Wenn die gerade Linie den Kegelschnitt berührt, so muss 
diese quadratische Gleichung gleiche Wurzeln haben, oder die 
Bedingung 
(Bbe — 2 Cae — DU + Eal’? = 4(Ab’— Bah + Ca?) (Ce — Ebc+FV) 
erfüllt sein. Indem wir ausmultiplieiren wird diese Gleichung durch 
b? dividirbar und kann geordnet werden, wie folgt: 

(E? — 4 CF)a + (D? —4 ANNE + (B— 440) + 212 AE— BDibe 
+ 2i/20D BE: ca + »2!2BF— DE) ab = o, 


Verschiedene Aufgaben. 


Aufg. I. Die Gleichung des Kegelschnitts zu finden, welcher 
die Abschnitte «, «', b, b in den Achsen bildet. 

Die Abschnitte in den Achsen sind durch die quadratischen Glei- 
chungen gegeben 

— lap ajz taada o, Y—lb+l)y + bb =o. 
Diese smd aber das, was die allgemeine Gleichung wird, wenn man 
darin y == 0, æ = o macht, es ist also diese Gleichung 


b4 Bry + ady — bY (a +a)e — aad (b4 byt aabt =o 
wa B unbestimmt bleibt. 


Aufg. 2. Die Gleichung der Parabel zu finden, welche die Ach- 

sen in den Punkten z = a, y = b berührt. 
- - 

Wir setzen im Vorigen a = «d, b = V und bestimmen P durch 

die Bedingung B? = 44C, so finden wir 
P — 2a bxy + a'y — lax zab y + ah ü. 

Wir geben dem Goeflieienten von xy das Zeichen —, weil, wenn 
wir ihm das Zeichen + beilegten, die Gleichung keine Parabel, son- 
dern zwei zusammenfallende gerade Linien bæ -4 ay — ab=-=o 
ropräsentirte, 


Aufg. 3 Wenn vier Punkte eines Kegelschuitts ge- 
gehen sind, so geht die Polare eines festen Punktes 
durch einen festen Punkt. 

Nehmen wir zwei Gegenseiten des durch die Punkte gebildeten 
Vierecks zu Achsen, bilden dann nach Art. 99 die Gleichung der Po- 
lare des Punktes &y in Bezug auf den in Aufg. 1 gefundenen Kegel- 
schnitt, so enthält dieselbe die unbestimmte Grösse B im ersten Grad 
und geht daher immer durch einen festen Punkt. 
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Wenn vier dieser Kegelschnitte betrachtet werden, so kann man 
aus den Gleichungen der vier Polaren, welche dem gewählten Punkte in 
Bezug auf dieselben entsprechen, das Doppelschnittverhältniss des von 
ihnen gebildeten Rüschels ableiten. Man findet es unabhängig von den 
Coordinaten dieses Punktes. Man darf darnach von dem Doppelschnitts- 
verhältniss von vier Kegelschnitten sprechen, sofern sie durch dieselben 
vier Punkte gehen. 

Aufg. 4. Finde den Ort des Centrums eines Kegelschnitts, «er 
durch vier gegebene Punkte geht. 

Das Centrum des Kegelschnitts in Beisp. I ist durch die Gleichun- 
gen gegeben 
2bbx + By — (a+a)bb = o, 2ady + Bx — aad (b +) o. 

Eliminiren wir B, so ist der Ort 

2bVa?— 2aay’—- bt (a + a)c aud (b + by = o 
ein Kegelschnitt, welcher durch den Durchscinittspunkt jedes der 3 Li- 
nienpaare geht, welche "durch die vier Punkte gezogen werden, und 
dureh die Mittelpunkte dieser Linien. 


Siebentes Kapitel. 
Der Kreis. 


112. Wir haben im Artikel 98 den Kreis als diejenige Curve 
zweiten Grades bezeichnet, in weleher jeder Durchmesser auf sei- 
nem conjugirten rechtwinklig ist, und die Coefficientengleichheit 
A—C als die analytische Bedingung dieser Eigenthümlichkeit er- 
kannt. In Folge dessen ist seine allgemeine Gleichung unter der 
Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten 

ALt Bzy +t A? + Da + Ey + F=o. 

Für rechtwinklige Achsen, als welehe zu einem Paare con- 
jugirter Durchmesser parallel sind, verschwindet das Glied Bry 
und die allgemeine Gleichung geht über in 

AL + dyt De Ey + F=o. 

Wählen wir endlich das Centrum der Curve zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten, so verschwinden die Glieder Dx und Ey, 
und die allgemeine Gleichung reducirt sich auf 

A + Ay 4 F= o, 
oder + y'— a 


Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnitte. 4 
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Die Form dieser Gleichung zeigt, dass das Centrum des Krei- 
ses nieht allein der Halbirungspunkt aller durch dasselbe gezoge- 
nen Sehnen des Kreises ist, sondern dass alle Punkte des 
Kreises vom Centrum gleichweit entfernt sind, denn 
2°? + y? ist das Quadrat der Kutfermung eines beliebigen Punktes 
æy der Curve vom Coortlinatenanfang und der Werth derselben 
ist einer Constanten gleich. Diese geradlinige Entfernung aller 
Punkte der-Kreislinie vom Centrum heisst der Radius des Kreises 
und soll in den folgenden Entwicklungen stets durch r bezeichnet 
werden. 


113. Die Gleichung des Kreises zu finden, dessen 
Centrum der Punkt ab und dessen Radius r ist. 


Indem wir ausdrücken, dass die Entfernung eines beliebigen 
Punktes (x, y) der Curve vom Centrum dem Radius gleich ist, 
erhalten wir für rechtwinklige Coordinaten: 

we en, 
und für schtefwinklige 
(æ — a? + (y— b? + 2x — a) (y — b) cos o = ° 
als Gleichung des Kreises. *) 

Daraus ergieht sich als Gleichung eines Kreises, dessen Cen- 

(rum der Anfangspunkt der Coordinaten ist 
+ Y 

Ist die Achse der x ein Durchmesser des Kreises und die 
Achse der y die in einem seiner Endpunkte auf ihm errichtete 
Senkreehte, so geht die allgemeine Gleichung durch die Substi- 
lulion a=r,b=oim 

Ben 
über. 

Diese einfachsten Formen der Kreisgleichung kommen in deu 
Anwendungen am häufigsten vor. 


Durch Vergleichung der allgemeinen Gleichung des zweiten 
Grades mit den allgemeinen Formen der Kreisgleichung erhalten 


*) Da von schiefwinkligen Achsen in der Theorie des Kreises selten 
Gebrauch zu machen ist, so werden wir im Folgenden zumeist nur die Glei- 
chung für rechtwinklige Achsen berücksichtigen. 
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wir die Bedingungen, unter welchen jene einen Kreis repräsentirt, 
wie folgt. Für rechtwinklige Coordinaten 
B=o0,4=(, 
und für schielwinklige Coordinaten 
TEO o EEE 
A 
Die Goefficienten der allgemeinen Gleichung sind im erstern 
Falle mit den Mittelpunktseoordinaten und dem Radius des Krei- 
ses verbinden wie folgt: 


D E F 
` a a N == e 4 Pr’, 


und diese letzteren hestimmen sich somit aus den Coelfieienten der 
allgemeinen Gleichung durch die Formeln 
D E D + EM— 3AF 


8 =E . b = r? 


2A 7 ke 4f 
Die allgemeine Gleichung kann in der Form 
D y E y D’+ E —AAF 
w — y = — z 
( + 2A, 0 ( 3 2A, +A“ 
geschrieben werden, in welcher die Mittelpunktscoordinaten und 
der Halbmesser des Kreises direct erkennbar sind. 


Um sie zu erhalten, hat man die Coelfieienten von æ? und y? 
gleich Eins zu machen, F zu transponiven und die Quadrate zu 
vervollständigen, indem man auf beiden Seiten die Quadrate der 
halben Goeflieienten von æ und y adılirt. 

Da die Werthe der Mittelpunktseoordinaten von F unabhängig 
sind, so lernen wir, dass Kreise concentrisch sind, wenn 
ihre Gleichungen nur im constanten Glied von einan- 
der abweichen. 


Aufg. 1. Finde die Mittelpunktseoordinaten und den Hafbmesser 
des Kreises + y? x — iy = T 


Auf. E 2), ye : 


x < 


Aufg. 2. Redueire #2 + y — 22 — 4y = 20 f die Form 
des Art. 113. 


Aufl. & a f} +w — ot g, 

Aufg. 3. Finde die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kreise 
Detya y, TA yo e. 

Aufl. tiy = I. 
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114. Wir betrachten in diesem Artikel die Wirkungen einiger 
besondern Voraussetzungen in der allgemeinen Gleichung. 

1.) Wem F=0, so ist der Anfangspunkt der Coordinaten in 
der Curve; denn dann wird der Gleichung durch die Werthe 
=o, y -= o genügt, d. h. durch die Coordinaten des Anfangs- 
punktes. Derselbe Grund beweisst allgemein den Satz: Wenn 
einer Gleichung beliebigen Grades das absolute Glied 
fehlt, so geht die durch sie dargestellte Curve durch 
den Coordinatenanfangspunkt. 

2.) Wenn D? + Z?==4AF, so erhellt aus Artikel 113, dass der 
Radius des Kreises verschwindet, und dass die Gleichung auf die 
Form (+ (y — b = o 
redueirt werden kann. Es ist klar, dass dieser Gleichung einzig 
und allein durch die Coordinaten des Punktes x = a, y == b ge- 
nügt werden kann; daher ist es gebräuchlich, zu sagen, dass die 
ehen geschriebene Gleichung die Gleichung dieses Punktes ist. 
Wir halten dieser Ausdrucksweise die im Artikel 75 angegebenen 
Gründe entgegen und ziehen es vor, die Gleichung als die eines 
unendlich kleinen Kreises zu bezeichnen, der den Punkt 
(a,b) zum Centrum hat. Wir haben im Artikel 75 gesehen, dass 
sie auch als die Gleichung zweier durch den Punkt ab 
gehenden imaginären geraden Linien betrachtet werden 
kamm, weil sie in die Factoren 
(æ — a) + (y — bD) y =i =o ud (ke =) — (ymi y reso 
zerfällt werden kann. 

Die Vergleichung mit Artikel 89 und 97 lehrt, dass diesel- 
ben die Asymptoten der Curve sind. Wir erinnern zugleich an 
Artikel 40. 

Diese Bemerkungen wenden sich ebenso auf die Gleichung 

2è + y o 
an, welche cin specieller Fall der obigen ist. 

3.) Wenn 2° + F? kleiner als 44F ist, so wird der Radius 
des Kreises imaginär, und die Gleichung, welche dann mit einer 
der Formen (£ — a} + (y — L H e =o 
äquivalent ist, kann durch keine reellen Werthe der Coordinaten 
x und y befriedigt werden. 

In der Untersuchung der Eigenschaften des Kreises ziehen 
wi es vor, auch solche unter ihnen, welche aus den allgemei- 
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nen Entwicklungen des vorigen Kapitels leicht als specielle Fälle 
hergeleitet werden könnten, unabhängig von’ denselben auf dem 
Wege zu entwickeln, welcher durch die besondere Natur des 
hreises sich empfiehlt; die augedeutete Ableitung aus den allge- 
meinen Eigenschaften der Curve zweiten Grades "überlassen und 
empfehlen wir dem Leser als eine vorzüglich nützliche Lebung. 


115. Die Coordinaten der Punkte zu finden, in de- 
nen eine gegebene gerade Linie einen gegebenen 
kreis schneidet. 

Sei die Gleichung des Kreises 

. a 2,7 De 
und die der geraden Linie 

x cos « -4 y sin « = p. 
Diese zwei Gleichungen sind hinreichend (Artikel 15), die Coordi- 
naten der Durehschnittspunkte zu finden. Indem wir z. B. die 
Werthe von y aus beiden entwickeln und mit einander verglei- 
chen, erhalten wir zur Bestimmung von œ die Gleichung 


D — KL CO8 Q a EOR 
AE rn —=y t — æ). 
sın A 
oder durch Reduction 
#— Ip wosa 4 p r sinu = ò; 
also x= pcos & + sine] (rt pP). 


Ebenso bestimmt sich 
y = psina F cos a y (r— p). 

[Der Leser mag, indem er diese Werthe in die gegebenen 
Gleichungen substituirt, sich selbst überzeugen, dass das negative 
Zeichen in dem Werth von y dem positiven in dem Werth 
von x entspricht und ungekehrt.) 

Weil wir eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von 
x oder y erhalten, so müssen wir, nm unsere Sprache mit der 
Sprache der Algebra fibereinstimmend zu machen, behaupten, 
dass jede gerade Linie einen kreis in zwei Punkten 
schneidet. Wir unterscheiden die drei Fälle dieser Auflösung: 

1) Wenn p, d. h. die Entfernung der geraden Linie vom 
Centrum des Kreises, kleiner ist als der Radius, so erhalten wir 
zwei reelle Werthe für x und y, und die gerade Linie schnei- 
det den Kreis in zwei reellen Punkten. 
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2) Wem p =r d. h. die Entfernung der geraden Linie vom 
Centrum gleich dem Radius ist, so führt die Analysis zu dem geo- 
metrisch wohlbekannten Ergebnisse, dass die gerade Linie eine 
Tangente des Kreises ist; denn die zwei Werthe von æ sind in 
diesem Falle gleich, und ebenso die zwei Werthe von y. Die bei- 
den Durchschnittspunkte fallen in einen einzigen zusammen, und 
die Tangente wird als die gerade Verbindungslinie zweier unend- 
lich nahen Punkte der Curve betrachtet. 


3.) Sei p grösser als r. In diesem Falle ist es gebräuchlich 
zu sagen, dass die gerade Linie den Kreis nicht schneidet, Aber 
die Analysis ersetzt die reellen Werthe für æ und y durch ima- 
ginäre Werthe, und wir finden es daher passender, zu sagen, dass 
in diesem Falle die gerade Linie den Kreis in zwei ima- 


ginären Punkten schneidet. (Vergl. Artikel 85). 
Wenn die Kreisgleichung in der Form 
AŻ + Ayt Dr + Eyt Fo 
und die gerade Limie durch 
Baar Aa 
gegeben ist, so führt die nämliche Elimination und Auflösung einer 
Gleichung des zweiten Grades zur Bestimmung der Durchschnilts- 
punkte. Ist die gerade Linie speciell eine der Coordinatenachsen, 
so werden die Durchschnittspunkte durch die Gleichungen 
dæ 4 Dx 4 F=o, y:=0 
Ay + Ey+F=o,2=o 
resp. für die Achse der æ und der y bestimmt. Die Achse der 
x ist eine ‚Tangente des Kreises, wenn 


D = 4AF, 
unl die Achse der y, wenn 
ec 


Die Bestimmung der Punkte, in welchen ein Kreis die Coor- 
dinatenachsen durehschneidet, dient zur Fixirung seiner - Lage 
ebenso gut, wie die Angabe seines Gentrums und seines Radius; 
denn der Kreis ist, da seine allgemeine Gleichung nur drei unab- 
hängige Gonstanten enthält, durch drei Punkte vollkommen he- 
stimmt. 
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dAufg. 1. Finde die Coordinaten des Durehschnitts von 
£ + y? = 65 mit 3 4 y = 3. 

Aufl. (7, +4) und (8, 1). 

Aufg. 2. Finde den Durchschnitt von (e — ef + (y — x =% 
mit 42% + 3y == 35c. 

Jufl. Die Linie berührt im Punkte (56, 5c). 

4ufg. 3. Finde die Punkte, wo die Achsen durch 

L + y — ix — 7y+t6=o 

geschnitten werden. 


Aufl. x= 3, £ = 2; y= 6, y= l. 

Aufg. 4. Welches ist die Gleichung des Kreises, der die Achsen 
in Entfernungen vom Govordinatenanfang == a berührt? 

Aufl. + ymar 2ay + ao. 


dAufg. 5. Wenn, berührt die gerade Linie y = mæ + b den Kreis 


Aui. Wenn P= 7 (i + ne 
5 a: 
Aufa. 6. Finde die Tangente vom Coordinalenanfang an den Kreis 
A +Y + De + Ey + Fo 
Die Punkte, wu irgend eine durch den Coordinatenanfaug gezogene 
gerade Linie y = mx den Kreis schneidet, sind durch die Gleichung 
Alm +) + (D+ Ema + F=0 
gegeben. Wenn die Lime den Kreis berührt, hat diese quadratische 
Gleichung gleiche Wurzeln oder es ist 
D + Em? —=44AFim! + I), 
eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von m. 
Aufg. 7. Finde die Tangeuten vom Anfangspunkt der Coordinaten 
an den Kreis + br Iy Ham. 


Aufl. x — y = 0, Ty ES æ == å. 


116. Die Gleichung der Tangente zu finden, 
welche im Punkte s'y an einen gegebenen Kreis ge- 
zogen werden kann. 

Weil die Tangente (Art. 115) als Verbindungstinie zweier un- 
endlich nalen Punkte in der Curve delinirt worden ist, so wird 
ihre Gleichung gefunden, indem man zuerst die Gleichung der 
geraden Linie bildet, welche irgend zwei Punkte zy, xy” in 
der Curve verbindet und dann in dieser Gleichung =a", y =y" 
macht. In Anwendung dieses Grundgedankens auf, den Kreis las- 
sen wir zuerst das Centrum den Anfangspunkt der Coordinaten 
sein, so dass die Gleichung des Kreises <? + y= 7” ist. 
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Die Gleichung der Verbindungslinie von irgend zwei Punk- 
ten xy und x’y” ist (Art. 29) 


Wi E= -y 
re VE ra AA., 
€ — z $ Å— 7 


hören, so ist: T e a T a y”®, 
also ar — rye y" 
und daher n E BEE, 2 
g =g Y Fy 
Also wird die Gleichung der Sehne 
y—y __ «+. 
e—a y+ 
und durch die Voraussetzung z — x”, y = y” die Gleichung der 
Tangente Aut pn ža 
æ =- £ y 


oder durch Reduction und mit Hilfe der Bemerkurfe, dass 1? +y? -=r°, 
wx +H yy =r. 

Die Transformation auf einen neuen Coordinatenanfang, für 
welchen «a, b die Coordinaten des Centrums sind, liefert als- 
dann durch die Substitution x —a,@—a, y— b, y — b für 
æ, x,y, y die Gleichung des Kreises 

(æ — a -+ (y — b) = rt 
und die der Tangente 
z — a) l — 0) + (y — b) y — b) art; 
eine wegen ihrer Aehnlichkeit mit der Kreisgleichung sebr be- 
queme Form. 

Die Vergleichung der gefundenen Gleichung der Tangente 

wx tyy =r 
mit der Gleichung des nach dem Berührungspunkte y gehen- 
den Radius gy — yr =o 
zeigt, dass die Tangente des Kreises auf dem Radius 
des Berührungspunktes senkrecht steht. 

Wir hätten durch Voraussetzung dieser Eigenschaft, als einer 
aus der Elementar-Geometrie bekannten, die Gleichung der Tan- 
gente des Kreises ableiten können; -allein es ist uns von Wich- 
tigkeit, nachzuweisen, dass aus der Gleichung der Curve alle ihre 
Eigenschaften olıne Kenntniss ihrer geometrischen Theorie abge- 
leitet werden können. Die dabei benutzten Methoden müssen die 
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allgemeinen auf alle Curven anwendbaren Grundgedanken dar- 
legen. 
Wenn die Kreisgleichung in der allgemeinen Form für schief- 
winklige Achsen 
Axt + Bey+ AP + Dx + Ey +tF=o 
gegeben ist, sodass B == 24 cosw ist, so erhalten wir den Aus- 


, 


ee ; rend 
druck, welcher mit —— — ätuivalent ist, wenn die beiden Punkte 
Zee: 


dem durch die Gleichung dargestellten Kreise angehören, indem 
wir genau dieselben Operationen auf diese letztere anwenden, wie 
sie in Art. 88 unter b), mit der allgemeinen Gleichung zweiten 
Grades vorgenommen wurden. Die Gleichung der Tangente wird 
so erhalten 
2AL4 By + Dat (2dy+Be+Eyt+De+Ey+2r—o. 

Aufa. 1. Finde die Tangente im Punkte (5, 4) zu 

(x — 2)" + (y — 3 = 10. 

Auf. aoar = g 

Aufg. 2. Welches ist die Gleichung der die Punkte «’y, £” y” 
verbindenden Sehne im Kreise 2?+ y„’=r?? 

Aufl. + Nat y ty y= rt rat”. 

Aufg. 3. Finde die Bedingung, unter welcher Ax + By + C=o 
den Kreis (x — a? -+ (y — b? = r° berührt. 
Aat BbHC__ 


weil die Senkrechte vom Punkte @b auf diese Linie dann = r sein muss. 


T, 


Aufl. 


117. Die Berührungspunkte der von einem gege- 
benen Punktesaus an einen Kreis gezogenen Tangen- 
ten zu finden. 

Wenn xy der gegebene Punkt ist und wenn wir durch 
&",y" die Coordinaten des Berührungspunktes ausdrücken, so ist 
die Gleichung der Tangente 

ta” + yy“ = P, 
und unterliegt den Bedingungen 

aa" + yy =r 
weil sie den Punkt zy und 


ats y'= rt, 
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weil sie zwei zusammenfallende Punkte des Kreises enfhält. Durch 
Auflösung dieser Bedingungsgleichungen erhalten wir für die Coor- 
‚inaten des Berührungspunktes die Ausdrücke 


p ræ E ryy Fy „_ Tray) 
wri Ra 


a ar J y? .> z? + y* 
Von jedem Punkte aus lassen sich somit an den Kreis zwei 
Tangenten ziehen, welche reell sind, solange 
na I 
ist, d. h. so lange der Punkt ausserhalb des Kreises ist. 

Wenn 2&?+y?=r?, so fallen beide Tangenten zusammen; 
der Punkt liegt dann in der Kreislinie selbst. 

Wenn verlangt wird, die Gleichung der geraden Li- 
nie zu finden, welche die Berührungspunkte dieser 
beiden Tangenten verbindet, d. h. die Gleichung der 
Polare des gegebenen Punktes in Bezug auf den Kreis, 
so genügt die Erinnerung an eine im Artikel 29 gemachte Bemer- 
kung, um sofort zu erkennen, dass 

se + yy =r 
dieselbe ist. 

Denn die Coordinaten jedes der beiden Berührungspunkte ge- 
nügen der Bedingungsgleichung 

Lr tyy =r. 
Diese gerade Linie | 
za tyy =r 
ist stets reell, ob nun die Tangenten vom Punkte xy aus reell 
oder imaginär siud. 

Sie ist senkrecht zu der Linie «’y — zy'=o0, welche gy 
mit dem Centrum verbindet; und ihre Entfernung vom Centrum 
r? 
Vatt y”) 
eines Punktes P geometrisch construirt, indem man ihn mit dem 
Centrum C verbindet, in der Verbindungslinie einen Punkt M so 
nimmt, dass CM. CP == r wird, und in demselben eine Senkrechte 
auf EP errichtet. Da die Form der Gleichung der Polare mit der- 
jenigen der Gleichung der Tangente vollkommen übereinstimmt, so 
ist die Tangente mit der Polare ihres Berührungspunktes identisch. 
(Vergl. Artikel 101). Durch die nämlichen Betrachtungen erhalten 


ist (Art. 25) Demnach wird also die Polare irgend 
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wir die Gleichung der Polare eines Punktes æy in Bezug auf den 
Kreis 
Axy Bay + Ay + Dx + Ey+ F=o 
in der Form 
24 4 By + Dp hdAy 4 Bæ + Ey +D + Ey+2F=n. 
Coroll. Die Polare des Coordinatenanfangspuuktes ist 
Dæ + Ey +4 2F=0. 
Aufa. 1. Finde die Polare von (4, 4) in Bezug auf 
(xœ — 1} + {y — F= 13. 
Aufl. 3x + 2y = 2%. 
Aufg. 2. Finde die Polare von (4, 5) in Bezug auf 
+ yt — 3x — 4iy—h, 
Aufl. 5x + ôy = 4#. 
Aufy. 3. Finde den Pol von 4æ -+ By + C = o in Bezug auf 
a? = a rt. 
Ar* Br! 3 : ; , 
Aufl, TA 77)» wie aus der Vergleichung der ge- 
gebenen Gleichung mit va + yy = r° hervorgeht. 
Jufg. 4. Finele den Pol von 3% + 4y = 7 in Bezug auf 
«+ Y—=14 
Aufl. (6,8). 
4ufg. 5. Finde den Pol von 2x + 3y = 6 in Bezug auf 
ze — If + (y — J = 12 
Aufl. — ji, — 16). 


118. Die Länge der Tangente zu finden, die von 
einem beliebigen Punkte an den Kreis 
(æ — a} + (y — i} — ro 
gezogen wird. 
Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes vom Cen- 
trum ist = (x — ù? t iy — bY; 
und weil dies das Quadrat der Tangente um das Quadrat des 
Radius übertrillt, so wird das Ouadrat der Tangente von einem 
Punkte aus gefunden, indem man die Coordinaten des Punktès für 
x und y in den ersten Theil der Gleichung des Kreises substiluirt 
2— a+ y — bf ro. 
Weil die allgemeine Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 


A + Ay + Dx + Ey + F=0, 
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wenn man sie durch 4 dividirt, mit einer Gleichung von der Form 
(x — a} + (y— W— 7? 0 

identisch ist (Artikel 113), so lernen wir, dass das Quadrat der 

Taugente zu einem Kreise aus der in ihrer allgemeinsten Form 

gegebenen Gleichung desselben gefunden wird, indem man diese 

durch den Coefficienten in æ? dividirt und dann die Coordinaten 

des gegebenen Punktes in die Gleichung substituirt. 

Das Quadrat der vom Coortdinatenanfang ausgehenden Tan- 
gente wird gefunden, indem man æ und y = o macht, und ist da- 
her gleich dem dureh 4 dividirten absoluten Glied in der Gleichung 
des Kreises. 

Dieselbe Methode ist anwendbar, wenn die Achsen schief- 
winklig sind. 


119. Das Verhältniss zu finden, in welchem die Ver- 
bindungslinie zweier gegebenenPunkte xy, «°y” durch 
einen gegebenen Kreis geschnitten wird. 

Wir verfahren genau wie in Artikel 38 und in Artikel 107. 
Die Coordinaten irgend eines Punktes in der Linie müssen (Ar- 
tikel 7) von der Form sein 

t + ma ly” + m y 
lm ' lem ` 
Indem wir diese Werthe in die Gleichung des Kreises 
a F y? -e rt =o 
subslitwiren und ordnen, erhalten wir zur Bestimmung des Ver- 
hältnisses 2: m die quadratische Gleichung 
Pi yyt rt) + Um la Hy —r) m lat — ro. 

Wenn aus “dieser Gleichung die Werthe von T: m bestimmt 
sind, so haben wir damit zugleich die Coordinaten der Punkte, 
wo die gerade Linie den Kreis schneidet. Die Symmetrie der Glei- 
chung lässt die jetzige Methode geeigneter erscheinen als die in 
Artikel 115 gebrauchte. 

Wem xy” in der Polare von xy liegt, so haben wir 

a” + y y _ r = o0, 
(Artikel 117) und die Factoren der vorhergehenden Gleichung 
müssen von der Form Z? + um, l— um sein; die t'y und a”y" 
verbindende gerade Linie wird daher innerlich und äusserlich in 
demselben Verhältniss geschnitten und wir leiten daraus den 
wohlbekannten Satz ab: Jede durch einen beliebigen Punkt 
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gezogene gerade Linie wird harmoniseh getheilt 
durch den Punkt, den Kreis und die Polare des Punk- 
tes. (Vergl. Artikel 104. 


120. Die Gleichung der Tangenten von einem ge- 
sebenen Punkt an einen gegebenen Kreis zu finden. 

Wir haben vorher (Artikel 117) die Coordinaten der Berüh- 
rungspunkte gefunden; indem wir, ihre Werthe in die Gleichung 
xx” + yy — r= o substituiren, erhalten wir für die Gleichung 
„ler einen Tangente 
ra ty - r—-M+yae-yVY@ +" 9) 
und für die der andern 
Far ae r 7), 0, 

Diese beiden Gleichnngen geben mit einander multiplieirt die 
Gleichung des Tangentenpaares in einer von Wurzeln freien Form, 
Der vorhergehende Artikel erlaubt uns aber diese Gleichung in 
einer einfacheren Form zu erhalten. Denn die Gleichung, welche 
l:m bestimmt, hat gleiche Wurzeln, wenn die &y und x’ y” ver- 
bindende gerade Linie den Kreis berührt; wenn daher xy irgend 
ein Punkt in einer der Tangenten durch xy ist, so genügen seine 
Coordinaten nothwendig der Bedingung , 

(æ? + we r?) (x? + De) = (ue + yy — r; 

diese ist daha die Gleichung des Tangentenpaares durch den Punkt 
xy. Sie ist mit der durch die erstangezeigte Methode erhalte- 
nen identisch. 


121. Die Gleichung eines Kreises zu finden, der 
dureh drei Punkte geht. 

Wir haben nur die allgemeine Gleichung 

t Hy Dry Ey + Eo 

zu schreiben und darein nach einander die Coordinaten jedes der 
gegebenen Punkte zu substituiren; so erhalten wir drei Gleichun- 
gen zur Bestimmung der drei unbekannten Grössen D, E, F. 

Aufg. 1. Finde den durch den Goordinatenaufang und dureh die 
Punkte (2, 3) und (3, 4) gehenden Kreis. 

llier ist A = o und wir haben 
B + 20 +3E—=0,5+3P 44E = ò, woher D= —2%, Emil. 

Aufg. 2. Finde den Kreis durch die Punkte (1, 2), (1, 3), (2, 5). 
Wir haben 
5+P +22 + F=, 104D3E +4 F=0,9+2D+5K + Fo, 
daher D= — 9, E= — 5, F= l 
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Aufg. 3. Finde den Kreis durch die Punkte (2,—3),(3,— 4), (—2, —- 1). 

Aufl. Dameg., Er 200 F= 3). 

Aufg. 4. Finde den Kreis, welcher die Abschnitte @ und b in der 
x Achse bildet. 

Aufl. D = — (a + b), F> ab, E unbestimmt. 

Aufg. 5. Für ılieselhe Lage der Coordinatenachsen, wie in Art. 48, 


‚Aufg. 1 soll man die Gleichung des Kreises finden, der durch den Coor- 
«inatenanfang und die Mittelpunkte der Seiten gelt. 


Aufl. pa HN) — p(s — s) x — (PHs y= o. 
Der Kreis geht daher auch durch den Mittelpunkt der Basis. 

122. Die Gleichung des Kreises durch drei Punkte 
Ly, £ y, £ y in Gliedern der Coordinaten dieser 
"Punkte auszudrücken. 

Wir haben in 

æ +? + Dæ + Ey + F= o0 
die aus (a? +y’ +H Dx Ey +F= o, 
(x Hy HD" + Ey HF, 
lt Hy D De" 4H Ey HF, 
abgeleiteten Werthe von D, E, F zu subslituiren. Das Resultat 
dieser Elimination von D, E, F zwischen diesen vier Gleichungen 
wird in der Form 

la? + y’) f (y”- y” +2” y RE y + x ’ V -$ y? 5 

re y Hey — y) te y y) + 

(t ty) l y —y) Fa y — yS +e yy 

re yay Iya y — gy) =o 
erhalten; am einfachsten durch Multiplication der vier Gleichun- 
gen mit den in dieser Gleichung auftretenden Factoren von 

(+ h tH y’ 
u. $. w., da dann durch Addition der Producte die Goellicienten 
D, E, F gleichzeitig verschwinden. 

Wenn verlangt wird, die Bedingung zu finden, unter 
welcher vier Punkte in einem Kreise liegen, so haben 
wir nur in der letzten Gleichung æy, für æy zu schreiben. Die 
daraus entspringende Bedingung erlaubt folgende geometrische In- 
terpretation: Wenn 4, B, C, Dirgend vierPunkte in einem 
Kreise sind und O irgend ein fünfter beliebig genom- 
menerPunkt, und wir bezeichnen durch BCP den Flä- 
cheninhalt des Dreiecks BC Du. s.w. so ist 

04°. BCD+ OC ABD— OP, ACD 4 OP, ABC. 
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123. Wir zeigen zum Schluss (dieses Kapitel, wie die Po- 
largleichung des Kreises zu finden ist. 

Wir können sie entweder erhalten, indem wir fir x, ọ cos & 
und für y, ọsin $ (Artikel 12) in eine der früher gegebenen Glei- 
chungen des Kreises 
A®+AyYP+Dac+Ey+tFr=oodr (e — a) + (y — Wr", 
substituiren, oder sie auch unabhängig aus der geometrischen Na- 
tur des Kreises finden, wie folgt: 

Sei O der Pol, C das Centrum des Kreises und OC die feste 
Achse; sei die Entfernung O C —=!d und OP irgend ein Ra- 
dius vector und daher = e, endlich der Winkel POC = #, so 
haben wir 


PO=0P’+ 0C— 220P. 0C. cos POC, 


d.h. r? = ọ + dË —2ọdcos®; u 

dies ist daher die Polargleichung ð P 

des Kreises. - Bee \ 
Wenn die feste Achse nicht en er € | 


mit OC zusammenfällt, sondern da- 
mit einen Winkel œ bildet, so ist 
die Gleichung, wie in Artikel 44 
g — 2o cos (F — a) + Ë — ro. 

Wenn wir den Pol im Kreise voraussetzen, so nimmt die 
Gleichung die einfachere Form ọ = 2r cos an, weil r = d 
wird; ein Resultat, welches wir auch rein geometrisch aus der 
Eigenschaft erhalten haben würden, dass der Peripheriewinkel 
über dem Halbkreis ein rechter ist; oder indem wir für æ und y 
ihre polaren Werthe in die Gleichung 


x! + y? — Irx 
einsetzten. a 
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Achtes Kapitel. 


Lehrsätze und Aufgaben vom Kreis; 
Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung auf 


seine Gleichung. 


124. Nachdem wir im vorigen Kapitel gezeigt haben, wie die 
Gleichungen des Kreises und der bemerkeuswerthesten auf ihn be- 
züglichen Linien zu bilden sind, wollen wir in dem jetzigen diese 
Gleichungen durch Beispiele erläutern und sie zur Begründung 
einiger der wichtigsten Eigenschaften des Kreises anwenden. Und 
da wir im dritten Kapitel hinreichend gezeigt haben, wie im All- 
gemeinen die analytische Methode auf die Auflösung von Aufgaben 
anzuwenden ist, halten wir es nicht für nothwendig, hier mit glei- 
cher Umständlichkeit auf den Gegenstand einzugehen und können 
manche Details unterdrücken, welche durch den Leser, der die 
dort gegebenen Aufgaben gelöst hal, leicht ergänzt werden könuen. 

Wir beginnen mit einigen Beispielen von kreisformigen Oer- 
tern, welche als Beispiele der Methode dienen können, durch die 
man die Lage eines Kreises aus seiner Gleichung bestimmt, wenn 
der Leser in jedem Falle nach Artikel 113 die Coordinaten des 
Centrums und den Radius bestimmt, oder auch, wenn er nach 
Artikel 115 die Punkte findet, wo der Kreis die Achsen schneidet. 


Aufg. 1. Gegeben ist die Basis und der gegenüberliegende Winkel 
eines Dreiecks, man soll deu Ort der Spitze finden. 

Wir nehmen die Basis zur Achse der x unid eine Senkrechle zu 

Fig. 16. ihr” durch ihren Mittelpunkt zur Achse 

der y, bezeichnen die Coordinaten der 


£ Spitze durch x, y und die Basis durch 
$ 2c. Dann ist die Tangente des Win- 
H a ER 
ie kels an der Basis CAB = AR oder 
i s CR 
: X _ und die von CBR === oder —-. 
ee). ce e BR ex 
A T RB Wir können daher die Tangente (er 


Summe der Basiswinkel finden, sie der 
negaliven Tangente von C, dem Winkel 
an der Spitze, gleich selzen oder 
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tan C, 
l JEA 
P] +3 
und indem wir diese Gleichung reduciron, die Gleichung des gesuchten 
Ortes finden, als æ + y — 2ey wt C — e =o, 


welche einen Kreis darstellt, der dureh die Endpunkte der Basis geht, 


dessen Nalbmesser — — und Mittelpunkt (o, cot C) ist. Der Mittel- 


sin 
punkt liegt daher über, in oder unter der Basis, je nachdem der Win- 
kel C spilz, recht oder stumpf ist. 


Aufg. 2. Die vorige Aufgahe bei beliebiger Lage der Coordina- 
tenachsen zu lösen. 

Die Coordinaten der Basispunkte seien zy’, &"y". 

Die Gleichung der einen Seite sei 

y—y = m(æ— r), 
dam wirt die Gleiehing der andern Seite, die mit dieser den Winkel C 
bildet, (Art. 42) 
(1 + m tan C) (y — y) = (m — tan 0) (& — x°). 

Durch Eliminalion von m erhalten wir nun die Gleichung des Ortes 

tan Cf liy y iy —y ) + la "y] ff 


+ av) vle ae”) 


IT ET Taf 
welche sich auf die Gleichung der vorigen Aufgabe reducirt, wenn 
y == y = 0; x — + ĉĉ, x = m 0. 


Wenn C ein rechter Winkel wäre, so sind die Gleichungen der Seiten 


y —y = m (£ — x), m (y ~y) t (em z’)==0 

und die des Ortes ist 
Ci DE iat 0 E i C a. 
tufy. 3. In einem Dreieck ist die Basis und der Winkel an der 
Spitze gegeben; man soll den Ort des Durchschnittspunktes der drei 


Senkreehten bestimmen, die von den Eeken auf die Gegenseiten gefällt 
werden. 


) (0 — a) = Q. 


Die Gleichungen der Senkrechten zu den Seheilelseiten sind 


a 


mly—y |+ {x£ =o, (mant) ly —y HiU m anner =o 
Indem wir æ elimmiren, erhalten wir die Gleichung des Ortes 


tanC [y — y) ly — y) + le a) lamay) al y" 
ya — a) Hey yri 
eine Gleichung, welehe von der im letzten Artikel gefundenen lediglich 
im Vorzeichen von tan C abweicht und welehe daher der Ort ist, den 
wir für die Spitze gefunden haben würden, wenn dieselbe Basis und der 
Winkel an der Spitze gleich dem Supplement des vorigen gegeben wor- 
den wäre. 


Salmon, Anal, Crom, der Kexelsehnitte 10 
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Aufg. 4. Von einem Dreieck ist die Basis und das Verhältniss der 
Scheitelseiten gegeben, man soll den Ort der Spitze finden. 


Mit denselben Coordinatenachsen wie in Aufg. } finden wir bei dem 
Verhältniss m : 2 für die Gleichung des Ortes 


wt [pè le — at] = m [t E ich af, 


Der Ort ist also ein Kreis, dessen Centrum in der Achse der æ ist, 


2 2 
í : 5 $ mn? A n 
in einer Entfernung vom Coordinatenanfangspunkt =— =i 5 €, und 
l 2mn y s E 
dessen Radius == EFA] c; er schneidet die Basis in den Punkten 
m n m n 
2a A EA und 2 = — t, 
mi n mn 
Da die Coordinaten der Endpunkte der Basis x —= + c sind, su 


sind dies (Art. 7) die zwei Punkte, wo diese Basis in dem Verhältniss 
m:n geschnillen wird. 


Aufg. 5. Gegeben ist die Basis eines Dreiecks und m Quadrat- 
flächen über der einen, samml 2 über der andern Scheitelseite, man 


soll den Ort des Scheitels aufsuchen. 
Aufl. Em Kreis, dessen Gentrum ist = F 60 ): 
m A 


Aufg. 6. Bestimme den Orl emes Punktes, für wefchen das Quadrat 
seiner Entfernung von emem gegebenen Punkte seiner Entfernung von 
einer gegebenen geraden Linie proporlional ist. 


Aufg. T. Eine Linie von constanter Länge bewegt sich zwischen 
zwei festen geraden Linien, in ihren Endpunkten sind auf diesen letztern 
Limen Senkrechte errichtet, man sucht den Ort ihres Durchschnitts- 
punktes. 


Aufg. $. Es ist allgemein irgend eine Anzahl von Pimkten ge- 
geben, man soll den Ort eines Punktes finden, der so liegt, dass (ie 
Summe der m’, m”... . fachen Quadrate seiner Entfernungen vom ersten, 
zweiten . . . Punkte respective eine constante Grösse sei, oder (indem 
wir die Bezeichnung des Art. 49, Aufg. 4 annehmen), dass Æ (m r*) con- 
stant sei, 

Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes æ y vom Punkt 
xy ist (z — rf + (y —y F. 

Wir multiplieiren dies mit an und addiren es zu den entsprechenden 
Gliedern, die man durch den Ausdruck der Entfernungen des Punktes 
zy von den andern Punkten x” y”. .. gefunden hat. Unter Benutzung 
der angelührten Bezeichnungsweise können wir für die Gleichung des 
Ortes schreiben: 


Em)! + Elm) y’— 22m r) — 28 [my jy Eine) + Emy =t 
Also ist der Ort ein Kreis, dessen Mittelpunktseoordinaten sind 


‚ $ ‘ 
EZimr) Zimy) 


me Eim) ’ 2 Zim) ' 
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d. h. das Centrum ist der Punkt, den wir in jener Aufgabe +, Art. 49 
das Centrum «der mitllern Entfernungen der gegebenen Punkte genannt 
haben. 


Wenn wir den Werth vom Radios dieses Kreises untersuchen, so 


finden wir Eu) — (mr?) — Z(me?), 
wo (mn r’) = € gleich der Summe der m fachen Tntfernungsquadrale 


jedes der gegebenen Punkte von einem Punkte des Kreises und (me?) 
gleich der Summe der m festen Entfernungsiquadralte aller Punkte von 
8 8 
dem Centrum der mittlern Entfernungen ist. 


125. Wir geben demnächst einige Beispiele, die das Problem 
des Artikel 115 enthalten, nämlich das Problem, die Coordinaten 
der Punkte zu finden, wo eine gerade Linie einen gegebenen 
Kreis schneidet. 


fufg. 1. Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen eines Kreises zu 
finden, die einer gegebenen Linie parallel sind. 


Sei die Gleichung irgend einer der parallelen Sehnen 
x cus & + y sin « — p = 0, 


wo œ nach der Voraussetzung bestimmt und p veränderlich ist; die 
Alseissen der Punkte, wo diese Linie den Kreis selmeidet (Art. 115), 


werden aus der Gleichung 24 — Ipxeos a + p? — r sie = o 
gefunden. 


Wenn nun die Wurzeln dieser Gleichung £ x sind, so ist die Abseisse 


; 2 Pa ea : T Tik 
des Mittelpunkts der Sehne —— und also nach der Theorie der Glei- 


pa 
` 


ehungen = pcos œ. In gleicher Weise ist das y des Mittelpunktes 
= psin&, Also ist die Gleichung des Ortes 7 = lang, d. h. eine 


zu dem System paralleler Sehnen senkrechte gerade Linie durch den 
Mittelpunkt, weil œ der Winkel ist, den eine Senkrechte zur Selme 
x eos @ + y sin @— p == o mit der Achse der æ bildet. 


ÄJufg. 2. Die Bedingung zu finden, dass der durch den Kreis in 
der Linie zcosa + ysna=p» 
gehildete Abschnitt einen rechten Winkel am Punkl a'y’ fasse. 

Wir fanden Art. 124, Aufg. 2 die Bedingung, dass (lie die Punkte 
a y æ” y” mit æy verbindenden geraden Linien rechtwinklig zu ein- 
ander sein sollten, nämlich 

(æ — a") (x — x") + (y — y) (y — y) = o. 

Seien nun xy’, x” y” die Punkte, wo die Linie den Kreis schneidet, 
so ist nach dem letzten Beispiel 


æ" + a 2p se. Kr ortsine, y ty —2p sin e 


y y == per cos t; 
aus diesen Werthen ergiebt sich die geforderte Bedingung 
x? p y? opa cosa — 2py sin a + 2p — rt o. 
10* 
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Aufg. 3. Den Ort des Miltelpunkts einer Sehne zu finden, welche 
einen rechten Winkel an einem gegebenen Pımkle spannt. 

Wenn æy «die Coordinaten des Mittelpunkt» sind, so haben wir 
nach Aufg. 1 DIENSIG. — 2. ED Sin en: 
und durch die Substitution dieser Wertlie wird die in der vorigen Anf- 
gabe gefundene Bedingung 


@-e’ +W-Wrerryer. 

Aufg. 4. Den Ort des Fusspunktes einer Senkrechten von «'y' 
auf eine Selme zu finden, welche einen rechten Winkel an dem Punkte 
spannt. 

Die Coordinaten des Fusspunktes der Senkreehten werden durch 
die Gleichungen bestimmt 

æcos a + y sina = p, (x — )sina — (y — y) cos « =o, 
also, wenn wir zur Abkürzung setzen 
R=(— ao)", 
R sina = y — y, R cos a = æ — a, Rp= at + y x. — yy 
die Bedingung in Aufg. 2 kann geschrieben werden 
o= xt 4 yt r + plp — w cosu — ysin a) = gt 4 y” — r 
+ 2p [ae — x’) cose + (y — ysin a): 


2 


aber (x — x) cos a + y—y)) sin « = R, 
also + ry lat t ya aar M ți) n o 


oder der Ort ist derselbe, wie der in der letzten Aufgabe gefundene. 


Aufg. 5. Ist eine gerade Linie und ein Kreis gegeben, so soll 
man einen Punkt so finden, dass, wenn man durch ilm eine Sehne zieht, 
und von ihren Endpunkten auf die gegebene Linie Perpendikel fällt, das 
Rechteck dieser Senkrechten constant sei. 

Man nechme die gegebene Linie zur y Achse, und zur Achse der æ 
eine vom Centrum des gegebenen Kreises auf sie gefällte Senkrechte, de- 
ren Länge p genannt werden mag. Dann ist die Gleichung des Kreises 

s t {r — p= r. 

Wenn ferner die Coordinaten des gesuchten Punktes &'y' sind, so 

ist die Gleichung irgend einer Geraden durch ihn 
y — y = m (x — T) oler y = me + y — mi. 

Indem wir diesen Werth von y in die Gleichung des Kreises ein- 
setzen, erhalten wir zur Bestimmung der æ der Punkte, wo die Linie 
den Kreis schneidet, 

(14m) + [am (y mmr) — apl + W— mr H Pro. 
Aber æ ist die Senkrechte auf die gegebene Linie, und das Product der 
beiden Senkrechten ist daher nach der Theorie der Gleichungen 

LE ty mPp? r? i 

— a 7 
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Dies Rechteck ist also im Allgemeinen nicht von m unabhängig; 
dazu ist nölhig, dass der Zähler mit (1 + mê) dividirt werden kaun und 
lies erfordert, dass y = o und °= p? — r? ist. 

Alse giebt es zwei solcher Punkte, die der Achse der æ angehören 
und deren Entfernung vom Ursprung gleich der Länge der von ilim aus 
an den Kreis gezogenen Tangente ist. 


4ufg. 6. Wenn irgend eine Sehne durch einen festen Punkt auf 
dem Durchmesser eines Kreises gezogen wird und ihre Enden mit einem 
Endpunkte des Durchmessers verbunden werden, so schneiden die Ver- 
bindungslinien auf der Tangente am andern Ende des Durchmessers 
Stücke ab, deren Rechteck constant ist. 

Nehmen wir ilen Durchmesser zur Achse der x und das eine Ende 
von ihm zum Ursprung, so ist die Gleichung des Kreises 

Br Me Dreh 

und die irgend einer durch einen festen Punkt im Durchmesser gezoge- 
nen Seline y — m (x — x). 
Durch Combination «dieser Gleichungen bestimmt man die Coordinaten der 
Endpunkte der Sehne. 


Man kann jedoeh ohne vorherige Ableitung dieser Goordinaten aus 
ihnen die Gleichung erhalten, welche die beiden geraden Linien dar- 
stellt, die den-Anfangspunkl der Coordinaten mit den Endpunkten der 
Schne verbinden, 


Dem wenn man durch Combinalion dieser Gleichungen eine homo- 
gene Function des zweiten Grades bildet, so ist diese nach Arl. 74 die 
Gleichung zweier durch den Ursprung gezogenen geraden Linien nnd zu- 
gleich nothwendig durch die Coordinaten der Punkte erfüllt, welche 
den beiden gegebenen Gleichungen genügen. 

Diese homogene Function erhält man, indem man diese Gleichungen 
schreibt wie folgt: æ? + „"?=2rz und me = mg — y 
nnd sie mit einander multiplieirt, das Product ist: 

ma (4 y’) —=2rc(mz — y). 

Da diese Gleichung in æ und y homogen ist, so ist sie die gefor- 
derte Gleichung der Verbindungslinien. Man kann sie iu der Form 
schreiben : m.y’ + 2r. xy + mld — Irje = o; 
sie erlaubt uns, die irgend einem Werthe von x entsprechenden 


Werthe von y zu finden und zeigt, dass das Product dieser Werthe 
0" — ?2r el We au p 5 
= —— , g md daher von m unablängig ist. Die in einer Senk- 

Du 
rechten am Ende des Durelmessers gebildeten Abschnitte werden gefun- 
den, indem man in der vorigen Gleichung x = ?r macht und ihr Pro- 
i na 2r $ , 
dact ist daher 47°. ————, welches so lange constant ist, als x unver 
x 


ändert bleibt. 
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126. Wir wollen nun zunächst einige von den Eigenschaften 
der Polare eines Punktes aus ihrer Gleichung ableiten. (Ar- 
tikel 117). 

Wenn durch einen festen Punkt irgend eineSehne 
im Kreise und in den Endpunkten derselben Taugen- 
ten an ihn gezogen werden, den Ort ihres Purch- 
schnittspunktes zu finden. 

Sci irgend ein Punkt im Orte YF, so ist die die Berührungs- 
punkte der von XF ausgehenden Tangenten verbindende Linie 

Jerk Fie; 
aber nach der Voraussetzung geht diese Linie durch den Pol xy, 
sodass Ya + Fy -—=r?; dies ist die Relation, welche die Coor- 
dinaten «des Punktes Y F verbindet, sein Ort ist daher die gerade 
Linie gE + yy =r, 
oder die Polare des Punktes z' y. 


Der eben bewiesene Salz kann auch so ausgedrückt werden: 
Wenn ein Punkt in der Polare eines zweilen Punktes 
liegt, so liegt der zweite Punkt in der Polare des er- 
sten. Denn die Bedingung, unter welcher a'y in’der Polare des 
Punktes <y” liegt, ist da + yy = r". 

Dies ist aber auch die Bedingung, unter der der Punkt 2y” in 
der Polare von æy liegen soll. 


Wenn durch einen Punkt O zwei beliebige gerade 
Linien nach einem Kreise gezogen und die Durch- 
schnittspunkte direct und kreuzweise verbunden wer- 
den, so bestimmen die Punkte P und O, in denen die 
Verbindungslinien sich schneiden, die Polare des 
Punktes O in Bezug auf den Kreis. Der Beweis bleibt der- 
selbe wie in Artikel 105. Vergl. Artikel 117. 


127. Wenn irgend zwei Punkte 4 und B und ihre 
Polaren mit Bezug auf einen Kreis vom Gentrum O ge- 
geben sind und man fällt eine Senkrechte AP von d 
auf die Polare von B und eine Senkrechte BO von 8 
auf die Polare von 4, so ist 

DA OR 
dp“ Bo’ 
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Die Gleichung der Polare von A (xy) ist 
t + yy — t =ou 
und 30, die Senkreehte auf -diese Linie von B (a y”) ist 


a tyy —r 
Vitt y”) 
Also finden wir, da ACA E EE, 


OA. BO= Lx tyy —r: 
und aus denselben Gründen 
ÒB. AP =x +yy — rt. 
Also Ken — pe 
AP BO 
128. Ist ein Kreis und ein Dreieck ALC gegeben, 
so bilden die Polaren der dreiEcken desselben in Be- 
zug auf den Kreis ein Dreieck £ B' C, (wo 4 der Pol 
von BC, B’der Pol von 4C, und C der Pol von 42 ist) 
"welches so liegt, dass die Linien 44’, BB, CC durch 
denselben Punkt gehen. 
Die Gleichung der Verbindungslinie des Punktes xy mit 
dem Durchschnitt der zwei Linien 
ec + yy — ro md ar” Hy" — rn 
ist (Artikel 36) 
Id ty rt) lee + ng r?) 
a tyy mr) wx" t yy — r) o 
In gleicher Art ergeben sich 


BE ("+ y rt) 8: „di jaim r?) — 
a +) (w + yy — ř’) = ò, 
cc ey yon) lee a N) — 


e" Hy y — r’) (e t yy a mo, 
und nach Artikel 37 müssen diese Linien durch denselben Punkt 
gehen. 

Das folgende ist ein specieller Fall des eben hbewiesenen Theo- 
rems; Wenn ein Kreis einem Dreieck eingeschrieben 
ist und jede Ecke des Dreiecks mit dem Berührungs- 
punkte des Kreises mit der Gegenseite verbunden 
wird, so schneiden sich die drei Verbindungslinien 
in einem Punkte. 


4Jufg. Beweise nach Art. 38, dass die drei Durchschnitispunkle von 
45 ud AD, vun 4C und AC und von BC und BC in einer geraden 
Linie liegen. 
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129. Bei Aufgaben über den Kreis ist es oft zweckmässig, an- 
statt die Lage eines Puntes in der Gurve durch seine zwei 
Coordinaten æy zu bestimmen, diese beiden in Gliedern einer 
einzigen unabhängigen Veränderlichen auszudrücken. 
Wenn & der Winkel ist, welchen der Radius nach zy mit der 
Achse der x macht, so wird für den Mittelpunkt als Anfangspunkt. 
der Coordinaten & =r cos 9, y = rsin g, und indem man diese 
Werthe in- die Formeln substituiert, werden sie in Allgemeinen 
vereinfacht. Die Gleichung der Tangente im Punkte xy” wird 
durch diese Substitution 

x cos# + y sin F =r; 


und die Gleichung der xy mit xy” verbindenden Sehne, welche 
nach Artikel 116 ist 
wle HN) E ya H y) = rt Kerry, 
durch eine ähnliche Substitution 
ww cs } +) + ysin t (F +) r cos L (0 Fh 
wo # und 9° die Winkel sind, welche die nach den Enden der 
Sehne gezogenen Radien mit der Achse der æ bilden. 

Diese Gleichung würden wir auch direct aus der allgemeinen 
Gleichung der geraden Linie x cos« + ysin «= p erhalten ha- 
ben, denn der Winkel, den die Senkrechte zur Sehne mit der 
Achse der æ bildet, ist offenbar die halbe Summe der Winkel, 
die von den Radien nach ihren Enden mit der Achse der x ge- 
bildet werden; und die Senkrechte zur Sehne ist == r cos 4 8—0"). 

4Jufg. I. Die Coordinaten des Durchschniltspunkts der Tangenlen 
zweier gegebenen Punkte des Kreises zu finden. 

Die Tangenten sind 

w cos + ysin =r, x cos 2’ +ysin®"—r 
und daher die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes 
cos 4 + #) sin i Ei 8#”) 
cos $ (P Et)! a a)" 


Aufg. 2. Den Ort des Durchschnitts der Tangenten an den Enden 
einer Sehne von constanter Länge zu finden. 
ludem wir die Substilution dieses Art. in die Gleichung 


1=r, y =T 


"— x) 4 (y — y f = omt. 
machen, reducirt sie sich zu cos (F — $ ) = const., oder $ — $ == consi. 
Wenn die gegehene Länge der Sehne == 2r sin ò war, so ist 
9 — 8” = 20. Die in dem letzten Beispiel gefundenen Coordinaten 
erfüllen die Bedingung (eis eos oc 


Aufg. 3. Welches ist der Ort eines Punktes, in welchem eine Sehne 
von gegebengrc-Hinge in einem bestimmten Verhältniss geschnitten wird? 
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Indem man nach Art 7 die Coordinaten des Punktes schreibt, wo 
die Schne in gegebenem Verhältniss geteilt ist, findet man, dass sie der. 
Bedingung v? + y? == const. genügen. 


Aufg. 4. Vie Diagonalen eines dem Kreis umschriebenen Sechs- 
ecks schneiden sich in einem Punkte, ` 

Die von «den Radien nach den Berührungspunkten mit der Achse 
der æ gebilleten Winkel seien 2¢, 28, 27, 20, 28,29; dann ist (lie 
Gleichung der Verbindungslinie des Durchschnittspunktes der Tangenten 
in 2a, 28 mit dem der Tangenten in 20, 2e 


Pe [€ cos (a + d) + y sin (æ + ð) — r cos (a — 6)] 
[æ 003 p + € + U sin (p < g) — r os B — &)] =D. 


1 
+ sin (B — £) 

welche, mit den andern zwei Gleichungen derselben Form zusammen- 
addirt, die Summe Null giebt. 


130. Wir haben gesehen, dass die Tangente eines Kreises 
2? +y = r? eine Gleichung von der Form 
xost + ysin =r 
hat und erkennen ganz ebenso, dass die Gleichung der Tangente 
zu (æ — a)? + (y — b)? = r? geschrieben werden kaun 
(æ — a) cos © + (y — b) sin 0 = r; 
wenn daber umgekehrt die Gleichung einer geraden 
Linie eine Unbestimmte $ in der Form 
x — a) cos © + (y — bsud—r 
enthält, sp berührt sie den Kreis 
(x — a + (y — or 
fufg. 1. Wenn eine Sehne von constanter Länge in einen Kreis 
eingeschrieben wird, so berührt sie stels einen zweilen Kreis. Denn 
in der Gleichung der Selme 
cos $ (9 + 0”) + y sin H +) = r cos 4 (Y o 
(nach dem letzten Art.) ist © — 9” bekannt und & + 9” unbestimmt: 
die Sehne berührt daher stets den Kreis 
at BE a r? cost À, 
dAufg. 2. Wenn eine Anzahl von Punkten gegeben ist und eine ge- 
rade Linie so gelegt wird, dass das m fache des Perpendikels auf sie 
vom }. Punkt vermehrt um das m” fache des Perpendikels zu ihr vum 
2. Punkt usw. eine constante Summe gieht, so umlhüllt die. Linie einen 
festen Kreis. Dies weicht von der Aufgabe 4 in Art. 49 nur darin ab, 
dass die Summe, anstalt 0 zu sein, constant, ist. 
Indem wir die Bezeichnung dieses Artikels annehmen, haben wir 
statt der dort gefundenen Gleichung 


er 
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[x Em) Zimx)) cosa + [y Zim) — Zimy')] sin a = ò, 
nur zu schreiben: 
[æ Eim) — Eimx')) cose + [y Em) — E (m y] sin @ = const 


Also berührt die gerade Linie stets den Kreis 


pr » "è y 2 
Zimn) Zimy) 
x — ET y — -mr | = consi., 
[ Elm) A T lv Em) 2 
ılessen Centrum das Centrum der mittleren Entfernungen der gegebenen 
Punkte ist. 


131. Wir schliessen dem Vorigen einige Beispiele von dem 
Gebrauch der Polar-Coordinaten an. 


4ufg. I. Wenn man durch einen festen Punkt eine Selme im 
Kreise zieht, so ist das Rechteck aus ihren Segmenten von constantem 
Inhalt. (Euklid. IH. 35. 36.) 

Nehmen wir den festen Punkt zum Pol, so ist die Polargleichung 
(Art. 123) o — lod cos '® + P — r? = o0; 
ollenbar sind OP, OP, d. b. die Werthe der Radien vectoren, die einem 
gegebenen Werth von 3 oder POC entsprechen, die Wurzeln dieser 
Gleichung. Nun ist nach der Theorie der Gleichungen OP.OP, das 
Product dieser Wurzeln, = d?— 7°, eine von © unabhängige Grösse 
um daher constant, wie immer die Richtung sei, in welcher «ie Linie 
OP gezogen ist. Wenn der Punkt O ausserhalb des Kreises läge, so 
ist d? — r° das Quadrat über der Länge der Tangenten. 

Aufg. 2. Wenn durch einen festen Punkt O eine Sehne in einem 
Kreise gezogen, und OQ als das arithmetische Mittel zwischen den 
Segmenten OP, OP’ genommen wird, den Ort von Q zu finden. 

Wir haben OP + OP oder die Summe der Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung im letzten Beispiel = 2d cos #; aber 

0OP+0P=209, 


daher 09 =decos®. 
Also ist die Polargleichung des Ortes 
0 = d cos #. 
Fig. 47. Nun erhellt aus der Endgleichung 


‚ des Artikels 123, dass dies die 4lei- 
G E chung eines über der Linie OC als 
P, et. Durchmesser beschriebenen Kreises ist. 
Gr. ee Die Aufgabe dieses Beispiels hätte 
| auch so ausgeilrückt werden können: 
Den Ort der Mittelpunkte der Sehnen im 
u Kreise zu linden, welche durch einen 
festen Punkt gehen. 
dAufg. 3. Man soll den Ort von Q finden, wenn die Linie O Q das 


| PR 2.0P.OP' 
harmonische Mittel zwischen O P und OP ist, d. h. O 0 = OP F OF’ 
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aber es ist OP. OP == @ — r? und OP + OP = 2d cos $ 
und daher die Polargleichung des Ortes 


Be N 9 Pe: ` 
= ———. oier ọ cos © = —_—. 
= d cos & ® d 
Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, welehe in der Eutfer- 
- De , AO 2 
nung von O = d — F und daher in der Entfernung von C = 7 
“ . 


zu OC senkrecht ist. Demnach ist der Ort die Polare des Punktes O. 
(Art. 117.) 


Wir können in «derselben Art diese und ähnliche Aufgaben losen, 
wenn die Gleichung in der Form gegeben ist: 
A+ Ay + Det Ey +F =o, 
denn durch Transformation zu Polar -Coordinaten wird diese Gleichung 


5 D B a 

e+ (5 cos ® + A sind) oe + g>9 
und indem wir genau wie in diesen Beispiel verfahren, finden wir für 
den Ort der harmonischen Mittel 

—?F 
e= Deos + Esna ' 
und zu rechlwinkligen Coordinaten zurückkehrend, 
ig Dc+Ey+t2aF=o, 

die früher gefundene Gleichung der Polare des Aufangspunktes. (Art. 117.) 


Aufg. 4. Ein Punkt und eine gerade Linie sind gegeben, den 
Ort von Q zu finden, wenn OQ als der inverse Werth von O P, dem Ra- 
ılius vector der geraden Linie, genommen wird. 


Aufg. 5. Von einem Dreieck ist der Scheitel, der Scheitelwinkel 
unl das Rechteck unter den Seiten gegeben; man soll den dureh die 
eine Basisecke beschriebenen Ort bestimmen, wenn die andre sich in ei- 
ner geraden Linie oder einem Kreise bewegt. 


Wir nehmen den Scheitel zum Pol, setzen die Länge der Seiten 
gleich g und g.und die Winkel, die sie mit der Achse bilden, © und ©; 


h Wr; s k? > E 7 
alsılann finden wir, indem wir für ọ, = und für 9, C + ® in die 
g 


Gleichimg iles gegebenen Ortes einsetzen, eine Relation zwischen g und 8, 
welche die Polargleichung des durch die andre Basisecke beschriebenen 
Ortes ist. Piese Aufgabe kann in derselben Art gelöst werden, wenn an- 
statt ihres Products das Verhältniss der Seiten gegeben wäre. 


Aufg. 6. Purch den Durchschnitt zweier Kreise ist eine gerade 
Linie gezogen; man hat den Mittelpunkt des zwischen die Kreise ge- 
fassten Stücks derselben zu finden. 

Ihe Gleichungen der Kreise sind voh der Form 

e = 2r cos ($ — «) imd ọ = ?2r cos (9 — ©) 
und die Gleichung des Ortes ist alsdann 
= r cos (9 — a) + r cos (9 — «'); 
sie repräsentirt einen Kreis. 
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JSufg. 7. Wem durch einen beliebigen Punkt O in eh Periphe- 
rieh eines Kreises drei Sehnen willkürlich gezogen werden und über je- 
der als Durchmesser ein Kreis beschrieben wird, so schneiden sich 
diese drei Kreise in drei andern Punkten, welche in einer geraden Linie 
liegen. 

Wenn wir den festen Punkt zum Pol nehmen, und d der Durch- 
messer des ursprünglichen Kreises ist, so ist seine Gleichung (Art. 123) 


o= d cos d. 
Wenn der Durchmesser eines der andern Kreise mil der festen 
Achse einen Winkel œ bildet, so ist seine Länge = d cos œ und die 
Gleichung des Kreises g = d cos « . cos (9 — a) 


die Gleichung des andern Kreises ist endlich ebenso : 
ọ = d cos B . cos (ẹ — B). 
Um die Polar-Coordinaten des Durehschnittspunktes dieser zwei 
Kreise zu finden, suchen wir den Werth von ẹ®, welcher 
"eos a. cos (9 — a) = cos B. cos (9 — p) 
macht und finden leicht 9 — « + ß und den entsprechenden Werth von 
ọ = d cos a cos É. 

Ebenso sind die Polar - Coordimaten des Durchsehnitts wom 1. und 3. 
Kreise 4 d= « -+ y und ọ = d cos « cos y. 

Um nun die Polargleichung der diese beiden Punkte verbindenden 
Linie zu finden, nehmen wir die allgeweine Gleichung der geraden 
Linie 

e cos (k — 9) =p 
(Art. 44) und setzen in sie nach einander diese Werthe von # und ọ, 
um so 2 Gleichungen zur Bestimmung von p und & zu erhalten; daraus 
ergieht sich 
p = d cos « cos B eos[k — (« -+ P)] == d cos « cos y cos [k— (e+Y)]. 

Also k= a -+ p +y unl p= d cos g cos p cos y. 

Die Symmetrie dieser Werthe zeigt, dass es dieselbe gerade Linie 
ist, welche die Durehsehnitte des 1. und zweiten und des 2. und 3. irei- 
ses verbindet, dass daher die drei Punkte in derselben geraden Linie 
liegen. 


132. Wenn wir eine Gleichung zweiten Grades in der im 4. 
Kapitel auseinandergeselzten abgekürzten Bezeiehnungs- 
weise ausgedrückt haben und zu wissen wimschen, ob sie einen 
Kreis darstellt, so haben wir hur auf = und y Coordinaten zurück- 
zugehen, indem wir für jede Abkürzung œ ihr Aequivalent 

x cos œ + y sin w — p 


einsetzen, um dann zu untersuchen, ob der Coefficient von xy in 
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der transformirten Gleichung verschwindet, und die Coeffieienten 
von z? und y? einander gleich sind. Die folgenden Beispiele mö- 
gen hinreichen, dies zu erläutern. 

Ein Punkt bewege sich so, dass die Producte sei- 
ner senkrechten Abstände von den beiden Paaren der 
Gegenseiten eines Vierecks in einem gegebenen Ver- 
hältniss stehen; unter welchen Bedingungen ist der 
Ort dieses Punktes ein Kreis? 

Sind a=o, p =0 , y =0, Ò = 0 die Gleichungen der vier 
Seiten des Vierecks so ist die Gleichimg des Ortes 

ty = kpi; 
sie repräsentirt eine Curve des zweiten Grades, welehe durch die 
Ecken des Vierecks geht, weil ihe durch jede der vier Voraus- 
setzungen genügt wird 


mm0, =; a= 0, Å= 0; ESAT 7 = 9; = 0, do, 

Um zu erkennen, ob diese Gleichung einen Kreis repräsen- 
trl, schreiben wie sie in voller Länge: 

x cs a+ y sin a—p) (x easy + ysiny — p ) = 
k(x cos B+ y sin I—p) (e eos d 4 y sind — pp"). 

Indem wir ausmultiplieiren, und den Coeflieienten von z? mit 
dem von y? gleich und den von xy gleich Null setzen, erhalten 
wir die Bedingungen 

cos (a + y) == k cos (B + ð) und sin (a + 7 k sin (8 + d). 

Die Quadrate dieser Gleichungen liefern dureh ihre Addition 
die Bedingung k = F 1 und aus der Erfüllung derselben folgt 
entweder 

a + y =B + d oder = I p H di 
und daraus ebenso 

 — ß == ġ — Y oler = 180 + ĝ — 7- 
Da œ — p der Winkel zwischen den vom Coordinatenanfang auf die Li- 
nien œ und 8 gefällten Senkrechten und daher das Supplement des 
von « und ĝ selbst gebildeten Winkels ist, welcher den Anfangspunkt 
der Coordinaten enthält, so ist diese Bedingung erfüllt, wenn das Vier- 
eck von «ßyö in einen Kreis einschreibbar ist. (Euklid. I 22). Und 
es ergiebt sich ohne weitere Untersuchung, dass für einen imer- 
halb des Vierecks gelegenen Coortdinatenanfaag k—= — I zu nch- 
men und der von œ und B gebildete Winkel das Supplement des 
von yund ô eingeschlossenen ist (beide so genommen, dass der Coor- 
dinatenanfang innerhalb derselben liegt), während der Lage des 
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Coordinaten - Anfangspunktes ausserhalb des Viereeks der Werth 
k—+ 1 und die Gleichheit der gegenüberliegenden Winkel entspricht. 


133. Unter welcher Bedingung ist der Ort eines 
Punktes ein Kreis, für welchen das Quadrat der Ent- 
fernung von der Basis eines festen Dreiecks in einem 
constanten Verhältniss zum Prodacte der Entfernun- 
sen von den Seiten desselben steht? 

Sind «==0, ß=o, y=o die Seiten des Dreiecks, so ist die 
Gleichung des Ortes «aß = ky?. Wenn wir nun die Punkte suchen, 
wo die Linie «= o diesen Ort schneidet, indem wir in seiner Glei- 
chung « =o machen, so erhalten wir das vollkommne Quadrat 
y’=o. Also schneidet «== o den Ort in zwei zusammenfallenden 
Punkten, d. h. nach Art. 38 sie berührt den Ort im Punkte («, y). 
Ebenso berührt 8 den Ort im Punkte ($, y). Also sind œ und ß 
beide Tangenten und y ist ihre Berührungssehne. 

Um nun zu erkennen, ob der Ort ein Kreis ist, schreiben wir 
seine Gleichung wie im letzten Artikel in voller Länge und erhal- 
ten, indem wir die Kennzeichen des Artikel 113 anwenden, die 
folgenden Bedingungen 

cos la + B) = k cos 2y, sin (e + p) = k sin 27, 
wo wie im letzten Art. k= 1 ist; somit wird das Dreieck gleich- 
schenklig. Also dürfen wir schliessen, dass wenn man von 
irgend einem Punkte eines Kreises auf zwei Tangen- 
ten und ihre Berührungssehne Perpendikel fällt, das 
Quadrat der letztern immer gleich dem Rechteck un- 
ter den zwei erstern ist. 

Aufg. Unter welchen Bedingungen ist der Or} eines Punktes ein 


kreis, für welchen die Summe der Quadrate der von ihm auf die Seiten 
eines Dreiecks gefällten Senkrechten constant ist. 


Die Gleichung des Ortes ist 
a? + B + y= Pr 
und die Bedingungen, unter denen diese einen Kreis repräsentirt, sind 
cos 2a +eos2ß+cos27—o, sin 2a- sin 26 + sin 2y = o 
cos Ja —2cos(f+y)cos|p—y). sin 2r— —2sin (P+y)cas(P—y 
Durch Quadriren und Addiren erhält man 
1=400s’(ß — y) und B == y = 60". 


Ebenso findet man jeden der beiden andern Winkel des Dreiecks 
gleich 60°, so dass das Dreieck gleichseitig sein muss. 
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134. Die Gleichung des Kreises zu finden, welcher 
dem aus den Linien @=o, p= 0, y =0 gebildeten Prei- 
eck umschrieben ist. 

Eine Curve zweiten Grades, welche dem gegebenen Dreieck 
umschrieben ist, wird allgemein durch eine Gleichung von der 


Form IBy + mya + neß-=o 
dargestellt; da derselben durch jede der Voraussetzungen: 
1 — u B=u; bo, er a A « = 0, 


genügt wird. $ 
Die Bedingungen, unter welchen diese Gleichung einen Kreis 
repräsentirt, werden durch das Verfahren des Artikel 132 gefun- 
den, wie folgt: 
l cos iB +y) -+ w cosiy pa) + m casle +p) = o, 
l sin (B 4y) 4 m sin (y 4e) -4n sin (a Hp) = o. 
Indem wir m und a nacheinander zwischen diesen Gleichun- 
gen eliminiren, erhalten wir 


m sum [y — u n sm le — p 


‘ 

Wenn nun C der von den Seiten e, 8 eingeschlossene Winkel 
ist, so erhalten wir sin C = sin (x — ß) u. s. w., weilsin (x — ß) der 
Winkel zwischen den Senkrechten zu diesen Seiten ist; demnach 
ist die Gleichung des einem Dreieck («:=0, B=o,y==o) um- 
sehriebenen Kreises 


By sin A+yasın B-p ap sin C == o0, 


l sin (P — a t siu [5 


Die geometrische Bedeutung der eben gefundenen Gleichung 
ist der Beachtung werth. Wenn wir von irgend einem Punkt O 
die Senkrechten OP, 009 auf die Linien œ, $ fällen, so sind «œ, p 
die Längen dieser Senkrechten; und weil der Winkel’ zwischen 
ihnen das Supplement von € ist, so ist die Grösse e P sin C das 
Doppelte des Inhalts des Dreiecks OPQ. Fig, 48 
In gleicher Art sind Bysin 4 und ya sin B 
das Doppelte der Dreiecke OQR und ORP. 
Also ist die Grösse 


Byen At ya sin B+ ap sin C L = yP 
das Doppelte des Inhalts des Dreiecks f N ø / N 
POR und die im lelzten Artikel ge- / I / \ 
findene Gleichung sagt aus, dass der £ NW \ 


a; ae: 
Inhalt des Dreiecks POR ver- 
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schwindet, solange der Punkt 9 auf der Peripherie des 
umschriebenen Kreises genommen wird; d.h. dass die 
drei Punkte 2,0, Ralsdann in einer geraden Linie liegen. 
Wenn gefordert ist, den Ort eines Punktes Oso zu bestimmen, dass 
das Dreieck POR, welches die Fusspunkte der von ihm auf die Sei- 
ten des gegebenen Dreiecks gefällten Perpendikel zu Ecken hat, 
von constantem Inhalt sei, so wird die Gleichung des Ortes 
By sin Atye sin B+aß sin C = const., 

und weil diese von der Gleichung des umschriebenen Kreises nur 
im constanten Gliede abweicht, so ist es (Artikel 113) die Glei- 
chung eines mit ihm concentrischen Kreises. 

135. Aus der Gleichung 

Bysin A + yasin Btaßsin C=0 
können wir die Gleichungen der Tangenten des Kreises 
in den Ecken des Dreiecks finden. Schreiben wir die Glei- 
chung in der Form: y{ßsn dtasinD)+efsinC= o, 
so sehen wir (Artikel 134), dass y den Kreis in den zwei Punkten 
schneidet, wo sie die Linien «,ß schneidet, weil die Gleichung 
«dureh die Substitution y = o auf aß =o redueirt wird. 

Aus demselben Grunde sind die Punkte, in welchen die Linie 
sin A + «sinu B den Kreis schneidet, diejenigen beiden, wo sie 
die Linien œ und ß schneidet. Aber diese zwei Punkte fallen zu- 
sammen, weil sin f + «sin B durch den Punkt «f geht. Weil 
aber die Linie sin A + «sin B den Kreis in zwei zusammenfal- 
lenden Punkten schneidet, ist sie eine Tangente desselben in dem 
Punkte eg. 

Wir sahen Artikel 64, dass æ sin A+ß sin B= o die Gleichung 
der Parallelen zur Basis y ist, die man dureh die Spitze «f8 ziehen 
kam. Also macht nach Artikel 57 die Tangente « sin B+ 8 sin A=o 
denselben Winkel mit einer Seite des Dreiecks, wie die Basis mil 
der andern. (Euklid HI 32.) 

Aus der Form der Gleichungen der drei Tangenten 

en 2 Br ro Bi: 7 == 0 7 - ü, 

sind sn "smB " sm "sin C " sin A 
geht hervor, dass die drei Punkte, in denen jede von ilmen die 
Gegenseite des Dreiecks trilt, in gerader Linie liegen, nämlich iu 
der geraden Linie, deren Gleichung: ist 

& b 7 


snd sing " smC 


— li — 


Man findet ferner, dass die Gleichungen der Verbindungs- 
linien der Ecken des eingeschriebenen Dreiecks mit 
denen des umgeschriebenen sind 

a p ß y y č 


=), — 
sın Ad sin B sin B 


sın Phe "sing sin A 
ihre Form lehrt, dass sie sich in einem Punkte schnei- 
den. (Art. 36). 


136. Wir leiten demnächst ebenso die Gleichung des in das 
Dreieck (œ, ß,y) eingeschriebenen Kreises ab. Die Glei- 
chung 

Pap m EA — Imnpßy — Aniya — 2lma h = o 
repräsenlirt eine Curve zweiten Grades, welche jede der Linien 
«a, B, y berührt. Wenn wir den Punkt suchen, welchen eine Seite 
y mit dem durch diese Gleichung repräsentirten Orte gemein hat, 


so erhalten wir — durch Einsetzen von y = o — das vollkom- 
mene Quadrat Pa 4 m’ß? — 2imaß= o; 


die Wurzeln dieser Gleichung sind gleich und wir erfahren, dass 
die zwei Punkte, in denen y die Curve sehneidet, zusammenfal- 
len und dass daher y eine Tangente ist. In derselben Art kann 
gezeigt werden, dass die Linien « und 8 die durch die vorige 
Gleichung dargestellte Curve berühren. Man kann diese Gleichung 
auch in der folgenden Form schreiben: 
N «et + m?! p? + niyi — 0: 

denn wenn man diese von Wurzeln befreit, so zeigt sie sich mit 
der oben geschriebenen identisch. 

Als die einfachste Methode, die besondern Werthe von I, m, n 
zu erhalten, für welehe die vorige Gleichung einen Kreis re- 
präsentirt, erscheint die, welche im Folgenden mitgetheilt wird. 
Verbinden wir die Berührungspunkte des eingeschriebenen Kreises 
durch gerade Linien und repräsentiren die Gleichungen derselben 
durch «œ =o, P= 0, y=o, die Winkel des von ihnen ge- 
bildeten Dreiecks aber durch 4, B, C; dann muss nach 
Artikel 134 die Gleichung des Kreises sein 

By sin d+ ya sin # + ap sin Cc o. 
Nun haben wir im Artikel 133 gezeigt, dass für jeden Punkt im 
Kreise die Bedingungen œ? = by, P*—=ye und y? = aß erlüllt 
sind und es ist leicht zu sehen, dass 5 
A= 90" — 4A, K= wW hB, C= C. 


Salon, Anal, Geom. der Kegelschnilie, 11 
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Indem wir diese Werthe substituiren, erhalten wir die Glei 
chung des Kreises 
ateos A + Bleos 4B + ytcos XC =o: 
Die allgemeine Gleichung repräsentirt also einen 
Kreis, wenn 7, m, n proportional sind zu 
cos”! 3 A, cas’ 4 B. cos? iC. 
üs kann in gleicher Art gezeigt werden, dass die Gleichung 
des die Seite œ und die verlängerten Seiten 8 und y berühren 
den Kreises ist 
al cos 4d + p? sinå B + yłsin C= o. 


137. Da die im letzten Artikel gegebene allgemeine Gleichung 

in der Form 
ny (ny — 2a — 2mp) + (la — mp? = v 
geschrieben werden kann, so folgt, dass die Linie 1e — m B, 
welche olfenbar durch den Punkt «ß geht, auch durch den Punkt 
gehen muss, wo y die Curve schneidet. Die drei Linien, 
welche die Berührungspunkte der Seiten mit den 
gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks verbinden, 
sind daber durch die Gleichungen 
la—mß —=o,mß ny = 0, Ry — la = 0 

dargestellt und schneiden sich somitin einem Punkte. 

Ganz derselbe Beweis, welcher zeigt, dass y die Curve þe- 
rührt, lehrt auch, dass ay — 2 la — 2m ß die Curve berührt, 
denn wenn diese Grösse =o gesetzt ist, haben wir das vollkom- 
mere Quadrat (læ — mßj?— vo; also schneidet diese Linie die 
Curve in zwei zusammenfallenden Punkten d. h. berührt die Curve 
und la — mß geht durch den Berührungspunkt. Wenn also die 
Ecken des Dreiecks mit den Berührungspunkten der Gegenseiten 
verbunden und in den Pımkten, wo die Verbindungslinie den Kreis 
ferner schneidet, Tangenten gezogen werden, so sind die Glei- 
chungen derselben 
2le + 2mß — ny =o, 2mß + 2ny — la = 0; Iny + Ua — mp =o. 
Und wir erkennen, dass die drei Punkte, wo jede von diesen 
Tangenten die entgegengesetzte Seite des Dreiecks schneidet, in ei- 
ner geraden Linie la tmß+ny=u 
liegen, denn diese Linie geht durch den Durchschnitt der ersten 
Geraden mit y, dureh den der zweiten mit œ und chenso durch 
den der dritten mit ß. 
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Wir beantworten gleich an dieser Stelle als eine einfache Ue- 
bung die Frage: Welche Bedingungen müssen erfüllt 
sein, damit die allgemeine Gleichung zweiten Grades 

l + mE + nz? + phy +20ya + 2raß=o 


einen Kreis repräsentirt? 


Wir können uns zur Beantwortung auf den in der Anfe. 1 
des Artikel 131 enthaltenen, überdies elementaren, Satz stützen, 
nach welchem das Rechteck der von einem Kreise auf allen durch 
denselben Punkt gehenden Transversalen gebildeten Abschnitle 
eonslant ist. Betrachten wir das Fundamentaldreieck ABC und 
nennen die Schnittpunkte seiner Seiten BC, CA, AC mit dem 
Kreise respective &, 4, bi, da, Co Ca So müssen nach diesem Satze 
die Relationen 

Ab, s Ab, —— de, - Afa, 

Bei. Be = Ba,. ba, 

Ca, . Cas = Chy. Ch, 
bestehen. 

Wenn wir aber die den Punkten e,, cz entsprechenden Werthe 
von y durch y, y, und die Seitenlängen BC, CA, AB des Fun- 
damemtaldreiecks durch a, b, e bezeichnen, so ist 

Ab, Alis 
E, ah b i 
Für jeden Punkt der Linie CA oder ß = o ist aber auch 


l + ny + 2q ya = 0o md a +y =l, 
in Folge dessen 
1 "+ ny + 2q7 1 = 7) = 0; 
oder 
RUE 2g) + 27 (4 D Lc 
Daraus ergiebt sich 
=s Ab,- Ab, I 
ST T p KETER 
Ebenso erhält iman 
Ac Aci __ ! 
cè I+ m2r 
und somit an Stelle der Relalion 
A bh, A Un = Ac,- Arc, 


IH n—24 I m—2r 


b° í 


11* 
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Die Untersuchung der andern Paare von Abschnitten ergänzt dies 
zu der symmetrischen Doppelbedingung 
m +n —2p n +1 — 2% l 4 m— 2r 
TR y a ana S a 
Man kann diese Bedingung auch in der Form 
Isin’ B + msin?d — 2r sin Asin B = m sin? C + n sin? B — 2r sin Bsin C 
= n sin "A + lsin’ — 4 sm C sin A 
erhalten, indem man davon ausgeht, dass die Gleichung eines Krei- 
ses immer in der Form 
aĝ sin C + py sind + ya sin B + (a sin A4 ĝ sin B + y sinC) 
(Aa + uß + ry) =o 


muss geschrieben werden können. 


Neuntes Kapitel. 


Eigenschaften eines Systems von zwei oder 


mehreren Kreisen. 


138. Die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne 
zweier Kreise zu finden. 
Wenn S= o, S =o die Gleichungen zweier Kreise sind, so 
ist nach Artikel 36 jede Gleichung von der Form S— k S == o 
die Gleichung einer durch ihre Durchschnittspunkte gehenden Li- 
nie. Schreiben wir die Gleichungen 
Seir— a’ + {y It — rt = o, 
Sir — a? +y—bi— r'= o, 
so ist offenbar, dass die Gleichung S — kS = o im Allgemeinen 
einen Kreis darstellt, weil der Coefficient von xy Null und der 
Coefficient von x? dem von y? gleich ist. In einem Falle, näm- 
lich für k= 1, stellt sie aber eine gerade Linie dar; die Glie- 
der des zweiten Grades verschwinden dann und die Gleichung wird 
S — S= 2a — u) +2 hy H r*a + — HR — Io. 
Diese ist daher die Gleichung der durch die Durchschnitts- 
punkte der beiden Kreise gehenden geraden Linie. 
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139. Die Durchschnittspunkte der zwei Kreise werden gefun- 
den, indem man wie in Artikel 115 die Punkte sucht, in welchen 
die Linie S — S einen der ‚gegebenen Kreise schneidet. Diese 
Punkte sind reelle, zusammenfalleude oder imaginäre Punkte, je 
nach der Natur der Wurzeln der resultirenden Gleichung; aber 
es ist bemerkenswerth, dass, gleichviel oh die Kreise sich in reel- 
len oder imaginären Punkten schneiden, die Gleichung der Durch- 
sechnittissehne S — S =o immer eine reelle gerade Linie reprä- 
sentirt, welche in Bezug auf beide Kreise wichtige geometrische 
kigenschaften besitzt. Dies ist in Uehereinstimmung mit unsrer 
früheren Anmerkung, dass die Verbindungslinie zweier Punkte ihre 
Existenz und ihre Eigenschaften bewahren kann, wenn auch diese 
Punkte imaginär geworden sind. Um das Unaugemessene zu ver- 
meiden, welches die Benennung dieser Linie S — S = o als Durch- 
schnittssehne dann hat, wenn die Kreise sich geometrisch nicht 
zu schneiden scheinen, ist sie die Radical-Achse*) beider 
Kreise genannt worden; auch die Benennung Ghordale ist für 
dieselbe angewendet worden. **) 

140. Eine der merkwürdigsten Eigenschaften dieser Linie ist 
in der geometrischen Bedeutung der Gleichung S — S == o be- 
reils enthalten. Wir sahen (Artikel 118), dass die Substitution der 
Coordinaten emes beliebigen Pıniktes xy in die Gleichung des 
Kreises das Quadrat der Tangente liefert, die man von ihm aus 
an den Kreis ziehen kann. Demnach sagt die Gleichung 

i S—S'=o 
aus, dass die von einem beliebigen Punkte der Ra- 
dieal-Achse an beide Kreise gezogenen Tangenten 
gleich lang sind. 

Die Linie (S — S’) besitzt diese Eigenschaft, gleichviel ob sie 
den Kreis in reellen Punkten schneidet oder nicht. 

Wenn die Kreise sich nicht in reellen Punkten schneiden, 
so ist die Lage der Radical-Achse geometrisch bestimmt, indem sie 
die Verbindungslinie ihrer Centra so schneidet, dass die Differenz 
der Quadrate ihrer Theile gleich der Diflerenz der Quadrate der 
Halbmesser ist, und in diesem Theilpunkte sich senkrecht erhebt; 


+) Gaultier, Journ. de l’ecol. pol. Cah. XVL. 1813. 


+*+) Von H. Plücker: Analytisch-geometrische Entwicklungen I. 93. 
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dies ist offenbar, weil auch die Tangenten von diesem Punkte 
einander gleich sein müssen. 

Wenn verlangt wäre, den Orl eines Punktes zu linden, für 
welchen die von ihm zu zwei Kreisen gezogenen Tangenten in 
constantem Verhältniss stehen, so erhellt aus Artikel 118, 
dass die Gleichung des Ortes sein muss 

s—kS$: - 0, 
dieselbe repräsentirt aber nach Art. 138 einen dureh die reel- 
len oder imaginären Durchschnittspunkte von Sund S 
gehenden Kreis. Wem die Kreise S und S sich nicht in reellen 
Punkten durchschneiden, so können wir die Relation, welchesie mit dem 
Kreise S-438 verbindet, ausdrücken, indem wir sagen, dass die drei 
Kreise eine gemeinschaftliche Radical-Achse haben. 


141. Aus der Form der Gleichang der Radical-Achse zweier 
Kreise leiten wir das folgende Theorem ab: 

Wenn drei Kreise gegeben sind und wir nehmen 
für jedes Paar derselben dieRadical-Achse, so schnei- 
den sich diese drei Linien in einem Punkt. Derselbe 
wird das Radieal-Gentrum*, der drei Kreise genannt. 

Denn die Gleichungen der drei Radieal-Achsen sind 

s-S=aS- S=oN— Sao, 
welche Livien sich nach Artikel 37 in einem Punkt schneiden. 
Aus diesem Theorem gelt unmittelbar das Folgende hervor: 

Wenn verschiedene Kreise durch dieselben zwei 
festen Punkte gehen, so geht ihre Durchschnitissehhe 
mit einem festen Kreis dureh einen festen Punkt. 

Denn denken wir irgend einen der Kreise, die dureh die zwei 
gegebenen Punkte gehen, als fest, so ist seine Durchschuittssehne 
mil dem gegebenen Kreise unveränderlich und seine Durchschnilts- 
sehne mit irgend einem andern durch die gegebenen Punkte ge- 
henden Kreise die diese Punkte verbindende gerade Linie. Diese 
zwei geraden Linien bestimmen in ihrem Durchschnitt einen Punkt, 
durch welchen die Durchschnittssehne des veränderlichen Kreises 
mit dem gegebenen Kreise gehen muss. 

4ufg. }. Finde die Radieal-Achse von 
+ — ix y 7 = 0 md ++ bc + Ry — 90 

Aufl, 102 + 13y = I6. 


*) Der Chordalpunkt nach Il, Plücker. 
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Jufg. 2. Winde das Radical-Centrum von 
t — 1 +y—1'=7, 2-3’ + y= a, le t y t. 

Aufl. ( - t, = b) 

142. Kreise, die eine gemeinschaftliche Radical-Achse besitzen, 
haben manche merkwürdige Eigenschaften; dieselben können leich- 
ter untersucht werden, indem man die Radieal-Achse zur Achse der 
y und die Verbindungslinie der Centra zur Achse der x nimmt. 
Dann ist die Gleichung eines beliebigen Kreises aus dem System 

+ ya ake imo; 
ò bleibt für alle Kreise des Systems constant und dic Gleichun- 
gen der verschiedenen Kreise desselben werden erhalten, indem 
man dem % verschiedene Werthe giebt. Denn offenbar liegt das 
Centrum in der Achse der x (Artikel 113) in der veränderli- 
chen Entfernung k vom Aufangspunkt der Coordinaten; und wenn 
wir irgend zwei Kreise nehmen 

a +y — oko + Fco, 

t +y —ık x+ ë= 0, 
und die Gleichung des einen von der des andern abziehen, so er- 
giebt sich für ihre Durchschniltssehne s= o oder die Achse der y. 
Wenn wir dem ò? das Zeichen -+ geben, so schneidet die Ra 
dical-Achse die Kreise in imaginären Punkten, und wenn wir ihm 
das Zeichen — geben, in reellen Punkten. 


143. Wenn verschiedene Kreise durch dieselben 
zwei festen Punkte gehen, so geht die Polare eines 
gegebenen Punktes in Bezug auf irgend einen von 
ihnen auch durch einen festen Punkt. 

Die Gleichung der Polare von «’y in Bezug auf 

+ y? — kx + ð = o 
ist (Arlikel 117) 
re + yy — kle + x) + F aol 
diese Linie muss, weil ihre Gleichung die Unbestimmte /% im er- 
sten Grade enthält, immer durch den Durchschnitt von 
te tyy + =o und x p = o 
gehen. 

144. Es können immer zwei Punkte so gefunden 
werden, dass ihre Polaren in Bezug auf irgend einen 
der Kreise nicht allein durch einen festen Punkt ge- 
hen, sondern ganz fest sind. 


www.rcin.org.pl 


ei = 


Das wird dann stattfinden, wenn 
act yy + imo ud æ 4 r =o 
dieselbe gerade Linie darstellen, denn diese gerade Linie ist dann 
die Polare, welches auch der Werth von % sei. Aber diese Iden- 
tität tritt ein, wenn y = o und x? == ò oder x = + ô. 

Die zwei Punkte, deren Coordinaten wir eben gefunden ha- 
ben, besitzen manche merkwürdige Eigenschaften in der Theorie 
dieser Kreise; sie liegen so, das die Polare des einen von ilmen 
in Bezug auf irgend einen der Kreise eine durch den andern 
gehende Senkrechte zur Gentrallinie ist. Man kann die Gleichung 
des Kreises in der Form 

y? i, (x ie h= ke — o, 
schreiben und erkennt daraus, dass für alle Werthe von A, welche 
der Bedingung X? < Ò genügen, der Kreis imaginär wird; für 
k? == 6°, ist die Gleichung vonder Klasse 2), Artikel 114, und re- 
präsentirt einen Kreis von unendlich kleinem Radius, dessen Cen- 
trum die Coordinaten y = o, œ = + ò hat. Deimach können 
die eben gefundenen Punkte selbst als Kreise des Systems betrachtel 
werden und in diesem Sinne sind sie von M. Poncelet als die 
Grenzpunkte des Systems der Kreise bezeichnet worden. ”*) 

145. Wenn wir von irgend einem Punkte der Radi- 
cal-Achse Tangenten an alle diese Kreise ziehen, so 
ist der Ort der Berührungspunkte nothwendig ein 
Kreis, weil wir bewiesen haben Art. 140), dass alle diese 
Tangenten gleich lang sind. Auch muss dieser Kreis 
alle Kreise des gegebenen Systems unter rechten Win- 
keln schneiden, weilseineRadien Tangenten derselben 
sind. Die Gleichung dieses Kreises kann leicht gefunden werden. 

Das Quadrat der Tangente von irgend einem Punkte 

zu, Yy =h 
an den Kreis £L H y? — kax + S= o; 
welches gefunden wird, indem man die Coordinaten desselben in 
diese Gleichung einsetzt, ist A®+ ®, 
und der Kreis, dessen Centrum der Punkt æ == o, y = h und’ 
dessen Badius-Quadrat — 2? + 6? ist, hat die Gleichung 
+ (y — h= t E oer a? + ye ohy =. 

Also, wie auch der in der Radieal-Achse genommene Punkt 

liege (oder welches immer der Werth von A sein mag), immer geht 


#) Traité des Proprietes Project. p. 41. 


www.rcin.org.pl 


=> RN a 


dieser Kreis durch den festen Punkt y==0, v- + ò, den wir 
y T 


im letzten Artikel gefunden haben. g 


Und wir erkennen, dass alle Kreise, welche das ge- 
gebene Systemunterrechten Winkelnschneiden, durch 
die Grenzpunkte des Systems gehen. 


Aufg. 4. Man beweise den Satz: Wenn dice Polare vondin 
Bezug auf das System durch den festen Punkt B geht, so 
e et die heiden Grenzpunkle dem über AB ar Durch- 
messer rn a nen Kreise an. 


s 

dufy. Man beweise den Satz: Das Quadral der Tangente 
von cinem ui. cines Kreises zu einem andern ist in ei- 
nem consLanten Verhältniss zu der Senkrechten von dem 
Punkte auf ihre Radical-Achse. 


Aufg. 3. Den Winkel (&) zu finden, unter welchem zwei Kreise 
sich schneiden. Bezeichnen wir die Radien der Kreise dureh R und r, 
und durch 2 die Entfernung ihrer Centra, so ist 

P— R®+ r?— 2Rr eos, 
weil der Winkel, unter welchem die Kreise sich schneiden, gleich dem 
von ihren Radien im Durchschnittspunkt gebildeten Winkel ist. 

Aufg. 4. Wenn ein beweglicher Kreis zwei feste Kreise 
unter constanten Winkeln schneidet, so schueidet er alle 
Kreise, die dieselben Radieal-Achsen haben, unter con- 
slanten Winkeln. 

Wir repräsenliren die Gleichungen der zwei festen Kreise durch 
S=o, Ş = o und ihre Radien durch r, 7’; dam genügen die Coor- 
dinaten des Gentrumns des beweglichen Kreises den Bedingungen 

e — aRrcosa—=S md R— I Rr os p= S’, 
weil DP? — r°, das Quadrat der Tangente an den ersten feslen Kreis, 
gleich S sein muss. (Art. 118.) Aus diesen Gleichungen schliessen 
sh a RAR kreosatircsß _ ESIS 
— EF k+t 
welches genau die Bedingung ist, unter welcher der bewegliche Kreis 
mit dem Kreis k S + 15 den conslanten Winkel bildet, für welchen 

(k + Ir cosy = kr cuse + Ir cos B 

isl, sobald durch # der Radins des Kreises kS + LS bezeiehnet wirid. 

Aufg. 5. Ein Kreis, welcher zwei feste Kreise unter 
eonslanten Winkeln schneidet, berührt auch zwei feste 
Kreise. 

Deun wir können das Verhältniss Æ:Z so bestimmen, dass y = 0, 
oder eos y == I ist. Ist D die Gentraklistanz der Kreise S und Ss, 
ergiebt sich (k+ r —ikH+D(kr’+ Ir?) kD, 
wul indem wir den daraus für r” abgeleiteten Werth in die Gleichung 


: i à ; k 
der letzten Aufgabe cinsetzen, ergiebt sich zur Bestimmung von T 


eine quadratische Gleichung. 
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146. Eine gemeinsame Tangente zweier Kreise zu 
construiren. . 
Wir reprägentiren die beiden Kreise durch die Gleichungen 
(x — a -+ y — b= r, 
und symbolisch durch S, 
(£ — a + (y — b= r”? oder S. 
Aus Artikel 116 ist bekammt, dass die Gleichung einer Tan- 
gente zu S die Form hat 
(æ — a) (£ — a) Hy b) wor, 
da nach Artikel 129 


x ñ y — b 
= cos &, ———— Au 
r r 
gesetzt werden darf, so geht dieselbe über in 
x — a) cosa + ly — b) sin a = r, 


Ebenso ist eine Tangente zu S’ 

x — a} cos B + (y — b) sin p= r. 

Wir suchen die Bedingungen, welche erfüllt sein müssen, 
damit diese zwei Gleichungen dieselbe gerade Linie dar- 
stellen. Zuerst erfahren wir aus der Vergleichung des Verhält- 
nisses der Coeflicienten von æ und y, tan «= tan ß also ß entweder 
= & oder = 180e. Wenn eine von diesen Bedingungen cr- 
füllt ist, so vergleichen wir ferner die absoluten Glieder und fin- 
den im ersten Falle 

a — a) cosa -t [b — b) sin a 4r — r= o, 
und im zweiten 
a — a) cos «a + (b — b) sn a +r +r =n. 

lede dieser Gleichungen ist in Bezug auf die Bestimmung von 

«œ eine quadratische Gleichung; die Wurzeln der ersten Gleichung 


Fig. U, 


\ 
— 
ee A 


=s 
“~ 


entsprechen den directen oder äusseren gemeinschaftlichen Tan- 
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genten 4a, Aa, die Wurzeln der zweiten Gleichung den trans- 
versalen oder inneru gemeinsamen Tangenten Bb, ZW. 

Wenn wir die Coordinaten des Berührungspunktes der ge- 
meinsamen Tangente mit dem Kreis S zu wissen wünschen, müs- 
sen wir in- die eben gefundene Gleichung für coss den Werth 


© — A I 


ö : b IM. á 
— — und für sin « den Werth — substitniren und finden 
Z 


r 

7 u. —- aA + b- ly — b) + rir — rcn, 

a — a) lx — a) 4 b — b) y mb) trir + rj = o. 
Die erste dieser Gleichungen giebt mit der Gleichung S des Krei- 
ses combinirt, eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln die 
Coordinaten der Punkte 4 und 4 sind, in welchen die dirccten 
gemeinschaftlichen Tangenten den Kreis S berühren; und man 
erhält wie in Artikel 117 

a a) (æ — a) + (b'o y — b) =r — r 
als die Gleichung von 44, der Berührungssehne der 
direeten gemeinsamen Taugenten. So ist gleicherweise 
a — a) l —a ES eA y — b) =rir + r 
die Gleichung der Berührungssehne der transversalen 
gemeinschaftlichen Tangenten, Wenn der Anfangspunkt der 
Coordinaten mil dem Centrum des Kreises § zusammenfällt, so sind 
a und b = 0 und wir finden für die Gleichung der Berührungssehnen 


ax t+by=rlr Fr) 


Aufg. Finde die gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise 
2 + y — te y + imo, tHe Hir Ht ay — tano. 
Die Berührungssehnen der gemeinschaftlichen Tangenten mit dem er- 
slen Kreise sind 2a Ay So, DE Ae S: 
s 2 ? PAE 14,2 
Die erste Sehne schneidet den Kreis in den Punkten (2, 2) (7 E 
deren Tangenten sind Jam e — Eo 
à A 1 m. / 7,1 
und die zweite Sehne schneidet den Kreis in den Punkten (1, 1) (5° ), 
in welchen die Tangenten sind z=1, 3e + 4y = 5. 


147. Die Punkte O und O, in welchen die direelen oder 
transversalen Tangenten sich schneiden, werden aus einem im 
nächsten Arlikel auseinandergesetzten Grunde Centra der Achn- 
lichkeit beider Kreise genannt. Ihre Coordinaten können leicht 
bestimmt werden, denn O ist der Pol der Sehne 4, deren Glei- 


P a—a)r (b —b)r $ 
chung ist (2 — a) + z(u — b =r, 
r pz r 


P —p 
in Bezug auf den Kreis S. 


Pe 
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lodem wir diese Gleichung mit der Gleichung der Polare des 
Punktes zy vergleichen, 
(e — a) (x — a) + WW b) ly — bh) =, 
erhalten wir 


j > å 
, a — aa . ar— ar 
x—-a= — r oder x — , 
r—r r—r e 
3 b b i br hr m 
y — b = ‚r olory = —— 
x r r r -r 


In der nämlichen Art findet man für die Coordinaten von 0° die 
Werthe: 

\ ar +ar E br + br 

ae ee Bde: mu 7Z 

Diese Werthe der Coordinaten zeigen an, dass die 
Centra der Achnlichkeit die Punkte sind, in denen die 
Verbindungslinie der Centra äusserlich und innerlich 
in dem Verhältniss der Radien getheilt ist. 

Jufg. Finde die gememschaftlichen Tangenten der Kreise 

+ y e bx — By, + P—dar—oy—ih 
Die Gleichung des Tangentenpaares zu 
(x — af + (y — mr! 
durch xy’ ist (nach Art. 120) 
[lx — aft (y— br] [aa + (yb — rt] == [ae — a) (x — a) 
-+ (y —b) (y — b) — yS 

Nun sind die Coordinaten des äussern Achnlichkeits-Gentrums gefun- 

den (— 2, — 1) und es ist also das Paar der Tangenten durch dasselbe 
3 (a + y — 6r — 8y) = (5x + 5y — 107, 

oder ay + +y 4+4 2=0, 

oder @ + 2) (y + 1) = 0. 

Da die gegebenen Kreise einander in reellen Punkten durchschnei- 
den, so ist das andere Paar der gemeinsamen Tangenten imaginär; 
aber ihre Gleichung wird gefunden, indem man das Paar der Tangen- 
ten durch das andere Aclmlichkeits-Centrum (=. =) aufsucht ; sie ist 

Ha + xy + out — 1998 — 78y + 72 = 0. 
148. lede durch den Durchschnitt der gemeinsa- 


men Tangenten gezogene gerade Linie wird durch die 
beiden Kreise in Proportion zetheilt. Wenn man auf dem 
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Radius vector irgend eines Punktes P einen Punkt Ọ so bestimmt, 
das O P= m. O0, so sind das x und y des Punktes P resp. das 
mfache von dem æ und y des Punktes O, und wenn daher P 
eine Curve beschreibt, so wird der Ort von 0 durch Substitution 
von mg, my für x und yin die Gleichung der durch P beschrie- 
benen Curve gefunden. 


Wenn nn die gemeinschaftlichen Tangenten zu Achsen ge- 
nommen werden, und wir OA durch a, OZ durch « bezeichnen, 
so sind die Gleichungen beider Kreise (Artikel 115, Aufg. 4) 

X + y? + 2y coso — 2a x —2ayt a = o0, 
+ y? + 2xy coso — 2a x — 2a y + at=o. 


Aber die zweite Gleichung geht aus der ersten hervor, wenn 
ER N - r - We R 
Wir Sue für x, y in die erste Gleichung einsetzen, sie reprä- 
t a 
sentirt daher den durch Verlängerung jedes Radius vector des 


ersten Kreises im Verhältniss a:a erzeugten Ort. 


Weil das Rechteck 00.0_ constant ist ‚Fig. 50), und weil wir 
gezeigt haben, dass OR in einem constanten Verhältniss zu Oo 
ist, so folgt, dass das Rechteck OR.O00 = OR. Oo constant 
ist, wie auch die Linie durch O gezogen sei. 


149. Wenn wir durch ein Aehnlichkeits-Centrum 
irgend zweilinien ziehen, die den ersten Kreis in den 
Fig. 50, Punkten AK, S, S, 

und den zweiten 
in den Punkten 
@ 0, 0,0, schnmei- 
den, so sind die 
Sehnen AS8,ec und 
RS, g parallel, 
und die Sehnen 
RS, 06 und R'S, o6 
schneiden sich in 
derRadical-Achse 
derbeidenkreise. 


Nehmen wir OR, OS 
zu Achsen, so sehen 
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wir, (Art. 148) das OR=m.00,0S—=m.Oc und dass, wenn 
die Gleichung des Kreises g600° ist 
Aa + Bæy + Ay + De + Ey + F=o, 
die des andern sein muss 
ALt Bxy +A + m(Dæ 4 Ey) + F= o; 
und daher ist die Gleichung der Radieal-Achse (Artikel 139) ° 
DE N oa F N AEE o 
Sind ferner die Gleichungen von go und 00 


sy E) 
ha Yen I zty ai, 
so müssen die Gleichungen von RS und RS” sein 
x gi, x u 
ma mb "mai mi 


Es ist aus der Form der Gleichungen offenbar, dass RS zu 

es parallel ist; und RS muss 0 6 in der Linie 
(gta) tohi t) =i +m 
durchsehneiden, oder, wie in Artikel 105, in der Linie 
Dx +Ey+(imF=o, 

der Radical-Achse beider Kreise. 

Ein specieller Fall von diesem Theorem ist es, dass die 
Tangenten in Rund go parallel sind und die in Rund g 
sich in der Radicalachse begegnen. 


150. Wenn drei Kreise gegeben sind, so geht die 
Verbindungslinie eines Aehnlichkeits-Gentrnms des 
ersten und zweiten Kreises mit einem Achnlichkeits- 
Gentrum des ersten und dritten auch durch ein Achn- 
lichkeits-Centrum des zweiten und dritten. 


Wenn wir die Gleichung der Linie bilden, die die Punkte ~ 


ra—ra rb — pi ra — ra rb — rb 

Ks (Er. Tr 

verbindet, so erhalten wir (Aufg. 7 Art. 29) 

[r #— 3") + r (b — t) + r” (bb) a — [ra a) + r {a a) 

Hrama) y + rE b a) A r (bamba) r” (ba — b'a) =o. 
Die Symmetrie dieser Gleichung beweist, dass die von ihr 

dargestellte Linie auch durch das dritte Centrum der Achnlichkeit 
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bindureligeht, 

Diese Linie wird die Achse der Achnlichkeit der drei 
Kreise genannt. Weil für jedes Paar Kreise zwei Aelinlichkeits- 
Centra exisliren,so gieht 
es für drei Kreise in Al- 
lem sechs und diese 
sind längs vier Achsen 
der Achnlichkeit ver- 
theilt, wie die Figur 
zeigt. Die Gleichungen 
der andern drei wer- 
den gefunden, indem 
ınan entweder das Zei- 
chen von, von 7 oder 
von r” in. der chen 
gegebenen Gleichung 


in das entgegengesetzte 
umwandelt. 

151. Wenn ein Kreis (Z) zwei andre (S und £) be- 
rührt, so geht die Verbindangslinie der Berührungs- 
punkte durch ein Aehnlichkeits-Gentrum von S und. S. 

Denn wenn zwei Kreise sich berühren, so fällt eins ihrer Achn- 
lichkeits-Gentra mit dem Berührungspunkt zusammen und nach dem 
im letzten Artikel bewiesenen Theorem muss die Verbindungslinie 
eines Achnlichkeits-Centrums von S und X mit einem Aehnlich- 
keils-Centrum von S und Z auch durch ein Aehnlichkeits-Gentram 
von S und S gehen. 

Wenn der Kreis 2 die Kreise S und S entweder beid- 
äusserlich oder beide innerlich berührt, so geht die Verbindungs- 
linie der Berührungpunkte auch durch das äussere Achnliehkeils- 
Centrum von Sund S. Wam Z den einen Kreis äusserlich und 
den andern innerlich berührt, so geht die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte durch das innere Achulichkeits - Centrum der 
Kreise S und S. 


152. Wir beschliessen dies Kapitel durch die Untersuchung 
des Problems: Einen Kreis zu beschreiben, der drei ge- 
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gebene Kreise berührt. Die Gleichungen der «drei Kreise 
mögen in den allgemeinen Formen 
(T — aF = (y — b?’ — +’ u R oder S —E S 
ian aj + Uas vi =o r = o oder S= Ü, 
(x —a P+ (y — b — r 


gegeben sein. 


m” er 


?— o oler § = o 


Wir können die Lage des Centrums des berührenden Kreises 
aus der Bedingung bestimmen, nach welcher die Entfernung zwi- 
schen den Mittelpunkten irgend zweier sich berührenden Kreise 
gleich der Summe ihrer Radien ist. Da das Quadrat der Entfer- 
nung irgend eines Punktes vom Centrum von S durch 

(x — a 4 ly — =s p 
ausgedrückt wird so haben wir die Bedingung 
S+r!—=(R+rit; 
und in gleicher Weise ergeben sich 
S+tr"—=(R+r), 
SHrt—=lR+r",. 

Diese Gleichungen wenden sich offenbar auf den Fall der 
äusseren Berührung an. Wenn die Berührung zwischen irgend 
zwei Kreisen innerlich wäre, so ist die Entfernung zwischen 
den Centren gleich der Differenz der Radien und wir müssen 
das* Zeichen von r oder 7° oder r” in den vorigen Formeln wech- 
seln. Dies giebt zu den folgenden verschiedenen möglichen Zei- 
chen-Combinationen Anlass: 

een —-, 

r++- ++. 

"+-+-+- +-: 
es können daher acht verschiedene Kreise gefunden 
werden, welche die drei gegebenen berühren. Wenn 
wir R aus den vorigen Formeln eliminiren, so erhalten wir zwei 
Gleichungen, welche uns gestatten, die Coordinaten des Centrums 
des berührenden Kreises zu bestimmen. 


Wir erhalten durch Subtraetion der Gleichungen 


S— S = 23 R{r— r) md S— S'= 2 Rr — r") 
S-S SS" 
oder — oo. 
r—r r—r 


Dies ist die Gleichung der Linie, die das Centrum des berühren 
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den Kreises mit dem Radical-Gentrum verbindet (Artikel 141). Sie 
kann in der mehr symmelrischen Form geschrieben werden 


, 


r—r)S + {r TEES ir rys” 7 
Wenn wir nun für S, S, S” ihre Werthe schreiben, so wird 
der Coefficient von a in dieser Gleichung gefunden 
[air — r) + air — r) + ad (rm r)i] 
und der von y 
2[b r—r)+b r r +” I(r— r 
Durch Vergleichung dieser Coefficienten mit den in der Glei- 
chnag der Aehnlichkeits-Achse (Artikel 150) auftretenden, kommen 
wir nach Artikel 40 zu dem Schluss, dass das Gentrum des 
Kreises, welcher drei andere berührt, indem vom Ra- 
dieal-Gentrum aut dieAchse der Aehnlichkeit gefäll- 
ten Perpendikel liegt. 


Wir sahen, dass acht Kreise gezeichnet werden können, welche 
drei gegebene berühren, und da die drei Kreise vier Achsen der 
Aehnlichkeit haben, so müssen die Centra der berührenden Kreise 
paarweis auf den Senkrechten liegen, die man vom Radical-Cen- 
trum auf die vier Achsen der Achnlichkeit fällen kann. 

leder Achse der Aehnlichkeit entsprechen zwei Kreise, weil 
die Gleichung einer Achse der Aehnlichkeit (Artikel 150), unver- 
ändert bleibt, wenn wir darin die Vorzeichen aller Radien ver- 
tauschen. Also entspricht die dem Fall der äusseren Berührung 
(Hr +r + Fr”) correspondirende Achse auch dem Fall der innern 
Berührung (— r — r — r”), und ebenso für die andern Achsen 
der Aehnlichkeit. . 


153. Aus den drei im letzten Artikel gefundenen Gleichypgen 
können wir noch eine andre Relation zwischen den Coordinaten 
des Centrums des berührenden Kreises ableiten. Diese Relation 
ist jedoch vom’ zweiten Grade und obgleich für die algebraische 
Auflösung des Problems hinreichend, so erlaubt. sie uns doch nieht, 
die Resultate in einer elementargeometrischen Art darzu- 
stellen. 

Um diese Inconvenienz zu beseitigen, bestimmte Gergonue¥*) 
statt der Coordinaten des Centrums des berührenden Kreises die 


*) Georgoune Annales VII, 289. 
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Coordinaten seinesBeruhrungspunktes mil einem der 
gegebenen Kreise. Wir haben schon eine diese Coordinaten 
vereinigende Relation, weil der Punkt auf einem gegebenen Kreise 
liegt; wenn wir also noch eine andre Relation zwischen ihnen finden, 
so reicht dies zu seiner Bestimmung vollständig hin. 

Nehmen wir zur Vereinfachung das Gentrum des Kreises, 
dessen Berührungspunkt mit dem gesuchten Kreise wir finden 
wollen, zum Anfangspunkt der Coordinaten, d. h. nehmen wir 
a =o, b=o, so müssen die Coordinaten 4 und 8 des Centrums 
von Æ nach dem letzten Artikel die Relationen erfüllen 


S— SS= 2R (r= r). S— S=RRlr—r 
Wenn aber = und y die Coordinaten des Berūhrungspunktes 
von Z mil S sind, so haben wir aus ähnlichen Dreiecken 
ut R +r) =o y (R +r) i 

r r 
Die Substitution von mx, my für æ, y in die Gleichung einer ge- 
raden Linie liefert dasselbe Ergebniss, wie die Multiplication der 
ganzen Gleichung mit m und nachmalige Verminderung des abso- 
luten Glieds um seinen (m — 1) fachen Betrag; in Erinnerung, dass 
das absolute Glied in S — S° (Artikel 138) 

rt— r— at — h? 


ist, erhalten wir als das Resultat der Substitution für A und P in 


die Gleichung (S— S) = 2R{r—r) 
R : . r, PA d A ; 
ns S—S)+ - (at 4 P4 rt) —=2Rlr — r), 
P r 
oder f 
(R +r) (S— S) = R [r — rf — at — b”). 


Ebenso linden wir 

= R+riS— MR ir rF a? b]: 

Die Elimination von R aus diesen Gleichungen lehrt, dass der 
Berührungspunkt einer der Durchschnittspunkte des Kreises S mil 
der geraden Linie 

ss sg 


a TE er ° ME Wet, So Dem 7 
a’+ #* r—ry atp b t m rm Y 


Y 


ist. 


154. Um nun die geometrische Lösung des Problems zu ver- 
vollständigen, ist es nöthig, zu zeigen, wie die gerade Linie, de- 
ren Gleichung eben gefunden wurde, zu construiren ist. 
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Sie geht offenbar durch das Radieal-Centrum der Kreise und 
ein zweiter Punkt von ihr wird wie folgt gefunden. Schreiben 
wir S— S in voller Länge :Artikel 135) so ist die Gleichung 
Ha x -+ Wy - p? r u" ht ER yr S EEN ty? 


P x Ey an pa am ey ht 
Und wenn wir zu beiden Seiten der Gleichung | addiven, so erhal- 
, ax + by +i ns dx tby +err 
ten wir - > s mn — ~ 
“+ 5° r ry a’+h° t rY 
welches zeigt, dass die obige Linie durch den Durchschnitt von 
axt by u A rr æo 
und ae tby + (ir —r)r—o 
geht. 

Aber die erste dieser geraden Linien ist nach Artikel 146 die 
Berührungssehne der gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise S 
ud § im Kreise S; oder in andern Worten (Art. 147): sie ist 
die Polare des Achnlichkeits-Centrums dieser Kreise 
in Bezug auf S. Ebenso ist die zweite gerade Linie die Polare 
des Aechnlichkeits - Centrums der Kreise S und S”; daher — weil 
der Durchschnitt irgend zweier Linien der Pol der Verbindungs- 
linie ihrer Pole ist, — ist der Durchschnitt der Linien: 

axt by + — r)r= o wmd az +y +O” — rr o 
der Pol der Aechnlichkeits-Achse der drei Kreise in 
Jezug auf dien Kreis sS. 

Wir erhalten somit die folgende Construelion (Fig. 92): 

Wir ziehen irgend eine der 4 Achnlichkeits-Achsen der drei 
Kreise, nehmen ihren Pol in Bezug auf jeden Kreis und verbin- 
den die so gefundenen Punkte (P, P, P^) mit dem Radical- 
Centrom; wenn die Verbindungslinien die Kreise in den Punkten 
ab, ab, aU” schneiden, so ist der durch a, «, a” gehende 
Kreis einer von denen, welche die drei Kreise berühren, und der 
Kreis durch b, V, b” ein andrer. 

Indem man dies Verfahren mit den andern drei Achsen der 
Achnlichkeit wiederholt, erhält man die andern sechs berührenden 
Kreise, = e 


155. Es ist nützlich zu zeigen, wie die vorigen Resultate 
olme algebraische Rechmmgen abgeleitet werden können. 

1.) Nach Art. 151 schneiden sieh die Linien ab, €b, a'b” in 
einem Punkte, nämlich im Centrum der Aehnlichkeit der Kreise 


aaa R bbb’. 


12* 
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2.) Ebenso schneiden sich da’, VO” in S, dem Centrum 

der Aehnlichkeit von C, €”. 
Fig. 52. 3.) Daher selmeiden sich die 
ss” transversalen Linien oU, a b” in der 
Radieal-Achse von €, C”; ebenso e b”, 
hamm ab inder Radical-Achse von €”, C. Da- 
( PEN 5 her muss der Punkt R (das Centrum 
SL der Aehnlichkeit von a da”, bUb’), 


' t WP das Radical-Centrum der Kreise CC C” 
a | 


Ss í i sein. 
\ R j f 4.) Weil auch ab, a ù” dureh 


Re E S / ein Centrum der Aehnlichkeit von 

I ODE sehen, so schneiden 

> 2 sich (Art. 149) aa, VU” in der 

3 Radical-Achse dieser zwei Kreise. 

Daher müssen auch die Punkte S und S” in derselben Radical- 

Achse liegen und daher ist SSS” oder die Achse der Aehn- 

lichkeit der Kreise C, 0, C”dieRadical-Achse def Kreise 
a da, VW”. 

5.) Weil «”b” durch das Centrum der Aehnlichkeitvon a a'a”, LUU” 
geht, so müssen die Tangenten an diese Kreise in den Punkten, wo sie 
dieselben schneidet, sich in derRadicalachse S S'S” begegnen. Aber 
dieser Durchschnittspunkt muss offenbar der Pol von ab” in Be- 
zug auf den Kreis C” sein. Weil nun der Pol von «6 in SSS” 
liegt, so muss der Pol von SSS” in Bezug anf den Kreis C” in 
aV liegen. Also wird «”b” eonstruirt, indem man das Radical- 
Centrum mit dem Pol von SSS” in Bezug auf C” verbindet. 

6.) Weil das Aehnliehkeits-Centrum zweier Kreise in der Ver- 
bindungslinie ihrer Centra liest, und die Radical-Achse zu dieser 
Linie senkrecht ist, so lernen wir wie in Art. 152, dass die Ver- 
bindungslinie der Centra von aua” und bOO” durch R geht und 
auf SSS” senkrecht ist. 

Aufy. Einen Kreis, zu beschreiben, der drei gegebene Kreise nn- 
ter bestimmten Winkeln sehneildet. 

Mit Hilfe der Aufg. 5 Art. 145 wird dies auf das Problem des ge- 
genwärligen Arl. zurückgeführt, übrigens können die drei Gleichungen 
R—- 3Rreose=S, R— 2Rrcosß =, R?—2Rr"eosy = sS” 
auch direct wie in Art. 152 discutirt werden. 


— I — 
Zehntes Kapitel. 


Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades 


als Central-Gleichung: 


Ellipse und Hyperbel. 


156. In der Untersuchung der Eigenschaften der Ellipse 
und Hyperbel werden unsere Gleichungen durch die Voraussetzung 
wesentlich vereinfacht, dass das Centrum mit dem Anfangspunkt 
der Coordinaten zusammenfällt. Wir sahen, dass durch diese 
Transformation die Goefficienten von x und y in der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades gleich Null werden, so dass sie die Form 

i Aa +Bay+CyP?+F=o 
annimmt. : 

Es ist dabei nützlich, den Werth von Z’ in Gliedern dei 
Goefficienten der erst gegebenen Gleichung zu wissen; wir sahen 
in Art. 84, dass 

F = dæ? 4 Bx'y +C0y? + Dý 4 Ey +F, 
wo æy die Coordinaten des neuen Anfangspunktes sind. Die Be- 
rechnung dieser Grösse wird erleichtert, indem man sie in die 
Form bringt 
d= 4 [QA + By + Da +(2Cy + Ba’ + Ey + (Da’+ Ey $F). 

Die ersten beiden Glieder müssen für die Coordinaten des 
Centrums — o werden und das letzte nach Art. 93: 


2CD— BE 24E — BD 
= p. —— p. — r 
B'— 44C pik B— 440 +F 
. AP+CM B" — e= ACR 
N inie IEH+CEP+PE BDE— 4A Fr 
B— 440 


Wenn der Zähler dieses Bruches = o wird, so redueirt sich 
die Gleichung durch die Transformation auf die Form j 
Ja AED oy E C= 0; 
und stellt daher nach Art. 74 zwei reelle oder imaginäre gerade 
Linien dar, je nachdem B?— 44C positiv oder negativ ist. Wie 
wir schon im Art. 72 gesehen haben, so ist auch hiernach die 
Bedingung, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwei 
gerade Linien darstelle, 
AE + CIDE FE— BDE —44CF =o. 
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Denn diese Gleichung muss offenbar erfüllt sein, damit, wenn 
wir den Goordinatenanfang nach dem Durchsehnittspunkt der 


at- 
raden Linien verlegen, das absolute Glied verschwinde. 

dufy. 1. Transformire 32? + day ty 5w — iy —3= o 
zum Centrum $, +. 

H Gry Hay H A = o. 

"Aufy. 2.  Transformire # + ey — y” + 8x + an ET) 
zum Centrum \— 3, 1. 

+ 2cy y= 2. 

157. Wenn man die Transformation des Coordinatenanfangs 
nach dem Centrum der Curve mil der Wahl zweier beliebigen 
conjugirten Durchmesser zu Coordinatenachsen verbindet, so ver- 
schwindet auch das Glied Bæy aus der Gleichung und die allge- 
meine Gleichung zweiten Grades reducirt sich anf die Form 

Ag + Cy = F. - 

Wir haben iu Art. 97, 98 gezeigt, dass es für jede Curve 
zweiten Grades ein Paar conjugirte Durchmesser giebt, welche 
rechtwinklig zu einander sind und sie als die Achsen der 
Curve bezeichnet. 

Für die Transformation einer bestimmten numerischen Glei- 
chung des zweiten Grades aus der allgemeinen Form in die spe- 
cielle, welche sie annimmt, wenn die Achsen der Curve zu Coor- 
dinatenachsen genommen sind, ist die Kenntniss des folgenden 
Satzes von grossem Vortheil: Wenn eine Gleichung (des 
zweiten Grades von einem Paar reclangulärer Ach- 
sen zu einem andern Lransformirt wird, so bleiben 
die Grössen S+C und B?— 440 unverändert. 

Der erste Theil wird unmittelbar bewiesen, indem man die 
Werthe des neuen 4 und C addirt (Art. 95), weil wir dann er- 
halten L4 C dC. 

Um den zweilen Theil zu beweisen, schreiben wir die Werthe 
des Art. 98 in den folgenden Formen: 

2d4=A+C+BR sn 29 + [A — C) cos 29, 
af = A4 E B sn 29 —/A CI ons 20. 

Daraus folgt i . 

1 C—=(A+DP— [BR sin 28 4 (4 — C) cos 207. 

Aber nach demselben Artikel ist auch 

R? [B cos 289 — [4 — C) sin 207; 
daher 2r—AC=BH + (4— Clap COB 40. 
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Stellen wir daher die Forderung, die allgemeine Gleichung 
eines Kegelsehnitts für reehtwinklige Coordinatenachsen zu den 
Achsen der Curve selbst zu Wwansformiren, so sind die neuen 
Goelficienten mit den alten «durch die beiden Bedingungsgleichun- 
gen verbunden 

St OSAF 0, 340 =MAl— D% 

Denn X ist gleich Null, da die neuen Goordinatenachsen ein 
Paar conjugirte Durchmesser sind. Diese Bedingungen liefern 
das Product und die Summe der neuen Cocflieienten 4° und C’, 
und erlauben somit, die quadratische Gleichung zu bilden, welche 
diese Grössen bestimmt. 

Aufg. 1. Bestimme (die Achsen der Ellipse 142°— 4.2, + 11y’—60 
und transformire die Gleichung zu ihnen. 

Die Achsen sind Art. 97 

4a + 68% Y — +y = o oler (28 — y) (e + 2y) = o 

Wir haben £ + C = 25, 440 = 600; also A= 10, C= 15; 
und die transformirte Gleichung ist 28° + 3y?— 12. 

Aufg. 2. Trausformire die Hyperbel 112? + Hay — 244° = 156 
zu en Achsen. 

d + C= 3, AC = — W8; d=38, (= — 3. 

Die transformiete Gleichung ist 32? — 4y? = 12. 

Aufg. 3. Transformire Aæ? + Bey + Cy = F zu den Achsen. 
A+C— R) 4 (A 4 C4 Ry=2F wo R= BA (a er. 


155. Nachdem wir gezeigt haben, dass die Grössen 4 + C 
und 2? — 44C unverändert bleiben, wenn wir von einem 
reelangulären System zu einem andern tWansformiren, liegt die 
Frage nahe, wie sich diese Grössen beim Vebergang zu irgend 
einem schiefwinkligen Goordinatensystem verhalten. 

Wir können zu der alten Achse der x zurückkehren und bha- 
ben, wenn wir eine Achse der y annehmen, welche zu ihr unter 
dem Winkel œ geneigt ist, nach Art. 9 fir x: æ+ y cos wœ und 
für y: y sin œ einzusetzen, Wir haben danu die Bedingungs- 
gleichungen: Á = 4A, B == 24 cos o + B sino, 

C == 4 coso + B cos w sin w + € sin?o. 

Daraus folgt 

S+ € — E coso BAU 


s =4+l, ————=BR— 440. 
site sin? 
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' 
Wenn wir daher die Gleichung von irgend einem Sy- 
steme der Coordinatenachsen zu einem beliebigen an- 
dern Systeme transformiren, so bleiben die Grössen 


4tÜ— B cos w B’— 44C 
4rc—Beos und =" 


sin *w sin 
ungeändert. 

Wir können mit Hilfe dieses Theorems eine in schiefen Coor- 
dinalen gegebene Gleichung zu den Achsen translormiren, denn 
wir können immer die Summe und das Product des nenen 4 und C 
in Gliedern der alten Coelfieienten ausdrücken. 

Aufg. 1. Man translormire die Gleichung 10°46 xy -+ 5y?== 10 
unter der Voranssselzung cos w = z zu den Achsen. 

Es ist A + C= Ë5*, 4e = tS, folglich 4 = 5, C= ?% 


Ä : 16 + - 16 16 ^ 
und die transformirte Gleichung 16? + +1y?== 32. 


Aufg. 2. Transformire 2° — 3xy + y? + 1 = 0 zu den Achsen 
für @ = 60°. 

Auf. t — liy 3. 

Aufg. 3. Transformire AX? + Bay + Ey = F zu ien Achsen. 

Aufl, (AFC — B cos — Rat (A4 — Beosa+Ry’—2Fsin’o, 
wo R'=[ B —lA +4 Ceos w4 (A — CP sinw. 


159. Wir halten es für nützlich, hier einen andern Beweis 
von den beiden wichtigen Theoremen der letzten Artikel anzu- 
schliessen. 

Angenommen, dass eine Gleichung für Achsen, welche den 
Winkel œ mit einander bilden, zu anderen unter dem Winkel 2 
geneigten Achsen Lransformirt werden soll, und dass dabei durch 
die Substitutionen des Art. 9 die Grösse 

AX + Bzy 4+ C 


in AX®+BXATY+CT, 

übergehe, so muss doch immer durch die nämliche Substitution 
die Grösse xt + ry cus w -+ y’ 

in die andre Y H2YF cos Q+ F’ 


übergeführt werden, weil die eine wie die andere die bei der 
Transformation unverändert geblichene Entfernung eines Punktes 
vom Anfangspunkt der Coordinaten repräsentirt. Daraus folgt aber, 
dass Ax + Bay- Cy 4 hl 4 20 cos w- y’) 

= AM+BXT+CT HKM + INT cos Q4 F?) 
sein muss, 
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Und wenn wir 3} so bestimmen, dass die linke Seite der Glei- 
chung ein vollkommenes Quadrat ist, so muss die rechte Seite auch 
ein vollkommenes Quadrat sein. Aber die Bedingung, unter wel- 
cher erstere ein vollkommenes Quadrat wird, ist 

B + 2h cos o = AAt CE, 
oder A muss eine der Wurzeln der Gleichung sein 
4m 4+ AHA + C — B ceos w) h + 4AC— Ho; 


Wir erhalten cine zweite quadratische Gleichung von dersel- 
ben Form zur Bestimmung des Werthes von A, der die andere 
Seite der Gleichung zu einem vollkommenen Quadrat macht; aber 
weil beide Seiten für dieselben Werthe von A vollkommene 
Quadrate werden müssen, so ist es nölhig, dass diese beiden Be- 
stimmungsgleichungen identisch sind, d. h. dass ihre correspon- 
direnden Coelticienten übereinstimmen. Es ergiebt sich also, wie 
vorher: 

A+ C— Bcosw AHC RoR BdC P—- 4C 


sin’o sın? 22 sin’o sin’ 


Wir schliessen in der Form von Aufgaben die Beweise eini- 
ger Sälze an, welche sich hieraus sehr leicht gewissermassen als 
Gorollare ergeben. 


dufg. 1. Die Summe der Quadrate von den Reciproken 
zweier zu einander rechtwinkliger Halhdurchmesser ist 
constant. Sind ihre Längen «a, b, so ergieht sich, indem wir nach 
einander in der Gleichung der Curve æ = o, y = o machen 
Ad—=F CH= N, 
und das eben ausgesprochene Theorem ist nur die geometrische Erläute- 
rung des Factums, dass A + C constant ist. 


Aufg. 2. Der Inhalt des durch Verbindung der End- 
punktezweier conjugirten Burehmesser gebildeten Prei- 
ecks ist constant, Die auf zwei comjugirte Durchmesser bezogene 
u? „ 44C — B? i a 
> == ] und weil r constant ist, so ist 
b? sin ?o 
ia . ; 
auch ab sin œ, der Inhalt des bezeichneten Dreiecks, constant. 


2 
ar a 
Gleichung ist zi + 


Aufg. 3. Die Summe der Quadrate zweier conjugirten 
A+C— Proso 


Halbdurchmesser ist constant. Weil a constant 
i A I nal, 1 i W 5 
isl, so ist D (z -+ 7) constant und daher, weil es æ b sin œ ist, 


auch «a? -p b°. 
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Die auf die Achsen bezogene Gleichung. 


160. Wir sahen, dass die auf die Achsen bezogene Gleichung 
von der Form war Ax’ + Cy =F, 
worin C in dem Fall der Ellipse positiv, und im Fall der MHyper- 
bel negativ ist. (Art. 90, 2.) 

Die Gleichung der Ellipse kann in der folgenden schickliche- 
ren Form geschrieben werden: Seien die durch die Ellipse in den 
Achsen gemachten Abschuitte &=«a, y==b, so finden wir, indem 
wir y=o und 2a in der Gleichung der Curve machen 


Aa’ = F und A = T 
à 


A or i F E E S” n 
In gleicher Weise wird C = FE Durch die Substitution die- 
r 


ser Werthe kann die Gleichung der Elipse geschrieben werden 

5 t 

x y 
š - p — pp R 
Weil wir zur Achse der x, welche Achse uns beliebt, wählen 
können, so wollen wir voraussetzen, dass wir die Achsen so ge- 
wählt haben, dass «a grösser als b sei. 

Die Gleichung der Ilyperbel, welche, wie wir sahen, von 

der der Ellipse nur in dem Vorzeichen des Goellicienten von y? 
abweicht, nimmt durch dieselben Subslitutionen die entsprechende 


Form <- =l 


‚m 

Der Abschnitt in der Achse der x ist ollenbar = + «, aber 
der in der Achse der y, gefunden aus der Gleichung y = — l’, 
ist imaginär. Die Achse der y schneidet also die Curve nicht in 
reellen Punkten. 

Weil wir zur Achse der x die Achse gewählt haben, welche 
die Curve in reellen Punkten schneidet, so sind wir in diesem 
Falle nicht berechtigt, anzunehmen, dass « grösser ist als b. 


161. Die Polargleichung der Ellipse zu finden, 
wenn das Centrum zum Pol genommen ist. 
Wir schreiben ọ cos $ für æ und ọsin $ für y in der vor- 
hergehenden Gleichung und erhalten | 
l wost in 


o? a? p 
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eine Gleichung, welche wir in einer der äquivalenten Formen 
schreiben können, 


z a b* a* b’ “ a? b? 
e = GR 9 — a we Zr en 8 
= asin’ -+ TE b-p at — b'i sint? a ee b'l ens? 
Es ist üblich, die folgenden Abkürzungen zu gebrauchen: 
2 + 
i Å— 9 
at P= ct, ESE 
at 


und die Grösse e wird die Exeentrieilät der Curve genannt #). 
Inden wir dem Zähler und Nemner des zuletzt gefundenen Bru- 
ches duech «ë dividiren, erhalten wir die zumeist gebrauchte Form, 
p 
nämlich e = — o.: 
I € cos*0? 
162. Die Figur der Ellipse zu untersuchen. Der 
kleinste Werth, welchen 6° -- (a? — b?) sin?® haben kann, wird 
erhalten für $ = o oder $—= x; aus 


ER: TB 
k D-4 (a! — b" sin" 
ergiebl sich daher als der grösste Werth von g der Abschnitt in 
der, Achse der œ e= 4u 
Ferner ist der grösste Werth von P + (u — b?) sin ?9 der 
w = oder 9 = = oder sin & == + 1; demnach ist der 


kleinste Werth von g der in der Achse der y bestimmte Abschnitt 
e = +b. Die längste Sehne, die man durch das Centrum ziehen 
kann, ist somit die Achse der & und die kürzeste die Achse der y; 
deshalb nennt man diese Linien die grosse und die kleine 
Achse der Curve. 

Es ist offenbar, dass o wächst, während $ abnimmt und umn- 
gekehrt; also jeder Durchmesser ist um so länger, je 
weniger seine Richtung von der Fig. 5: 
der grossen Achse abweicht. Die 
Form der Curve ist daher die hier dar- 


gestellte. (Fig. 53.) di ; 24 
Wir erhalten denselben Werth von go, \ 
ob wir voraussetzen $— a oder 9-5 N 


d. h. zwei Durchmesser, welche mit 


*) Man hat auch wohl beide Grössen durch den Namen der Excentrici- 
tät bezeichnet und ce von e als die lineare von der numerischen Ex- 
ventrität unterschieden. 
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der Achse gleiche Winkel machen, sind gleich. Es 
ist leicht zu sehen, dass die Umkehrung dieses Theorems auch 
wahr ist. r 

Diese Eigenschaft erlaubt uns, wenn das Centrum eines Ke- 
gelschnitts gegeben ist, seine Achsen geometrisch zu bestimmen. 
Denn beschreiben wir irgend einen mit ihm concentrischen Kreis, 
welcher den Kegelschnitt. schneidet, so sind die durch die Durch- 
sehnittspunkte gehenden Durchmesser einander gleich; und nach 
dem eben bewiesenen Theorem sind die Achsen des Kegelschnitts 
die innere und äussere Halbirungslinie des von ihnen gebildeten 
Winkels. 


163. Die Gleichung der Ellipse kann in eine andre Form 
gebracht werden, welche die Gestalt der Curve noch deutlicher 
erkennen lässt. Die Auflösung derselben für y liefert : 


ya a! Hat — z"). 


Wenn wir nun mit dem Halhmesser a einen concentrischen 
Kreis beschreiben, so ist seine Gleichung 
y = p {a — z) 
und wir leiten daraus die folgende Construction ab: Man be- 
schreibe eınen Kreis über der grossen Achse (Fig. 54) 
und nehme in jeder Ordinate LQ 
desselben einen Punkt ?so, dass 
LP und LỌ in einem constanten 
Verhältniss b:a sei; der Ort yon P 
ist die geforderte Ellipse. 
Demuach liegt der über der grossen 
Achse beschriebene Kreis ganz ausser- 
halb der Ellipse. Wir können aus den- 
selben Gründen die Ellipse auch con- 
steuiren, indem wir über der klei- 
nen Achse einen Kreis beschreiben und jede Ordinate in dem 


Fig. 54. 


constanten Verhältniss a:b vergrössern. Der über der kleinen 
Achse beschriebene Kreis liegt mithin völlig innerhalb der Curve. 
Die Verbindung. beider Betrachtungen liefert endlich die folgende 
Construction der Ellipse aus ihren Achsen: Man zeichnet die con- 
eentrischen Kreise, welche die Achsen zu Durchmessern haben, 
verzeichnet in denselben einen beliebigen Durchmesser und 
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legt durch die den beiden Kreisen angehörigen Endpunkte des. 
selben je eine Parallele zu der Achse der Ellipse, welehe der 
Durchmesser des andern Kreises ist: Die Durchschnittspnnkte die- 
ser Parallelen sind Punkte der Ellipse. 

Die Gleichung des Kreises ist die specielle Form, welehe die 
Gleichung der Ellipse annimmt, wenn wir voraussetzen b = a. 


164. Die Polargleichung der Ilyperbel zu finden. 
Die Transformation zu Polarcvordinaten liefert (Artikel 161) die 
Gleichung der Hyperbel in den äquivalenten Formen 
i a ht at p? bA a'b 
Tre and DI (at send + 

Weil Formeln, die die Ellipse betreffen, in die entsprechen- 
den Formeln für die Hyperbel übergehen, indem man das Zeichen 
von b? verwechselt, so müssen wir in diesem Falle die Abkürzung 


a +? 
a? 


e für a + b und e für gebrauchen, die Grösse e wird 


die Excentricität der IHyperbel genannt. ‚Wir dividiren den 
Zähler und Nenner des zuletzt gefundenen Bruches durch «a? und 
erhalten die Polargleichung der Hyperbel, welche nur im Zeichen 
von 5° von der der Ellipse abweicht, nämlich 

u 


ecos? — | 


2 


e = 


165. Die Figur der Hvperbel zu untersuchen. 
Die Namen grosse Achse und kleine Achse sind nicht auf die Hy- 
berbel anwendbar (Artikel 160), und wir wollen daher die Achse 
der x die transversale oder Hauptachse und die der y die 
conjugirte oder Nebenachse nennen. Der Ausdruck 

i: b? — (a! + 4°) sint, 

der Nenner in dem Werthe von ọ°, wird offenbar am grössten, 
wenn $— 0 oder = m; daher ist in demselben Fall o am kleinsten, 
oder die transversale Achse ist die kürzeste Sehne, 
welche durch das Centrum der Curve gezogen werden 
kann. 


Wem 9 wächst, so wächst ọ stetig mit, bis zu dem durch 


b b 
sm d— ORT è (oder un d = =) 


* 


i 
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bestimmten Werthe von 9, wo der Nenner des Werthes von o 
Null und o unendlich gross wird. Jenseits dieses Werthes von 2 
wird 0° negaliv und die Durchmesser hören auf, die Curve in reel- 
len Punkten zu schneiden, bis 


b b 
sin D— — —, (oder tan # == ). 
A N aj 
wo ọ wieder unendlich gross wird. Es nimmt dann ebenso regel- 
Fig. 55. mässig ab, wie & fer- 
E~ K x 5 
II AEA ner wächst, his 9— 180", 


wo es wieder seinenklein 
sten Werth = a annimmt. 

Die Form der Tyber- 
bel ist daher die in den 
g- , 4 durch Lund 4 gehenden 


Gurven der Figur 55 dargestellte. 


166. Wir fanden, dass die Achse der y die Curve nicht in 
reellen Punkten schneidet, weil wir die Gleichung == — b? zur 
Bestimmung ihrer Durchschnittspunkte mit der Curve erhielten. 
Wenn wir jedoch unbeschadet dessen auf der Achse der y die 
Strecken CB —= CR — + b abtragen, so findet sich, dass die 
Länge CB eine wichtige Beziehung zur Curve hat, und schicklich 
eine Achse der Curve genannt werden kann. Man kann ebenso 
auf jedem andern Durchmesser, für dessen Länge sich die Bestim- 
mungsgleichung = — R 
ergiebt, die Längen + R ablwagen, obgleich er die Curve nicht 
in reellen Punkten schneidet und die so erhaltene Linie, als einen 
Durchmesser der Ilyperbel bezeichnen, 

Die Gleichung des von den Endpunkten dieser Durchmesser, 
welehe die Curve nicht in reellen Punkten schneiden, gebildeten 
Ortes wird gefunden, indem man das Zeichen von g° in der Glei- 
ehung der Curve vertauscht, 

N sin’d cos’ P x! 


oder y — ~ =! 
IF a? b a? z 


47 = 

Es ist die Gleichung einer Hyperbel, welche die Achse der y 
zur Hauptachse und die Achse der x zur Nekenachse hat. Sie ist 
durch die die Punkte B, 5° enthaltende Curve der Figur repräsentirl 
und wird alsdie conjugirtellyperbel der gegebenen bezeichnet. 
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167. Wir zeigten im Artikel 165, dass die dem Werth 
b 
tm = + 

a 
entsprechenden Durchmesser die Curve im Unendlichen schneiden; 
sie sind daher dieselben, wie die im Art. 97 Asymptoten der 
Curve genannten Linien. Es sind die Linien CA, CL in der Fi- 
gur, md sie trennen offenbar die Durchmesser, welche die Curve 
in reellen Punkten schneiden, von denen, weiche sie in imaginären 
Punkten schneiden. Man erkennt auch, dass zwei conjugirte 
IIyperbeln dieselben Asymptoten haben. Der Ausdruck 

b 


tan # = + 
—— 


erlaubt uns aus den der Grösse und Lage nach gegebenen Ach- 
sen die Asyinploten zu finden; denn wenn wir ein Rechteck bil- 
den, indem wir durch B und 4 Parallelen zu den Achsen ziehen, 
so sind die Asymptoten die Diagonalen dieses Rechtecks. Man hat 

a I 
a Fle +o ; e 
uud da die Asymploten mit der Achse der æ gleiche Winkel bil- 
den, so muss der Winkel, welehen sie mit einander bilden == 2% 
sein; d. h. wenn «die Exeentricität einer Hyperbel 
gegeben ist, so ist auch der Winkel zwischen den 
Asymplolen gegeben; er ist das Doppelte des Winkels, 
dessen Secante der Excentricität gleich ist. 


ferner cos # 


Aufg. Die Excentrieität cines durch die allgemeime Gleichung ge- 
gegebenen Kegelselmitts zu finden. 


Wir können nach Art. 76 zunächst die Tangente des Winkels zwi- 
schen den «durch Ax? + Bxzy + Cy? = o repräsenlirten geraden 
Linien ausdrücken und dann den Ausdruck für die Secante seiner Hälfte 
bilden, Oder wir können mit Zuhilfenahme des Art. 157 Aulg. 3 ver- 
fahren. 


I A+eE-R 1 ACR 


Wir erhalten 


a 3F H= er 
wo R= B? + (4 — O= R—ı4AC+(drl®. 
| 1 R a — b’ 2R 


Also -= _ 


a i T N E TET 
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168. Wir schreiten nun dazu fort, einige Eigenschaften der 
Ellipse und Hyperbel zu untersuchen und finden es vortheilhaft, 
beide Gurven zusammen zu betrachten; denn da ihre Gleichungen 
nar in dem Zeichen von b’ differiven, so haben sie manche Eigen- 
schaften gemein, welche gleichzeitig bewiesen werden können, in- 
dem man das Zeichen von b? als unbestimmt ansieht. Wir wol- 
len in den folgenden Artikeln die Zeichen gebrauchen, welche 
der Ellipse angehören. Der Leser kann dann die entsprechenden 
Formeln für die Hyperbel erhalten, indem er das Zeichen von b? 
verwechselt. 

Wir könnten einige der folgenden Resultate als specielle Fälle 
der im sechsten Kapitel aus der allgemeinen Gleichung erhaltenen 
ableiten, aber wir halten es für der Mühe werth, die wichtigsten 
Gleichungen unabhängig zu begründen. 


Die Gleichung der Tangente der Curve 
in} 


zu finden. 

Die Methode, die wir verfolgen wollen, ist mil der in Arti- 
kel 116 gebrauchten identisch. Die Coordinaten zweier Punkte 
der Curve genügen den Relationen 


a y? gn a 
- 3 L, = 1; 
a’ + W? a* + p? 
| at— a"? a y y” Pep 


Die Gleichung der Verbindimgslinie der zwei Punkte ist daher 


i y gý "act. 
er EL A By Fy 
$ 4 , 3 5 N 2 
Die der Tangente wird gefunden, indem man x = z”, y = y 
= y bD w 
macht. ge a 7% 
€ I a a 


oder durch Reduction und erinnernd, dass xy der Gleichung der 
Curve genügt: 
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169. Die Gleichung der geraden Linie zu finden, 
welche die Berührungspunkte der Tangenten vom 
Punkte (xy) aus verbindet. 

Wenn die Coordinaten des Berührungspunktes der einen der 
Tangenten durch (xy) mit X, Y bezeichnet werden, so haben wir, 
indem wir nach Artikel 168 die Gleichung der Tangente in X, F 
bilden und in sie die Coordinaten x'y' einsetzen, welche ihr ge- 


r A Xæ Ey 
nügen müssen, pt —=1 
& b 
Wir sehen daher, dass die Coordinaten jedes der Berührungspunkte 
ee we u 
der Gleichung : = |l 
a b 


genügen müssen, und weil dies die Gleichung einer geraden Linie 
ist, so muss sie ihre Verbindungslinie darstellen. 


4Aufg. 1. Die Bedingung zu finden, unter welcher irgend eine 


"s 2 a 
Pen Ki y 3 A y a 
Linie — = — ] den Kegelschnitt — — = ] berührt. 
2 au ar n 2 a P p2 i 
5 ans x Y tg yu 
Indem wir die Gleichungen — + == I und > u — 
Fe T + n a? = p2 ! 
a ER - I Yy l U. 
vergleichen, finden wir ~; = und °; = — und durch Substitution 
a: m p? n 


der daraus cntspringenden Werthe von & untl y in die Gleichung der 


Curve erhalten wir die geforderte Bedingung 
aè bt 


mË n? 
Sie geht auch als ein specieller Fall aus der Formel des Artikels 111 
d 
hervor, welche die Aufgabe für die allgemeine Gleichung zweiten Gra 
des löst. 


3 ae jp, . 
Aufg. 2. Die Gleichung des Tangentenpaares von xy an den Ke- 
gelschnitt zu finden. Wir verfahren wie in Artikel 107 und finden 


fat |»? f at y? \.— {20 u z 
m aa rn 1) S i 1) z E nr ı) 

Aufg. 3. Den durch das Tangentenpaar von xy an die Curve ge- 
bildeten Winkel zu finden, 

Wenn eine Gleichung zweiten Grades zwei gerade Linien darstellt, 
so bezeichnen die gleich Null gesetzten drei höchsten Glieder zwei zu ilh- 
nen parallele Linien durch den Ursprung; also hängt der durch das erste 
Paar der geraden Linien eingeschlossene Winkel nur von den drei höch- 


sten Gliedern der allgemeinen Gleichung ab. Ordnen wir dann die 
im letzten Beispiel gefundene Gleichung, so finden wir naelı Art. 76 
ftt y? 
Zab} ($ ud ı) 
xt y a? — D? 


Salmon, Anal, Geom. der Kegrlschnitte, 13 


tan d = 
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Aufg. 4. Finde den Ort eines Punktes, an welchem die von ihm 
aus gezogenen Tangenten sich unter rechteu Winkeln schneiden. 

Indem wir den Nenner des Werthes von lan $ mit o vergleichen, 
finden wir was E a 
die Gleichung eines mit der Ellipse concentrischen Kreises. Der Ort der 
Durchschnittspunkte der Tangenten, welche sich unter einem gegebenen 
Winkel schneiden, der nicht 90° ist, ist im Allgemeinen eine Curve des 
vierten Grailes. 


Conjugirte Durchmesser. 


170. Wenn die Gleichung der Curve auf irgend ein Paar 
eonjugirte Durchmesser bezogen ist, so verschwindet (Art. 96, 97) 
der Coefficient von xy, und wenn a, d die Längen dieser Durch- 
messer sind, so kann die Gleichung geschrieben werden (wie in 
m $ 
a y 
Art. 160 n t =1: 

u 

Nun kann genau ebenso wie in Artikel 168 gezeigt werden, 

dass die Gleichung einer Tangente bezogen auf diese Achsen ist 
rr yy 

+ am 

und wie in Art. 169, dass die Gleichung der Polare irgend eines 

Punktes <y von derselben Forin ist. 


a 


Die Polare irgend eines Punktes in der Achse der æ ist daher 


Die Polare irgend eines Punktes P wird gefunden, indem 
man den Durchmesser durch diesen Punkt zieht, CP. CP’ gleich 
dem Quadrate des Halbdurchmessers bestimmt und sodann durch P 
eine Parallele zum conjugirten Durchmesser zieht. Dies schliesst 
als einen speciellen Fall das früher Art. 102 hewiesene Theorem 
ein, nämlich: 

Die Tangente an den Endpunkt eines Durchmes- 
sers isl parallel zum conjugirten Durchmesser. 


171. Der eben begründete Satz erlaubt uns, die auf rec- 
tanguläre Achsen hezogene Gleichung des conjugirten Durch- 
messers zu demjenigen, welcher durch einen Punkt «’y in der 
Curve geht, zu finden. 
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Denn wir haben nur die Gleichung ciner zu der Tangente, 
deren Gleichung wir in Art. 168 fanden, parallelen Linie durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten auszudrücken und erhalten da- 
her für die Gleichung des conjugirten Durchmessers 

we yy 


2 e W =a Q 


’ 
Sei 9 der von der Achse der x mil dem ursprünglichen 
} M ; ; y 
Durchmesser gebildete Winkel, so ist offenbar tan 9 = =, und 
7 2 


wenn 9 der durch den conjugirten Durchmesser mit derselben 
Achse gebildete Winkel ist, so zeigt diese Gleichung (Art. 22), dass 
RN hir’ 
tan 0 = — -7> 
a'y 


b° 


ač 


also tan ®. tan F = — 


Diese Relation, welche die mit der grossen Achse von einem Paar 
conjugirter Durchmesser gebildeten Winkel verbindet, erlaubt uns 
sogleich zu bestimmen, ob ein gegebenes Paar von Durchmessern 
conjugirt sind oder nicht. 

Die entsprechende Relation für die Hyperbel ist (Art. 168 

z , G 
tan ®. tau ® — ge 

172. Weil in der Ellipse tan $. tan 9° negativ ist, so muss, 
wenn einer der Winkel $,9 spitz und daher seine Tangente po- 
sitiv ist, der andre stumpf sein, seine Tangente negativ. Also, 
conjugirte Durchme&er der Ellipse liegen auf ver- 
schiedenen Seiten der kleinen Achse (welche 4 = 90° 
entspricht.) 

In der IIyperbel ist im Gegentheil tan ® tan 9° positiv und 
9,9 müssen entweder beide spitz oder beide stumpf sein. Also, 
in der HIyperbel liegen conjugirte Durchmesser auf 
derselben Seite der conjugirten Achse. 


4 b: 7 
In der Hyperbel muss, wenn tan 9 kleiner als — ist, tan ẹ 
t R > ea; 
grösser als £ sein; aber nach Artikel 167 ist der dem Winkel, 
4 
b 3 
dessen Tangente — ist, entsprechende Durchmesser, die Asymptote, 
a 


13* 
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welche nach demselben Artikel die Durchmesser, welche die Curve 
schneiden, von denen trennt, welche sie nicht schneiden. Also, 
wenn der eine von zwei conjugirten Durchmessern die 
Ilyperbel in reellen Punkten schneidet, so thut dies 
der andre nicht. Es wird auch erkannt. dass jede Asym- 
ptote ihr eigner conjugirter Durchmesser ist. 


173. Die Coordinaten x’ y” des Endpunkts von dem 
Durchmesser zu finden, der zu dem durch zy gehen- 
den conjugirt ist. 

: Diese Coordinaten werden leicht gefunden, indem man aus 
der Gleichung des conjugirten Durchmessers 

w yy É> 

TAE FINN 
und der der Curve 


-T 
x und y bestimmt. 

Indem wir in die letztere die aus der erstern gefundenen 
Werthe für x und y einsetzen und uns erinnern, dass die Coor- 
dinaten x,y der Gleichung der Curve genügen, finden wir ohne 
Schwierigkeit 


a 


174. Die Längen eines Durcehmessers (a) und sei 
nes conjngirten (V inGliedern der Abseisse vom End- 
punkte des Durchmessers a a 


1.) Wir haben aa! Ey", 
; b, r 
Aber y= = (— x”) 
a 
p a&b , H 
Also adt e= 4 — tamea. 
a 
2.) Ferner ist 
D w m at A e, 
M—a"+y =s" + g 
u “ 
r ir 
(a? _ x’) + = x r 
n 
Also b? =w a Ai, 
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Aus diesen Werthen ergieht sich a? +5? -=a +b, oder 
die Summe der Quadrate irgend eines Paars von con- 
jugirten Durehmessern ist coustant. (Aufg. 3, Art, 159.) 

175. In der Hyperbel müssen wir die Zeichen von d° und 
b? ändern und erhalten 

ee — Ua: —h:, 
oder die Differenz der Quadrate irgend eines Paares 
conjugirter Durchmesser einerliyperbel ist constant. 

Wenn wir in der Ilyperbel «=b haben, so wird ihre Glei- 
chung a 
und sie wird eine gleichseitige Hyperbel genannt. Das eben 
bewiesene Theorem zeigt, dass jeder Durchmesser einer 
gleichseitigen Hyperbel seinem conjugirten gleich ist. 

Die Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel sind durch die 
Gleichung 2 — y =o 
gegeben, und daher unter rechten Winkeln zu einander. 
Deshalb wird diese Hvperbel ofl auch eine reclanguläre Hy- 
perbel genannt. 

Die Bedingung, dass die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
eine gleichseitige Hyperbel darstelle ist 4 = — C; dem dies ist 
nach Art. 76 die Bedingung, unter welcher die Asymptoten 

AL + Bey 4 Cy =o 
rechtwinklig unter einander sind; aber wein die Hyperbel rec- 
tangulär ist, muss sie gleichseitig sein, weil (Art. 167) die 
Tangente des halben Winkels zwischen den Asyınptoten = > und 
daher, wenn dieser Winkel 45° ist, 
b= a 
sein muss. 

176. Die Länge der Senkrechten vom Centrum auf 
die Tangente zu finden. 

Die Länge der Senkrechten vom Coordinatenanfang auf die 

a wir yy 
Linie ze "an l 
l a ab 
E yA Pa. Py 
} (7 + p; r4 ( a + b ) 
Wir zeigten aber im Art. 174, dass 
x ty? l; 
i a- -i , also p= 


ist (Art. 27) 


í x 


7. 
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177. Den von zwei conjugirten Durchmessern ein- 
geschlossenen Winkel zu bestimmen, 

Der Winkel zwischen den Dorchmessern ist gleich dem Win- 

Fir. 56, kel zwischen dem einen und der Tan- 

ee gente, welche dem andern parallel ist; 


Fr er nun ist (Fig. 56) 


f A m C > 

' Fe p * sin im ne, 

N £ J CP a 
> u . F b 
En Also sin PCP = sin d = nun 


ab ` 
Die. Gleichung ab sin $= ab zeigt, dass das durch Ver- 
bindung der Enden von conjugirten Durcehmessern 
der Ellipse oder Hyperbel gebildete Dreieck einen 
constanten Inhalt hat. (Art. 159, Aufg. 2.) 


178. Da die Summe der Quadrate irgend zweier conjugirten 
Durchmesser constant ist, so ist ibr Rechteck ein Maximum, wenn 
sie gleich sind und daher ist in diesem Falle sin & ein Minimum, 
also ist der spitze Winkel zwischen den zwei gleichen conju- 
girten Durchmessern kleiner und folglich der stumpfe Winkel 
grösser, als der von irgend einem andern Paar conjugirter Durch- 
messer gebildete. Die Länge der gleichen conjugirten Durchmesser 
wird gefunden, indem man ¢ =b in die Gleichung 

a” + ht a? + b 
substituirt. Daraus ergiebt sich «* als die Hälfte der Summe von 
@ und b und in diesem Falle 
Zah 
a 
Der Winkel, welchen jeder dieser conjugirten Durchmesser mit 
der Achse der æ macht, wird aus der Gleichung gefunden 


sin ® = 


y u 
tan ®. and — — w 
a 
indem man darin tan $ = — lan Ẹ setzt, weil irgend zwei gleiche 


Durchmesser gleiche Winkel mit der Achse der x auf entgegen- 
gesetzten Seiten von ihr bilden. (Art. 162.) Somit 


Es folgt daher nach Art. 167, dass, wenn eine Ellipse und Hy- 
berbel dieselben Achsen in Grösse und Lage haben, die Asymp- 
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toten der Hyperbel mit den gleichen conjugirten Durchmessern 
der Ellipse zusammenfallen. 

Die allgemeine Gleichung einer Ellipse, bezogen aul zwei 
conjugirte Durchmesser (Art. 170) wird x? + „= a”, wenn d =b. 

Wir schen daraus, dass die Gleichung jeder Ellipse in die- 
selbe Form, wie die Gleichung des Kreises gebracht werden kaun, 
nämlich in die Form z? + y? = 7°, indem man die gleichen 
conjugirten Durchmesser zu Coordinatenachsen wählt; aber 
in dem Falle der Ellipse ist der Winkel zwischen diesen Achsen 
schief, während er beim Kreise ein rechter ist. 


179. Die Senkrechte vom Centrum auf die Tan- 
gente in Function der Winkel auszudrücken, die sie 
mit den Achsen bildet. 


Wenn wir davon ausgehen, die Gleichung der Tangente 
ww IT 
a’ ie aut 
in die Form x cos a + y sina =p 
zu bringen (Art. 20), so finden wir durch Vergleichung dieser 
Gleichungen unmittelbar 


v cos a y Sin e 


- a’ Pe a p 
Indem wir dann in die Gleichung der Curve diese erhaltenen 
Werthe von &,y einselzen, finden wir 
p = a cos’e + b’ sina”). 
Die Gleichung der Tangente kann daher geschrieben werden 
wcosa + ysin — plat cos®« + b? sin’e) = o0 
und nach Artikel 27 ist die Senkrechte von irgend einem Puukle 
(x,y) auf die Tangente 
x cosa -+ y sine — Yia’cos’« + b*sinta). 
Aufg. Den Ort des Durchschnitts der Tangenten zu finden, die 
sich unter rechten Winkeln schneiden. 
Seien p, p die Senkrechten zu diesen Tangenten, so isl 
p = at costa + b'sin’a, p*— a*sin’« + b*cos’e, + pa + b. 


*) Ebenso findet man, dass 
pP at costa + br cost, 
wo œ und ß die Winkel sind, welche irgend zwei conjngirte Durchmesser 
mit der Senkrechten machen, 
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Aber das Quadrat der Entfernung vom Centrum bis zum Purch- 
schnitt zweier Linien, die sich rechtwinklig schneiden, ist gleich der 
Summe der Quadrate seiner Enlferuungen von (liesen Linien selbst; diese 
Entfernung ist (daher constant und der geforderte Orl ist somit ein Kreis. 
(Art. 169, Aufg. 4.) 


180. Die Schnen, welche die Enden emes Durchmessers 
mit einem beliebigen Punkte der Curve verbinden, werden 
Supplementarsehnen genannt. 

Durchmesser, die zu irgend einem Paar Supple- 
menlarsehnen parallel sind, sind conjugirt. 

Denn betrachten wir das Dreieck, welches gebildet wird 
durch Verbindung der Enden eines Durchmessers 4B mit einem 
Punkte P der Curve; so muss, nach den Elementen der Geonie- 
trie die Verbindungslinie der Halbirungspunkte zweier Seiten mit 
der dritten Seite parallel sein, also muss der 4D halbirende 
Durchmesser parallel zu 8D und der BV halbirende parallel zu 
AD sein, 

Dasselbe kann analytisch bewiesen werden, indem man die 
Gleichungen von 4P und BD bildet und zeigt, dass das Product 
der Tangenten der durch diese Linien mit der Achse gebildeten 

I 


Winkel = — -, ist. 
a 


Diese Eigenschaft erlanbt uns, die Paare conjugirter 
Durchmesser zu construiren, welche einen vorge- 
schriebenen Winkel wit einander bilden. Denn wenn 
wir über irgend einem Durchmesser das Segment eines Kreises 
beschreiben, welches den gegebenen Winkel enthält, und die 
Punkte, wo dieser Kreis die Curve schneidet, mit den Enden des 
angenommenen Durchmessers verbinden, so erhalten wir ein Paar 
Supplementlarsehnen,, die unter dem angegebenen Winkel geneigt 
sind und die zu ihnen parallelen Durchmesser sind die zu einan- 
der conjugirten Durchmesser, welche der Aufgabe genügen. 

Wir geben in Form von Aufgaben die Beweise einer Reihe 
von Sätzen, welche sich hieran anschliessen. 


Aufg. 1. Tangenten iw den Endpunkten eines Durch- 
messers sind parallel. 
Die Gleichungen sind 


BIBL)? 
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Dies folgt auch aus dem Theorem des Art. 105 und aus der Bemerkung, 
dass das Centrum der Pol der unendlich entfernten geraden Linie ist. 
(Art. 100.) 


AJufg. 2 Wenn eine veränderliche Tangente eines 
Gentral-Kegelschnitts zwei feste parallele Taugenten 
schneidet, so bestimmt sie Abschnitte auf diesen, deren 
Rechteck constant und dem Qugılrat des zu ihnen paral- 
lelen Halbdurchmessers gleich ist. 

Nehmen wir den den Tangenten parallelen Durchmesser und den 
ilm conjugirten zu Coortlinaten-Achsen, so sind die Gleichungen der 
Curve und der veränderlichen Tangente 


x y* 


wer „ y 
; E und — — = l 
d? h°? l 5 a$ à? 
Die Abschnitte in den festen Tangenten werden gefunden, indem 
man © nacheinander = + « in der letzten Gleichung macht, und wir 
hr E \ 
erhalten sie daher y=: (i + A 
y? a) 
. . ) vi f x? 
um daher ist ihr Product 7. (1 — -he 
y* a? 


welcher Ausdruck sich durch die Substitution des der Gleichung der 
i 3 r 7 3 
Curve entnommenen Werthes von y° auf b? reducirt. 


Aufg. 3. Bei derselben Construction ist das Recht- 
eck aus den Segmenten der veränderlichen Tangente 
gleich dem Quadrat des zu ihr parallelen NWalbdurch- 
MEssers. 

Denn der Abschnitt auf einer der parallelen Tangenten verhält sich 
zu dem anliegenden Segment der veränderlichen Tangente wie die pa- 
rallelen NHalbdurchmesser. (Art. 109.) Daher verhält sich das Rechteck 
ausden Abschnitten der festen Tangenten zu dem Rechteck ausden Abschnit- 
ten der veränderlichen Tangente, wie die Quadrate dieser Halbdurchmesser ; 
und da das erste Rechteck gleich dem Quadrat des den festen Tangenten pa- 
vallelen Halbdurchmessers ist, so muss auch das zweite Rechteck gleich dem 
Quadrat des zur veränderlichen Tangente parallelen Halbdurchmessers sein. 


Aufg. 4. Das Rechteck aus den Segmenten einer Tan- 
genle, welche dureh ihren Durchschnitt mit zwei belie- 
bigen conjugirten Durehmessern gebildet werden, ist dem 
Quadrat des zu ihr parallelen Halbdurchmessers gleich. 

Nehmen wir den der Tangente parallelen Halbdurchmesser und sei- 
nen eunjugirlen zu Achsen, so sind die Gleichungen irgend zweier con- 
Jugirten Durchmesser 


ya x und ex A Ti 
X 


und die dadurch in der Tangente AR RR werden gefunden, 
indem man & = «@ macht, 
ay 
y 5 . b 2 
y = 5Sa undy—= ——* + 
x a y' 
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das von ihnen gebildete Rechteck isl =b”. Wir hätten in gleicher Weise 
einen rein algebraischen Beweis für den Satz der Aufg. 3 geben können. 
— Die Verbindungslinien des Centrums und der Punkte, in welehen eine 
veränderliche Tangente ein Paar feste parallele Tangenten schneidet, 
sind nach dem Vorigen nolhwendig Paare conjugirter Durchmesser. 


Aufg.5. Aus der Grösse und Lage zweier conjugirtler 
Durchmesser (Oa, Ob) ingeinem Centralkegelschnitt die 
Achsen desselben zu bestimmen. 

Die folgende Construction ist auf das in der letzten Aufgabe ge- > 
fundene Theorem gegründet: Durch w, das Ende des einen Durchmessers, 


Fig. 57. ziehe man eine Parallele zum andern; sie ist zu- 
er: gleich eine Tangente der Curve. Bestimme dar- 

f £ nach (Fig. 57) in Ou einen Punkt P so, dass 
f Pa \ das Rechteck Oa. a P= O0? (auf der dem « 


\ „entgegengesetzlen Seite von O für die Ellipse, 
"ZT auf derselben Seite für die Hyperbel), und be- 
n- } schreibe einen Kreis durch O, P, der sein Centrum 
ö È 3 Fi m e C hat, so bezeichnen die Linien O4, OB 

er die Achsen der Curve. Denn weil das Rechteck 
Ada.aB=0a.aP= OP? ist, so sind die Linien 0.4, OB conju 
girte Durchmesser, und weil A B ein Durchmesser des Kreises isl, ist 


der von ihn&gebildete Winkel 40 B ein rechter. 


Aufg. 6. Wennirgend zwei Halbdurchmesser gege- 
ben sind, so sind die Dreiecke, welche von ihnen und den- 
jenigen beiden unter ihren Ordinaten gebildel werden, 
welche respective durch den Endpunkl des andern Ifalb- 
durchmessers gehen, von gleicher Fläche. 


Aufg. 7. Die Dreiecke, welcheirgend zweillalbdurch- 
messer mit den beiden Tangenten der Curve in ihren End- 
punkten bilden, sind von gleicher Fläche. 


Aufg. 8. Das anlharmonische Verhältniss eines Bü- 
schels von vier Durchmessern eines Kegelschnitts ist dem 
der conjugirten Durchmesser gleich. 


Die Normale. 


181. Eine durch irgend einen Punkt einer Curve senkrecht 
zur Tangente in diesem Punkte gezogene gerade Linie wird eine 
Normale genannt. Indem wir nach Artikel 42 die Gleichung 
; a Me A a 
einer durch (x y) gehenden Linie bilden, die zu —, + s =] 

k ` & 4 


senkrecht ist, finden wir die Gleichung der Normale einesKegelschnitts 
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ar by 
oder p= —ı =C., 
x y 


wo cè wie in Art. 161 die Differenz a? — & bezeichnet. 


Wir finden daraus den Abschnitt EN Fig; 58 
(Fig. 55), welchen eine Normale in der Be: 
Hauptachse bestimmt, durch die Substi- / ie 
tution y = 0 d! C wu \d 
e , N i J 
s= zi okerzs= er. \ 
RE NE i 
z en - . Ge -g 
Wir können daher von irgend einem 7] 


Punkte in der Achse eine Normale zu einer Ellipse ziehen, denn 
aus CN bestimmen wir hiernach die Abscisse des- Fusspunktes 
der Normale in «der Curve. 


Der Kreis kann alseine Ellipse betrachtet werden, deren Excentri- 
citätz=o, weil  — a? — b =o. Der Abschnitt CN ist daher in 
dem Fall des Kreises immer == o, oder jede Normale eines 
Kreises geht durch sein Centrum. 


182. Das Stück MN der Hauptachse, welches zwischen Nor- 
male und Ordinate enthalten ist, wird die Subnormale genannt. 
Ihre Länge ist nach dem letzten Artikel 

g EU., wi 
e-gi-at 
d. i. die Normale zerlegt die Abseisse in zwei Theile, 
welche in einem constanten Verhältniss sind. 

Wenn eine im Punkte P? an die Curve gezogene Tangente 
die Achse in T schneidet, so wird der Abschnitt WT die Subtan- 
gente genannt. 


+ 
a 1 a. pi TFE 
Weil die ganze Länge CT = — ist (Art. 173), so ist die Subh- 
= 


tangente =y T n 
Auch die Länge der Normale kann leicht gefunden werden. 


b* bt. fa 


z 
Denu: PN’ = PM 4 NN— y*+ g =n ji v’+ 4 a't) f 
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Wenn aber & der zu CP conjugirte Halbdurchmesser ist, so 
ist die Grösse innerhalb der Parenthesen = b"?. (Art. 174). Also 
ist die Länge der Normale 

- bb’ 
PN= ; 
a 
Wenn die Normale bis zum Durchschnitt mit der kleinen Achse 
"verlängert wird, so zeigt man in derselben Art, dass ihre Länge 
[2 
ab 
b 
ist. Die Vergleichung beider Ergebnisse liefert den Satz: Das 
Rechteck aus den Segmenten der Normale ist gleich 
dem Quadrat des conjugirten Halbdurchmessers. 


Im Artikel 178 fanden wir, dass die Senkrechte vom Cen- 
ER S ab . 
trum auf die Tangente = TA Also ist das Rechteck aus der 
’ 

Normale und der Senkrechten vom Centrum auf die 
Tangente constant, und gleich dem Quadrat der Halb- 
achse. Die Länge der Normale kann auch in Function des Win- 

kels ausgedrückt werden, den sie mit der Achse einschliesst: 
h* b? all — e* 


En pP SFY atcos!a + BF sin'a) ba a 


ARETE 


Aufg. 1. Eine Normale zu einer Iyperbel oder Ellipse zu zie- 
hen, «die durch einen gegebenen Punkt geht. 

Ist der Punkt in der Curve, an welchen die Normale gezogen ist, 
X Y, so ist ihre Gleichung (Art. 181) 


at 2 bey en Pi 
X T 2 
und wenn diese Normale durch einen festen Punkt æy geht, gilt somit 
' x ata by 
Re De 
Relation - An 
die R x J 


Also sind die Punkte in der Curve, deren Normalen durch æy gehen, 
die Durchschnittspunkte der gegebenen Curve mit der Hyberbel 


Ory = aty y a. 


Aufg. 2. Wenn durch irgend einen gegebenen Punkt 
in einem Kegelschnitt zwei gerade Linien rechtwinklig 
zu einander so, gezogen werden, dass sie die Curve 
schneiden, so geht die Verbindungslinie ihrer End- 
punkte dureh einen festen Punkt in der Normale, 
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Nehmen wir die Tangente und Normale der Curve in dem gegele- 
nen Punkte zu Coordinaten - Achsen, so muss die Gleichung der Curve 
von der Form sein 

AL Bay + C t Ey =o. 
(F == o, weil der Ursprung in der Curve liegt und D = 0, (Art. 87) 
weil die Tangente als Achse der æ vorausgesetzt ist.) Ist nun die Glei- 
chung irgend zweier geraden Linien durch den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten dureh ae Ama ee 
repräsenlirl, so multiplieiren wir diese Gleichung mit 4 und subtra- 
hiren sie von der Curve und erhalten 


B— Apay + (C — Agy + Ey=o 
(Art. 36) als die Gleichung einer durch die Durchschnittspunkte der be- 
zeichneten geraden Linie und des Kegelschnitts gehenden Figur. Aber 
dieselbe kann in y = o (die Gleichung der Tangente in dem gegebenen 
Punkte) nd (B — dpjæ + (C —Adyyti=o 
zerlegt werden, und diese letztere muss daher die Gleichung der die 
Endpunkte der gegebenen Linien verbindenden Sehne sein. Der Punkt, 


in welchen diese Sehne die Normale, die Achse der y, schneidet, ist 
bestimmt durch seine Ordinate 


E 
k= r PTA 
Wenn aber die geraden Linien rechtwinklig sind, ist 
q = — 1 
(Art. 76) und der Abschnitt in der Normale hat die constante Länge 
n —_ —E 


Für den Kreis ist diese constante Länge dem Halbmesser gleich, für 
die gleichseitige Ilyperbel ist sie unendlich gross. 

Der Beweis zeigt auch, dass dieser Satz allgemein dann 
wahrist, wenn dic geraden Linien mit der Normale Win- 
kel bilden, für welche das Product der trigonometrischen 
Tangenten constant ist, denn dann ist g constant und daher der 

; E 
Abschnitt Sr 
Ag —ı 


desgleichen. 


lufg. 3. Die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Tangenten 
in den Punkten xy und xy” zu bestimmen. 


Die Coordinaten des Durchschnittspunktes der Linien 


"s re 


wr yy 


rg y y 
-— = | må -= = 
n? he Nun a? + bt 1 
3 aly d Win’ a”) 
sind T = -7 z 4 : . Y = -tn FP 
ya ya wy ya 


` 
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Diese Resultate können in einer andern Form geschrieben werden, 
weil ya — y o= ta) y y y Hy laa) 


í y —y DP wtr 
und nach Art. 168 m — Gin: 
4 & a y +y 
Indem man diese Substitutionen macht, werden die vorhergehenden Werthe: 
ange gr 
g = ra _ in. y = Rn 2 
T y u Tr N N 
LSF a? T h$ i+ at T be 


4Aufg. 4. Die Coordinaten des Durchschnitts der Normalen in den 
Punkten &y, xy” zu finden. 
Indem wir ebenso verfahren, wie in der letzten Aufgabe, finden wir 


let ir" N ‚te a 
+ — r F T = P e 


worin YF die Coordinaten des Durchschnilts der Tangenten bezeichnen, 
die in der lelzien Aufgabe gefunden wurden, 


Die Brennpunkte. 


153. Zwei Punkte, welche in der grossen Achse einer El- 
lipse zu beiden Punkten des Centrums in der Entfernung 
+ y (a — u oder + c 


Fig. 50. gelegen sind, heissen die Brennpunkte 

En der Curve (Fig. 59.) Die Brennpunkte 
PB Bin P der Hyperbel sind zwei Punkte in der 
Pi IT transversalen Achse, gleichfalls in der 
ed NN > Entfernung + c vom Centrum, wo c 


E 7 T jedoch die der Hyperbel entsprechende 
= Bedeutung —= le + b°) hat. 

Die Entfernung eines beliebigen Punktes der El- 
lipse vom Brennpunkt auszudrücken. Da z= + e,y=o 
die Coordinaten «des einen Brennpunkts sind, so ist das Quadrat 
der Entfernung irgend eines Punktes (<, y) von ihm: 

= (x — co! +y!=ıatt+y?— Iex +e. 
Aber nach Artikel 174 ist 
a p y= h y eat nd + 


Also FP a e gir + ei, 
und indem man erinnert, dass c= ae, 
FP = a — ex. 
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(Wir verwerfen den Werth ex — a, den man erhält, indem 
man der Quadratwurzel das andre Vorzeichen giebt, denn weil æ 
kleiner als « und e kleiner als I ist, ist die Grösse ex — a stets 
negativ und kann in uuserm Falle nicht in Betracht kommen, weil 
wir nicht die Richtung sondern die absolute Grösse des Radius 
veetor FP betrachten.) 

Wir haben ebenso für die Entfernung vom andern Brenn- 


punkt FP=aHt ex, 
weil nur — e für + e in der vorigen Formel zu schreiben ist; 
also ist EP 4- FP==2a 


oder die Summe der Entfernungen irgend eines Punk- 
tes in der Ellipse von den Brennpunkten ist constant 
und gleich ihrer grossen Achse. 

184. Indem wir den vorigen Satz Auf die Hyperbel anwen- 
den, erhalten wir denselben Werth für FP*; aber indem wir die 
Quadratworzel ausziehen, müssen wir das Zeichen des Wertlhes 
von FP wechseln, denn in der Hyperbel ist © grösser als a und 
e ist grösser als 1. Also ist «— ex immer negativ uud die ab- 
solute Grösse des Radius vector ist daher 

FP=ex —a 
In gleicher Weise ist FP=er+a 
und daher FP — FP—=4u 
also ist in der Hyperbel die Differenz derBrennstrah- 
len constant und gleich der transversalen Achse. Für 
beide Gurven ist das Rechteck unter den Brennstrah- 
len = «a? — ex’ d. h. Art. 174) gleich dem Quadrat des 
halben conjugirten Durchmessers. 


185. Es ist nützlich, die Umkehrung der obigen Resultate zu 
beweisen, indem man den Ort der Spitze eines Dreiecks sucht, 
für welches die Basis und die Summe oder die Differenz der Sei-. 
ten gegeben ist. 

Indem man den Mittelpunkt der Basis (—=2e) zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten wählt, wird die Gleichung des Ortes, 

VI + (e t x’ + Mat + le — ry] = 2a, ; 


welche durch Entfernung der Wurzelgrössen die Form 


www.rcin.org.pl 


annimmt. 


— 208 — 


Wenn die Summe der Seiten gegeben ist, so ist « 


grösser als c, weil die Summe der Seiten stets grösser als die 
Basis sein muss; daher ist der Coefficient von y? positiv und der 


Ort cine Ellipse. 


Wenn aber die Differenz gegeben ist, so ist a kleiner als 
c, der Coeflieient von y? negativ und der Ort eine IHyperbel. 


186. Mit Hilfe des vorigen Theorems kann man eine Ellipse 
oder Ilyperbel mechanisch beschreiben. Wenn die Enden cines 
Falens an zwei festen Punkten F und F’ befestigt sind, so be- 
schreibt ein Stift, der sich so bewegt, «dass er den Faden immer 
gleichmässig gestreckt erhält, eine Ellipse, von welcher F und 7’ 
die Brennpunkte sind und deren grosse Achse gleich der Länge 


des Fadens ist. 


Um eine Iyperbel zu beschreiben. lasse man ein Lineal 
(Fig. 60) an einem Ende F drehbar befestigt sein; wenn dann 
Fig. 60, ein am festen Punkte 7” befestigter Faden 


7 auch“ an einem Punkt des Lineals R beles- 
tigt ist und durch einen Ring in P gespannt 
erhalten wird, so beschreibt der Ponkt P bei 
der Drehung des Lineals eine Iyperhel. Denn 


da die Summe von FZ’P und PR constant ist, so muss es die 
Differenz von FP und F'P auch sein. 


187. Die Polare eines Brennpunkts wird die Direetrix ales 
kKegelschnitfs genannt. Die Direetrix ist daher nach Artikel 


Fig. O1. 


170 eine gerade Linie, welche in emer Entfernung 


£ 


y A 3 
+ - vom Centrum zur grossen Achse senkrecht ist. 
c 
(Fig. 61.) 
Da wir die Entfernung der Directrix vom Cen- 
trum kennen, so können wir ihre Fntfernung von 


irgend einem Punkt in der Curve finden. Sie muss 
gleich sein mit 


- a Š \ " 
=- x oder = - (a — ræ) = = fla — er). 
e c e 


Aber die Entfernung irgend eines Punktes in der Curve vom 
rennpunkt ist gleich a — ex’. Wir erkennen also die wichtige 
Eigenschaft der Kegelschnitte, dass die Entfernung eines 
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Punktes der Curve vom Brennpunkt zu seiner Entfer- 


nung von der Directrix in dem constanten Verhältniss 
e:1 steht. 


Umgekehrt kann ein Kegelschnitt als der Ort eines Punktes 
definirt werden, dessen Entfernung von einem festen Punkt, dem 
Brennpunkt, zu seiner Entfernung von einer festen geraden Linie, 
der Direetrix, in einem constanten Verhältniss steht. Auf diese 
Definition haben verschiedene Schriftsteller die Theorie der Kegel- 
schnitte gegründet. Indem man die feste Linie zur Achse der æ 
nimmt, kann die Gleichung des Ortes sogleich geschrieben werden 


(e — x) + (y — y? = ey, 
eine Gleichung welche eine Ellipse, Iyperbel oder Parabel dar: 
stellt, je nachdem e kleiner, grösser als Eins oder gleich Eins ist *). 


Aufg. Wenn eine Curve so beschaffen ist, dass die 
Entfernung irgend eines Punktesin ihr von einem festen 
Punkt als eine rationale lineare Function seiner Coor- 
dinaten ausgedrückt werden kann, so muss die Gurve 


ein Kegelschnitt und der feste Punkt ihr Brennpunkt 
sein. 


Denn wenn die Entfernung ausgedrückt werden kann durch 


so bezeichnet diese Gleichung, da dx + By + C der Senkrechlten pro- 
portional ist, welche man auf die gerade Linie von der Gleichung 


Ax + By+C=o 


fällen kann, die Eigenschaft der Curve, dass die Entfernung irgend ei- 
nes ihrer Punkte von dem festen Punkt zu seiner Entfernung von dieser 
geraden Linie in einem constanten Verhältniss steht. 


*) Diese und die Eigeuschaften der Artikel 183 und 184 sind der Ver- 
allgemeinerung fähig. Wenn man die Brenustrahlen zweier Punkte eines 
Kegelschnitts zieht, so bilden dieselben ein Viereck, welches einem Kreise 
umschrieben ist, dessen Centrum der Pol der Sehne ist, welche beide Punkte 
des Kegelsehnitts verbindet. Die Summe der von den Breunpunkten an die- 
sen Kreis gelegten Tangenten ist für die Ellipse, die Differenz derselben für 
die Hyperbel constant. Die Länge einer solchen Tangente steht zu der Ent- 
fernung des Mittelpunktes des bezeichneten Kreises von der Direetrix in ei- 
nem constanten Verhältniss, welches mit dem übereinstimmt, das wir so eben 
durch e: 1 ausgewerthet haben. 


Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnilte. 14 
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188. Die Länge der Senkrechlen vom Brennpunkt 
auf die Tangente zu finden. 


Die Länge der Senkrechten vom Brennpunkt (+ e, o) auf die 


er T NE T : | à 
Linie z + 7 = l ist nach Artikel 27 
a D 
i £ x 
g 
Er E y” 
} | a' + u 


aber nach Artikel 176 ist 


u Ki 
Also rTY = fr a— ei) m p° FP. 
In gleicher Weise ist 
pp” b b P 
F rT = = [g - er u FP. 
b b 
Also FT. FT =} (weil d-- ea i”); 


oder das Rechteck aus denPerpendikeln von den Brenn- 
punkten auf die Tangente ist constant und gleich dem 
Quadrat über der halben kleinen Achse. 

Diese Eigenschalt gilt ebenso wohl für die Ellipse als für die 
IIyperbel. 


189. Einige wichtige ' Gonsequenzen können aus dem eben 
gefundenen Werth der Perpendikel gezogen werden. 
Denn wir haben 
} m 


b FT F1 
T __ p sie = “ ahop a s 
FT= 7 FP oder PP y aber pp FPT. 


Also ist der Sinus des Winkels, den der Brennstrahl mit der 
l 

Tangente biklet — 7 Denselben Werth finden wir für sin FPT, 
(d 


den sinus des Winkels, welchen der andre Brennstrahl mit der 
Tangente bildet. Also bilden die Brennstralilen des Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel mit der Tangente. 


www.rcin.org.pl 


Diese Eigenschaft ist sowohl für die Ellipse als für die Hyperbel 
gültig, und aus der Betrachtung der Figuren 62 und 59 ist offenbar, 


dass die Tangente der Ellipse die Fig. 62, 

äussere Halbirungslinie des Wiukels - 
zwischen den Brennstrablen und die N a 
m, N a 4 Ta P 5 I + IE u > f 
Tangente der Hyperbel die innere A E Mr 


Halbirungslinie desselben ist. 
Wenn also eine Ellipse 
und eine Hyperbel diesel- 7 
ben Brennpunkte haben, so schneiden sie einander in 
den Punkten, die sie gemein haben, rechtwinklig, d. h. 
die Tangente der Ellipse in diesem Punkt schliesst mit der Tan- 
gente der Ilyperbel in demselben Punkte einen rechten Winkel ein. 


Aufy. 1. Beweise analytisch, dass confocale Kegelschnitte sich 
rechtwinklig schneiden. 
* Die Coordinaten jedes Durchschnittspunktes der Kegelschnitte 
x? Na a aè 
arm IE o ak 
genügen der durch Subtraction beider Gleichungen erhaltenen Relation 
(at atjat (bt — Wr) y* 
atat apir =e t: 


Aber wenn die Kegelschnilte confocal sind, ist 


€ — at= bt —b?, 


I diese Relation wird + 2 : 
und diese Relation wirt —— c == 0, 
Aa + pth? 
Dies ist aber die Bedingung (Art. 40), unter welcher die zwei Tangenten 


zur u tyr NN 
T —— 4 7 7 - 
m) fr band + pu I 


rechtwinklig zu einander sind. 

Aufg. 2. Bestinmme die Länge einer Linie, die durch das Centrum 
parallel zu einem Brennstrahl gezogen und durch die entsprechende Tan- 
gente begrenzt wird. 

Diese Länge wird gefunden, indem man die Senkrechte vom Cen- 
trum auf die Tangente FA mil dem Sinus iles Winkels zwischen Radius 
veclor und Tangente (3 dividirl und ist daher == a. 

190. Die Normale ist, als eine Senkrechfe zur Tangente, die 
innere lalbirungslinie des Winkels zwischen den Bremnstrahlen 
in dem Fall der Ellipse, und die äussere Halbiruugslinie in dem 
Fall der Ilyperbel. 

11? 
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Wir können einen unabhängigen Beweis davon geben, indem 
wir zeigen, dass sie die Entfernung zwischen den Brennpunkten 
in zwei Theile zerlegt, welche in dem Verhältniss der Brenustrah- 
len sind (Eaklid VI. 3); denn die Entfernung des Fusspunkts der 
Normale vom Centrum ist (Art. 181) = e x. Also sind seine 
Entfernungen von den Brennpunkten 

cer md e= ea, 
Grössen, welehe offenbar die e fachen Werthe von 
aper wd a—ex 
sind. 


Aufg. Eine Normale zur Ellipse von irgend einem Punkt in der 
kleinen Achse aus zu ziehen. 

Der durch den gegebenen Punkt und die beiden Brennpunkte ge- 
hende Kreis schneidet die Curve in den Punkten, nach denen die Normale 
zu ziehen ist. 


191. Aus dem Satz des Artikel 188, dass das Rechteck, un- 
ter den von den Brennpunkten auf die Tangente gefällten Nor- 
Fir. 09. malen constant ist, kann noch eine 
andre wichtige Folge hergeleitet wer- 
den. Denn für zwei beliebige Tan- 
genten (Fig. 63) ist 
FT.FT = PI FY. 
je Er. 
oder EF = Pr: 


DET N o a e 
Aber A ist das Verhältniss der Si- 


nus der Theile, in welche die Linie FP den Winkel an P theilt 


und na ist das Verhältniss der Sinus der Theile, in welche F'P 
denselben Winkel theilt; wir haben daher L TPF = L PF". 
Wenn wir einen Kegelschnitt dureh P denken, der F und F’ zu 
Brennpunkten hat, so ist in Art. 185 gezeigt, dass die Tangente 
an ihn gegen die Linien FP und F P gleich geneigt ist; wir 
schliessen daher nach dem gegenwärtigen Artikel, dass sie auch 
zu PT, Pt gleich geneigt ist, und leiten so den folgenden nütz- 
lichen Lehrsatz ab: Die Tangenten, welche man durch ei- 
nen beliebigen’Punkt auf einem Kegelschnitt an ei- 
nen confocalen Kegelschnitt ziehen kann, sind ge- 
gen die Tangente des Kegelschnitts in jenem Punkte 
gleich geneigt. 
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192. Man soll den Ort der Fusspunkte der Senk- 
rechten bestimmen, dic von den Brennpunkten auf 
die Tangente gefällt werden können. 

Die Senkrechte vom Brennpunkte wird in Function des von 
ihr mit der Achse ‚gebildeten Winkels ausgedrückt, indem man in 
die Formel des Artikel 179, nämlich 

p = X cosa + y sine — Vla’ cos’e + b sin’e) 
einsetzt, L= c, y =o. 


Demnach ist die Polargleichung des Ortes 


o == c cosa — Pla? cos’a + 1? sin?e), 
oder 9? — Ico cosa + c cos'e = u’ cos*u + b° sin’ 
oder go — dco cosa = b, 


Dies ist nach Artikel 123 die Polargleichung eines Kreises, 
dessen Centrum in der Achse der x in der Entfernung c vom 
Brennpunkte liegt, der Kreis ist daher mit der Curve concentrisch. 
Sein Halbmesser ist nach «demselben Artikel =a. Wenn wir 
also einen Kreis beschreiben, der die transversale 
Achse einer Hyperbel oder Ellipse zum Durchmesser 
hat, so liegt der Fusspunkt der Senkrechten vom 
Brennpunkte auf die Tangente in der Peripherie die- 
ses Kreises. 

Oder umgekehrt, wenn wir von einem Punkt F einen 
Radius vector FP zu einem gegebenen Kreise ziehen 
und TP senkrecht zu FP legen, so berührt die Linie 
TP stets einen Kegelschnitt, der F zw seinem Brenn- 
punkt hat, und der eine Ellipse oder Iyperbel ist, 
jenachdem Finnerhalhb oder ausserhalb des Kreises ist. 

Aus Art. 189 Aufg. 2 ist bekannt, dass die Linie CT, deren 
Länge = a ist, dem Brennstrahl FP parallel läuft. 


193. Den Winkel zu finden, der durch die von ei- 
nem Punkte (z,y) aus an einen Gentral-Kegelschnitt 
gelegte Tangente am Brennpunkte gespannt wird. 

Wir wählen das Centrum zum Anfangspunkt der Coordinaten, 
bezeichnen den Berührungspunkt der Tangente durch (z, y) und 
die Radien vectoren, welche diesem und dem gegebenen Punkt 
entsprechen durch g und ọ, endlich die Winkel, welche diesel- 
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ben mit der Hauptachse einschliessen, durch 9 und 9;  alsdann 
gelten die Gleichungen: 


x > t x ce - í 
cos # = ER > sin# = y und cos d == ee a sm © = y 
f) e N ọ 
und demnach . f 
g (æ . z “| ÈÌ 
cos H ia => a + $ : + s + vy " 
vo 


Aher nach der Gleichung der Tangente ist 
EEJ yy 
a b 
und wir erhalten durch Substitution des daraus entspringenden 
Werthes von yy 


, R R ” b’ : . 
pwet) = arr per tete arte 
a 
"ze + exp eeg ala + ex) la + ex); 
oder weil go =a + ex ist: 
a+ ex 


o 


cos (0 — v= 


Weil dieser Werth nur von den Coordinaten v, y abhängt, und 
die Coordinaten des Berührungspunktes nicht enthält, so spannt 
jede Tangente von æy aus denselben Winkel am Brennpunkt; es 
wird also der von irgend einer Sehne am Brennpunkt 
gespannte Winkel dureh die Verbindungslinie des 
Brennpunkts mit ihrem Pol halbirt. 


194. Die Verbindungslinie des Breunpunktes mit 
dem Pol einer dureh ihn gehenden Sehne ist senk- 
recht zu dieser Sehne. 

Dieser Satz kann als ein specieller Fall des Jeizten Artikels 
abgeleitet werden, weil der am Brennpunkt gespannte Winkel in 
diesem Falle 180° ist. Man kanu ihn aber auch direct beweisen 
wie folgt: Die Gleichung der Senkrechten durch einen Punkt 
(x y) zur Polare dieses Punktes 


4 x 4 y 
w) 
( a? + u 


ist wie in Artikel 181 
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Wenn aber x" y ein Punkt in der Direetrix ist, so baben wir 
z 
; a i 
x —— und man kann erkennen, dass sowohl der Gleichung der 
e 


Polare als der der Senkrechten durch die Coordinaten des Brenn- 
punktes (x = ¢, y = o) genügt wird. Beim Gebrauch der Polar- 
coordinaten in der Untersuchung der Curven wird der von der 
Tangente in einer Senkrechten zum Radius vector des Berührungs- 
punktes gebildete Abschnitt die Polarsubtangente gemaunt. 
Demnach kann das Theorem dieses Artikels auch so ausgesprochen 
werden: Die Directrix ist der Ort des Endpunktes der 
Polarsubtangente für den Brennpunkt als Pol. 


Wir werden im folgenden Kapitel erkennen, dass die Theoreme 
dieses und des letzten Artikels auch für die Parabel wahr sind. 


Die folgenden Aufgaben enthalten die Beweise einiger Sätze, 
die sich hier naturgemäss anschliessen. 


Aufg. 1. Der Winkel, welcher durch den zwischen 
zwei festen Tangenten enthaltenen Abschnitt einer ver- 
änderlichen Tangenie am Brennpunkte gespannt wird, 
isleonslanl. 


Nach Art. 193 ist er die Hälfte des durch die Berührungssehne der 
festen Tangenten gespannten Winkels. 


dufg. 2. Wenn eine Sehne PP Fig. Di 3 
(Fig. 64) die Direetrix in P schnei E y 
det, so ist FD die äussere Halbi rn 


rungslinie des Winkels PFP. 
Denn FT ist die innere Malbirungs- 
linie (Art. 193), aber P ist der Pol von FT y a 
(weil es der Durchschnitt von PP , der Po- 
lare von F, mil der Direetrix, der Polare 
von F, ist); daher ist DF senkrecht zu ZT 
und somit die äussere Halbirungslinie. — 


Eine interessante Folge dieser Eigenschaft ist die nachstehend an- 
gegebene: 


Wenn zwei feste Punkte 0,0 eines Kegelschnitts mit 
einem veränderlichen Punkte P desselben verbunden wer- 
den, so fassen die Verbindungslinien in der Directrix des 
Kegelschnitts einSegment zwischen sich, welches vom zu 

gehörigen Brennpunkt ans unter constantem Winkel gc- 


sehen wird. Denn wenu wir die Durchselhnittspunkte jener beiden Se- 
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kanten der Curve mil der.Direetsix durch R, R bezeichnen, so ist nach 
dem Vorigen 

LPFR= } LPFO + % 
und LPFR—=4LPFO 4 90. 

Somit L RFR =4 LOF. 

Geht die Sehne Q Q’ durch den Brennpunkt, so ist dieser constante Win- 
kel demnach = 90°. 

Der Satz ist geeignet, ein gules Beispiel für den Gebrauch der Po- 
lar-Goordinaten in der Untersuchung der Kegelschnitte zu bilden. Er ent- 
spricht übrigens dem Satz von der Gleichheit der Peripheriewinkel über 
demselben Bogen am Kreise. Mit Hilfe «der allgemeinen Definition der 
Brennpunkte, welche wir später entwickeln werden, kann man ihm eine 
noch allgemeinere Form geben. 


Die folgenden Sätze sind in der zwischen den Gleichungen der Po- 
lare und der Tangente bestehenden Analogie begründet. 


Aufg. 3. Wenn sicheinPunktineiner festen Senkrech- 
ten zur Achse bewegt, sodrehtlsich die von ihm auf seine 
Polare gefällte Senkrechte um einen festen Punkt in der 
Achse. 


Denn der durch die Senkrechte bestimmte Abschnitt in der Achse ist 
(wie in Artikel 181) = e?& und daher constant, wenn & constant ist. 


Aufg. 4. Finde die Längen «der vom Centrum und von den Brenu- 


punkten auf die Polare von (x, y') gefällten Senkrechten. 
Fig. 05. 
” P Aufg. 5. Beweise dass 


BEZ RS CM. PN =% 
WITT ist. (Fig. 65.) 


ya ß Dieser Satz entspricht dem 

Fi =s €’ im Artikel 182 bewiesenen, nach welchem 

( a A) A IÆ das Rechteck aus der Normale und der 
vom Centrum auf die Tangente gefällten 


y 
/ s 
Date 3 s Senkrechten constant ist. 


; i | \ 
Aufg. 6. Beweise PN.NN =, (— ex’). 


Wenn P ein Punkt der Curve ist, so giebt diese Gleichung den bekannten 


r bK 
Ausdruck für die Länge der Normale wieder: PN == — Ai 182.). 


Aufg. 7. Beweise FG. F'G == CM. NN. 
Für den speciellen Fall, wo P in der Curve liegt, geht dies über in 
FG. FG = $. 


195. Die Polargleichung der Ellipse oder Hyper- 


belunter der Voraussetzung zu finden, dass der Brenn- 
punkt zum Pole genommen ist, 
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Die Länge des Brenustrahls (Art. 183) =a— ex giebt we- 
gen o cos ẹ -+ c =x, (als vom Centrum aus gemessen) 
ọ = a — Eo cos dB — ec, 
al — e°) p? I 
oder nur I+ ecos Be L+ cos ` 
Die doppelte Ordinate im Brennpunkt wird der Parameter 
genannt; seine Hälfte wird gefunden, indem man = 90° in die 
ehen gegebene Gleichung substituirt und ist daher 
= d = all—e"). 
a 
Der Parameter wird gewöhnlich durch den Buchstaben p' bezeichnet 
und die Gleichung alsdann geschrieben 
p I 
Der Parameter wird auch das latus rectum (bei den Alten latus 
erectum) genannt. 


ee = 


Aufg. 1. Das harmonische Mittel zwischen den Seg- 
menten einer durch den Brennpunkt gehenden Sehne ist 
constant und dem llalbparameter gleich. 

Denn wenn der Radius vector FP, rückwärts durch den Brennpunkt 
verlängert, die Curve noch in Z” schneidet, so ist 

y p j un } l 
FP = 2 Iteca® und PP => er 
weil es dem Winkel (180 + 9) entspricht; somit 
1 1 4 


FP t FF p ; 

‚Sufg. 2. Das Rechteck aus den Segmenten einer durch 
den Brennpunkt gehendenSehne steht zurganzenSehnein 
einem constanten Verhältniss. 

Dieser Satz kann als ein andrer Ausdruck des in der letzten Auf- 
gabe enthaltenen bezeichnet werden; aber man erkennt auch direct, dass 
die Grössen FP. FP, FP + FP in einem constanten Verhältniss stehen, 
u l 24 1 
a I ecos tt und a Toeto 

dAufg. 3. Jede Sehne durch den Brennpunkt ist die dritte 
Proportionalezwischender Hauptachse unddem zu ihr pa- 
rallelen Durchmesser. Denn die Länge des Malbdurclimessers, der 
mil der transversalen Achse einen Winkel © bildet, (Art. 161) ist 

t 
R= 1 — ecos tO 
und daher ist die in der letzten Aufgabe gefundene Länge der Sehne 
2m 


denn sie sind 
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AJufg. 4. DieSummezweierSehnen, diedurehdenBrenn- 
punkt parallelzuzwei conjugirtenDurchmessern gezogen 
werden, ist constant, - 

Den» die Summe der Quadrate zweier coujugirten Durchmesser ist 
eonslant. (Art. 174.) 


Aufg. 5. Die Summe der Reeciproken zweier reehtwink- 
lig zu einander dureh einenBrennpunkt gezugenenSehnen 
ist conslaut. = 


196. Die auf den Scheitel bezogene Gleichung der Ellipse ist 


æ — a! + y ; 
a” pon rin 
ad u "P 
oder 1 x = prt — — t. 
n a a 


Demnach ist in der Ellipse das Quadrat der Ordinate klei- 
ner als das Rechteek aus dem Parameter und der Abseisse, 

Die Gleichung der Hyperbel wird in derselben Art gefunden 

D? 

p= pr + - 

a 


T 


Oder in der Hyperbel ist das Quadrat der Ordinate grösser als 
das Rechteck aus dem Parameter und der Abscisse. 

Wir werden im nächsten Kapitel zeigen, dass in der Parabel 
diese Grössen gleich sind. 

Auf Grund dieser Eigenschaft sind die Namen Parabel, Iy- 
perbel und Ellipse zuerst gegeben worden. (Pappus, Math. Coll. 
Buch VIL) 


Die Asymptoten. 


197. Wir haben bisher nur Eigenschaften diseutirt, die der 
Ellipse und Uyperbel gemeinsam sind. Es giebt aber eine Klasse 
von Eigenschaften der Ilyperbel, zu denen sich keine eutsprechen- 
den unter denen der Ellipse finden, diejenigen nämlich, welche 
von den Asymploten abhängen, als welche in der Ellipse imagi- 
när sind. 

Wir sahen, dass die Gleichungen der Asymptoten immer er- 
halten werden, indem man die Summe der höchsten Potenzen der 
Veränderlichen == 0 setzt, voransgeselzt, dass der Coordinatenan- 
fang mit dem Centrum zusammenfalle. Wenn unter dieser Vor- 
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aussetzung die auf ein Paar conjugirte Durchmesser bezogene Glei- 


chung der Curve I 


r® y’ 
` > zm 0, 
a? h* 
d. h. diese letzteren sind 
z Y x u 
p = 5% id: and . + 5 Ò. 
a b a h 


Demnach sind die Asymptoten parallel den Diagonalen des 
Parallelogramms, welehes ein beliebiges Paar conjugirter Durch- 
messer zu seinen anstossenden Seiten 


Fig. 06, 
hat. (Fig. 66.) Denn die Gleichung von = 


ER, b 5 f. > 
CT ist — = — und diese Linie muss \ 
t a N 
daher mit einer Asymptote zusammen- 4) a 
fallen, während die Gleichung von 4% A LG r 
u a 


— 1) zeigt, dass diese 7 


ER; 
a v 
Linie zur andern Asymptote parallel ist. (Art. 167.) 


Man kann somk aus zwei bekannten conjugirten Purchmes- 
sern die Asymptoten, oder aus den Asymptoten zu jedem gegebe- 
nen Durchmesser den ihm conjugirten finden; denn wenu wir 
40 zu einer Asymptote parallel bis zum Durchschnitt mit der au- 
dern ziehen, und es um sich selbst verlängern, so finden wir 2, 
den Endpunkt des eonpugirten Durchmessers. 


198. Der zwischen den Asymploten liegende Theil 
einer Tangente wird im Berührungspunkt halbirt und 
ist dem Durchmesser gleich, der dem nach dem Be- 
rührungspunkt gehenden conjugirt ist. 

Dies ergiebt sichaus dem letzten Artikel, in welchem wir be- 
wiesen, dass AT =b —AT 
ist; oder auch direct, indem wir den Durchmesser durch den Punkt 
und den zu ihm conjugirten zu Achsen wählen, so dass die Glei- 
chung der Asymptolen ist 
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Aus derselben ergiebt sich für x= « 
y= +t; 
und da die Tangente in a dem conjugirten Durchmesser parallel ist, 
so ist dieser Werth der dem Scheitel entsprechenden Ordinate 
der Asymptote zugleich der Werth des Abschnittes welcher durch 
die letztere in der Tangente gebildet wird. 


199. Die Abschnitte DZ und FG (Fig. 67), welche auf 
Fig. 67. einer die IHyperbel schnei- 
le geraden Linie zwi- 
IS TE schen der Curve und den 
- Asymptoten enthalten sind, 
haben gleiche Länge. 
€ Denn wenn wir den zu DG pa- 
\ rallelen Durchmesser und den ihm 
Fx conjugirten zu Achsen wählen, so 
folgt aus dem letzten Artikel, dass der Theil DG von dem Durch- 
messer halbirt wird; da aber auch die Strecke EF zwischen bei- 
den Sehnittpunkten mit der Curve halbirt wird so ist 
i DE= FG. 
Die Läugen dieser Linien können unmittelbar gefunden wer- 
den, denn aus der Gleichung der Asyınptoten 


ur! y? 
"ea p si 
; y 
folgt y DN = MNG = + 7 
A 
und aus der Gleichung der Curve 
r? y* -= 
a Aeg bt re) 
. : ETE 
s= EM= rM = ty a). 


Als DE (= F) = [2 S )| 

s0 a (= G) = 0 7 } ze [l ' 
s, pE ia 

und DF (= EG =b |= + } m ı) - 
a a 


200. Aus diesen Gleichungen folgt, dass das Rechteck 
DE.DF constant und = b? ist. le grösser also DF ist, um so 
kleiner muss DE sein. Nun ist offenbar, dass DF um so länger 
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wird, in je grösserer Entfernung vom Centrum es gelegen ist, 


und dass DE, [= b i z, + (3 _ i) ; 


für ein unbegrenzt wachsendes œ grösser als jede angebbare 
Grösse werden muss, d. h. Je weiter vom Centrum eine ge- 
vade Linie entferntist, um so kleiner ist der zwischen 
der Curve und ihrer Asymptote enthaltene Abschnitt 
derselben und durch Vergrösserung jener Entfernung 
kann dieser Abschnitt kleiner als jede angebbare 
Grösse gemacht werden. 


201. Wenn die Asymptoten zu Achsen genommen werden, so 
verschwinden die Coeflicienten D und Æ aus der allgemeinen Glei- 
chung, weil der Anfangspunkt der Coordinaten mit dem Centrum 
zusammmenfällt und die Goefficienten 4 und C, weil die Achsen die 
Curve in unendlicher Entfernung schneiden (Art. 91, 2); also re- 
ducirt sich die Gleichung der Curve auf die Form 

Be — 

Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist offenbar, 
dass der Inhalt des durch die Coordinaten gebilde- 
ten Parallelogramms constant ist. 


202. Für die in der Form zy = k?’ gegebene Glei- 
chung derGurvedieGleichung einer Sehne oder einer 
Tangente zu bilden. 

z TE a TENI 

Wir haben y = —und y” = 

ma 
daher y -=y = e 
PE i 
Die Gleichung einer Sehne ist daher 
Du 


$ 


welche nach der Bemerkung, dass k? = y' x = y” æ” ist, wie folgt 
geschrieben werden kann l 
yr y= k + ya. 
Indem wir £ =x” und y =y” machen, finden wir die Glei- 


chung der Tangente cy -+ yt =k, 
oder, indem wir für Æ æy schreiben , 
t y 
3 ;, = 2 
x + y 
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Aus dieser Form erhellt, dass die in den Asymptoten durch 
irgend eine Tangente gemachten Abschnitte = 2x und 2y sind; 
ihr Rechteck ist daher = 4%? d. h. das Dreieck, welches 
irgend eine Tangente mit den Asymptoten bildet, hat 
einen constanten Inhalt, nämlich den doppelten In- 
halt des durch die Coordinaten des Berührungspunk- 
tes gebildeten Parallelogramms. 


Aufg. !. Wenn zwei feste Punkte in einer Myperbel 
(£y), (£ y) mitirgend einem veränderlichen Punkt (2 y”) 
derselben verbunden werden, so ist die Strecke, welche 
die Verbindungslinien auf jeder der Asymptoten bestim- 
men, constant. 

Da die Gleichung einer der Verbindungslinien ist 

s'y + ye= ya” + k, 
so ist der von ilr in der Achse der æ vom Anfangspunkt der Coordinaten 
aus gebildete Abschnitt durch die Subslitution y == o 


Ebenso ist der Abschnitt, welcher der andern Verbindungslinie enl- 
spricht -A e 


und die Differenz zwischen beiden æ — æ” ist somit von der Lage des 
Punktes (&” in der Curve unabhängig. 
DO 


Aufg. 2. Bestimme die Coordinaten des Punktes, in welchem die 
Tangenten der Curve in (xy), (x y^) sich schneiden. 
Wir bestimmen aus den Gleichungen 
xy + ya = k und a’y + y x = 2% 
die Werthe von x und y und erhalten 


pir — z”) p a 2y y 
ta 5% mo = 7, Y= T 
ty Ár y m y y +y 


203. Pie Grösse k? durch die Achsen der Curve 
auszudrücken. 

Da die Achse den Winkel zwischen den Asyınpteten halbirt, 
so werden die Coordinaten des Scheitels gefunden, indem man in 
der Gleichung sy =k, v——y 
setzt und sind daher t= y= k. 

Wenn man alsdann durch & den von der Achse mit der 
Asymptote gebildelen Winkel bezeichnet, so ist 


a = 2k cos », 
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(demm æ ist die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Sci- 
tenlänge —=% und Basiswinkel —=®); aber nach Art. 167 ist 


p a? + I) < 
Vilat + t°) 


also k = ——., 


Cos 9 == 


Die Asymptotengleichung der Curve ist somit 


a? 4- h? 
ty = —. 
4 

204. Die Senkrechte vom Brennpunkt auf die Asym- 
ptote ist gleich der conjugirten Achse b. 

Denn sie ist durch CH sin $ ausgedrückt und somit == b, weil 

b 
Vit 5: 

Dies hätte auch als ein“ specieller Fall der Eigenschaft abge- 
leitet werden können, dass das Produet der von den Brennpunkten 
auf eine Tangente gefüllten Senkrechten constant und =ù? ist. 
Denn die Asyınptote kann als eine Tangente betrachtet werden, 
deren Berührungspunkt in einer unendlichen Entfernung ist (Ar- 
tikel 97), und die Senkrechten von den Brennpunkten auf sie sind 
offenbar einander gleich. 


CF = V {at +) und sind = 


205. Der Abstand des Brennpunktes von einem 
Punkte in der Gurve ist gleich der Länge, welche von 
der Directrix auf einer durch den Punkt parallel zur 
Asymptote gezogenen geraden Linie abgeschnitten 
wird. 

Dem die Entfernung vom Brennpunkt ist das efache des Ab- 
standes von der Direetrix (Art. 157), und die Entfernung von der 
Direetrix verhält sich zur Länge der bezeichneten Parallellinie wie 


cos I (= = Art. 167) zu 1. 
2 


Man kann daraus eine Methode zur Erzeugung der Hyperbel 
dureh eine stetige Bewegung ableiten. 
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Ein in B gebrochenes Lineal ABR (Fig. 68) bewegt sich mit 

Fig. 08. seiner Kante 43 längs der festen Linie DD“. 

2 eg Ein Faden von der Länge RB ist an den 

-- 2 m zwei Punkten R und F befestigt, während 

- f ein Ring in P den Faden stets gespannt 

7 hält; dann beschreibt der Punkt P bei der 

f Bewegung des Lineals cine Hyperbel, von 

welcher Z ein Brennpunkt, BR die Rich- 

Ir tung einer Asymptote und DZ die Directrix 
ist; denn PF ist stets gleich PB. 


D' 


Eiftes Kapitel. 
Die Parabel. 


206. Die Gleichung zweiten Grades, so sahen wir in Artikel 
91, repräsentirt eine Parabel, wenn die ersten drei Glieder ein 
vollkommnes Quadrat bilden oder wenn die Gleichung von der 
Form ist (lax + by? + Da + Ey + F=o. 

Wir sahen, dass wir diese Gleichung nicht so für einen end- 
lichen Coordinatenanfang transformiren können, dass die Coeffi- 
cieuten von æ und y beide verschwinden. Die Form der Glei- 
ekung leitet jedoch sogleich zu einer andern Methode, sie zu ver- 
einfachen. 

Wir wissen (Art. 27), dass die Grösse Dæ + Ey + F zu der 
Länge der Senkrechten vom Punkt (ey) auf die durch die Glei- 
chung Dx + Ey F=o 
repräsentirle gerade Linie und ebenso die, Grösse ax + by der 
Senkreehten aut die Linie ax + by = o proportional ist. 

Wenn wir also die zwei geraden Linien construiren, welche 
die Gleichungen 

ax + by = o0, Dæ + Ey 4+ F=0o 
darstellen, so drückt die Gleichung der Curve aus, dass das Qua- 
drat der Senkrechten von einem Punkt der Curve anf die erste 
gerade Linie in einem eonstanten Verhältniss zu der Senkrechten 
auf die zweite Linie ist. 


Wenn wir nun unsre Achsen transforiniren und die Linie 
ax + by== 0 zur neuen Achse der x, die Linie De + Ey + F=o 
zur neuen Achse der y machen, so wird das neue y proportional 
zu der Senkrechten auf die Linie «x + by und das neue x zu der 
Senkrechten auf Dx + Ey + F, und die transformirte Gleichung 
erhält die Form à DE DER 

Es ist offenbar, dass der neue Anfangspunkt ein Punkt in der 
Curve ist, und, weil wir für jeden Werth von x zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von y haben, dass die nene Achse der æ 
ein Durchmesser ist, die nene Achse der y aber parallel zu sci- 
nen Ordinaten. á 

Aber die Ordinate eines Durchmessers in seinem Endpunkt 
ist nach Artikel 102 eine Tangente der Curve, und die neue 
y Achse ist somit die Tangente der Curve im Anfangspunkt der 
Coordinaten., 

Wenn also die Gleichung der Parabel in der Form 

(lax + byf +4 Dx + Ey+tF=o 

gegeben ist, so repräsentirt die Gleichung ax + by =o den durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Durchmesser und die 
Gleichung Dx + Ey+F=o 

die Tangente der Curve in dem Punkte, welchen dieser Durch 
messer mit derselben gemein hat. Und die Gleichung der Curve, 
bezogen auf einen Durchmesser und die Tangente am Endpunkte 
desselben als Achsen, ist von der Form 

y = pa. 

207. Obgleich wir so die Gleichung der Parabel in eine wirk- 
lich einfache Form übergeführt sehen, so haben unsre neuen Ach- 
sen Joch die Unzweckmässigkeit, im Allgemeinen nicht rectangu- 
lär zu sein. Wir beweisen jedoch in dem Folgenden, dass es mög- 
lich ist, die Gleichung unter Beibehaltung der reetan- 
gulären Achsen in diese Form zu bringen. 

Wenn wir eine willkürliche Constante k einführen, so wird 
die Gleichung (ax + by? HDc+Ey+F=o 
der Gleichung - 
lax + by + k? 4 (D — 2ak)x + (E — 2bk)y + F — k= o 
äquivalent gefunden. Also ist, wie im letzten Artikel 

ax+ byt k=o 
die Gleichung eines Durchmessers und 
(D —2akjæ + (E— 2bkjy + F — k= o 


Salmon , Anal. Geom, der Kegelschnilte, 15 
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die der Tangente in seinem Endpunkt. (Dies bestätigt unser Be- 
weis, Arlikel 94, dass alle Durchmesser einer Parabel parallel sind.) 
Nun ist die Bedingung, dass diese zwei Linien zu einander 
senkrecht sind, (Artikel 40) 
alD = 2ak) + b(E — Abk) = o 
aD + bE 
Ala + h?) s 
Weil wir eine einfache Gleichung zur Bestimmung des be- 
sondern Wertlis von % erhalten, welcher die neuen Achsen rectan- 
gulär macht, so giebt es einen Durchmesser, dessen Ordinaten von 
ihm senkrecht geschnitten werden und dieser Durchmesser wird 
die Achse der Curve genannt. Dann aber ergiebt sich, wie im 
letzten Artikel, dass wenn wir diesen Durchmesser 
uct+lytk=o 
und die dazu senkrechte Tangente 
a(D— 2ak)x + b(E— 2bk)y + F — k =a 
zu Achsen nehmen, die transformirte Gleichung die Form 
ent 


Also k= 


erhält. 


208. Aus der Gleichung y? = px können wir sogleich die Fi- 
gur der Curve erkennen. Sie muss zu beiden Seiten der Achse 
der z symmetrisch sein, weil jeder Werth von æ zwei gleiche und 

Fig. 69. entgegengesetzte Werthe für y liefert. Kein Theil 

P- von ihr kann auf der negativen Seite des Anfangs- 
Pr} punkts liegen, weil y für negative Werthe von æ 

imaginär wird, und wenn wir dem æ wachsende 

7 positive Werthe geben, erhalten wir wachsende 
Werthe für y. Also ist die Gestalt der Curve die 
hier dargestellte. (Fig. 69.) 


y 


Obgleich die Parabel der Hyperbel gleicht, insofern sie un- 
endliche Zweige besitzt, so besteht doch eine wichtige Verschie- 
denheit zwischen der Natur der unendlichen Zweige der beiden 
Curven; die der Hyperbel strebten, wie wir sahen, unablässig, 
mit zwei divergirenden geraden Linien zusammenzufallen, aber dies 
gilt nicht für die Parabel, weil wir für die Bestimmung der 
Punkte, in welchen eine gerade Linie x == ky +1 die Parabel 
y? = px schneidet, die quadratische Gleichung 

y* — pky c= p!= o 
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erhalten, deren Wurzeln nie beide unendlich sein können, so lange 
k und ? endliche Werthe haben. Daher giebt es keine endliche 
gerade Linie, welche die Parabel in zwei zusammenfallenden Punk- 
ten im Unendlichen schneidet; denn irgend ein Durchmesser 
y= m, welcher «ie Curve allerdings in einem unendlich entfern- 
ten Punkte schneidet (Art. 95), triflt sie doch auch in dem Punkte 


% 


m A = r 5 z 
x= — und ohgleich dieser Werth wächst, wenn m wächst, so 
p ` 


wird er doch nicht unendlich, so lange m endlich ist. 


209. Die Gestalt der Parabel kann aus dem folgenden Lehr- 
satze mit besonderer Klarheit erkannt werden: Wenn von einer 
Fig. 70. Ellipse ein Scheitel und 
ein Brennpunkt gegeben 
sind, währendihre grosse 
Achse als unbegrenzt 
wachsend gedacht wird, so nähert sich die Curve 
fortwährend mehr der Parabel. 
Die auf ihren Scheitel bezogene Gleichung der Ellipse ist 
2° b? 


(Art. 196 y = t— t. 
j í a 


Wir wünschen b in Theilen der Entfernung VF (= m) aus- 
zudrücken, welche wir als unveränderlich voraussetzen. Wir haben 
m = a — Va? — b’) 


(Art. 183); also P= 2am — m?; dadurch wird die Gleichung 


Im! am m” 5 
y’ |m — g -= — Ja”. 
a , vn d 


Wenn wir nun voraussetzen, «dass a unendlich geworden sei, 
so verschwinden ausser dem ersten alle Glieder auf der rechten 
Seile der Gleichung und die Gleichung redueirt sich auf 

y = im«, 
d. i. die Gleichung einer Parabel. 


Wir sehen also, dass, wenn Brennpunkt und Scheitel einer 
Ellipse gegeben sind, während die grosse Achse unbegrenzt wächst, 


der Parameter (X Art. 195) endlich bleibt und = 4m wird. 


Wenn die Gleichung der er in der Form y?== px ge- 
geben wird, so wird deshalb die Grösse p der Hauptparame- 
ter genannt, 
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Eine Parabel kann auch als eine Ellipse be- 


trachtet werden, deren Excentricität = 1 ist; dem 
D y e % : 3 

e= 1 — —. Nun sehen wir, dass —, der Coefficient von x° in 
a ít 


der vorigen Gleichung verschwindet, wenn wir a nach den vorge- 
schriebenen Bedingungen wachsen lassen; demnach wird e° end- 
lich = 1. 


210. Den Paramgter der Parabel 
(ax + by? + De+kEy+F=o 

auszudrücken. 

Wir haben (Art. 207) gesehen, dass diese Gleichung in der 
Form geschrieben werden kann: 
(lax + by + kP + (DP — 2ak)x + (E —2bk)y + F— k= o, 
welches, wenn man für k den in jenem Artikel gefundenen Werth 
einsetzt, ist 


bD — a E i 
(ax + by k? + ERR bæ ayt F) = o, 
wo zur Abkürzung 
vr at + b?) (F — k’) 
nr bD — «E 


gesetzt worden ist. Wenn man nun durch X und F die Senkrech- 
ten von irgend einem Punkt auf die Linien ax + by + k=o 
und bæ — ay + F'=o bezeichnet, so wird diese Gleichung 


áE — bD 
2 p ri — 
(a° + bF Ve + m +“ 
E — bD 
und daher f E— bioi h y 
r (+ t} 


Aufg. 1. Die Gleichung 
92 + Ney ru + 2r + 46y +9 
in die Form „=px zu bringen. Tier ist k= 5 und die Gleichung 
kann geschrieben werden 
(Bæ tray +? = rl — 3y + 8). 
oder wenn wir die Abstände irgend eines Punktes von 3x + 4y +5 = o 
und 42 — 3y + 8 == 0 durch F und X bezeichnen 


° 2. 
Y'= zX. 
Aufg. 2. Bestimme den Parameter der Parabel 
e 2ay y _20- 2y — 
Pr ab pt a b ri=0. 
4 t 
Auf. „een A 
(at a | 
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Dieser Werth kann auch direct mit Ililfe der folgenden Sätze abge- 
leitet werden, welche später bewiesen werden: Der Brennpunktei- 
ner Parabel ist der Fusspunkt einer Senkrechten vom 
Durchschniltspunkt zweier sich rechtwinklig schnei- 
denden Tangenten auf ihre Berührungssehne, und der 
Parameter eines kegelschnitts wird gefunden, indem man 
das Vierfache des Recktecks aus den Abschnitten einer 
durch den Brennpunkt gehenden Sehne durch die Länge 
dieser Sehne dividirt. (Art. 195.) 


Aufg. 3. Wenn a und b dieLängen zweier Tangenten 
einer Parabel sind, welche sich rechtwinklig schneiden, 
und m ein Viertheil des Parameters ist, so soll bewiesen 
werden, dass 


a, b 1 
+84 
A as m$ 


211. Den Parameter von 
(lax + by? + Dx + Ey + F =o 
bei schiefen Goordinatenachsen zu bestimmen. 

Wir verfahren wie in Artikel 207; da die Achsen aber schief 
vorausgesetzt sind, so ınüssen wir die Bedingung des Artikel 41 
für das rechtwinklige Durehschueiden zweier geraden Linien an- 
wenden und erhalten für k die Bestimmungsgleichung 
aD — 2ak) +b(E — 2bk) = [a (E — 2bk) -+ b(D — 2ak) | cos w, 
aD + bE — la E + bD) cos w 


Dla -+ b’ — 2ab cos w) 


also k = 


Die transforinirte Gleichung ist dann 
' bD — aE i ra 
(act byt k) Ib mir Er TTT un 08 0)2— [a—becoswy4F |=o, 
n K (F — k’) la + b — 2ab cos w) 
worin = 
(bD — aE, 


Durch die Substitutionen 
(ax + by + K) sno 


Y Aa m m r a N 
Plat + D — 2ab cos w) 
b — a cos ox — la — b cos wy + K 


i = =. 


Via! + P — 2ab cos w) 
erhalten wir daraus zur Herstellung der Form Y°? = p¥ 
[a E — b D) sin *w 


(a? + b” — 2ab cos 0)! 


P = 


www.rcin.org.pl 


— 230 — 


Aufg. Finde den Parameter der Parabel 
xt 2y 7) 2e 2y 
u z ób ld = [73 in b T I ai, 


1 at bt sin tw 


(at b? + 2ab cos %w)} 


Aufl. NE — 


Die Tangente. 


212. Die Gleichung einer Sehne der Parabel wird aus den 
Coordinaten der von ihr verbundenen Punkte der Parabel wie 
folgt gefunden. Weil „= px und y? = pa” so ist 


y? —y ° = p(x — x") und Lo, — den 
und die Gleichung einer Sehne somit 
y — y p A A Pme 
7 = 7 r TEOT = 0. 
e a ze N 


Die Gleichung der Tangente geht daraus durch die Substitu- 
tion y =y” hervor und wird wegen y? = pa 
2yy = p(x + x). 
Für den Durchschnittspunkt der Tangente mit der Achse ergiebt 
sich x==— x, oder die Strecke TM d. i. die Subtangente 
wird im Scheitel halbirt. 
Da die Gleichung der Parabel für schiefwinklige Achsen die Form 
y = pe 
behält, wenn zu denselben ein Durchmesser und die durch sei- 
nen Endpunkt gehende Parabeltangente gewählt werden, so blei- 
ben auch die Gleichungen der Sehne und Tangente unverändert 
und die Subtangente ist auch dann noch das Doppelte der Ab- 
scisse. 
Dies giebt eine einfache Methode, an irgend einen Punkt einer 
Fig. 71. Parabel eine Tangente zu ziehen, weil 
p wir nur TP == VM (Fig. 71) zu nehmen 
und PT zu ziehen haben; es erlaubt 
uns auch, nachdem wir diese Tangente 
gefunden haben, die irgend einem andern 
Durchmesser entsprechende Ordinate des 
f Punktes zu bestimmen, weil wir nur 
SE V'M = TV’ zu machen und PM’ zu 
ziehen haben. 
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213. Es folgt aus Artikel 101 oder kann wie in Artikel 169 
bewiesen werden, dass die Gleichung der Polare irgend eines Punk- 
les xy mit der der Tangente dieselbe Form hat und daher durch 
2y y =p (x + x) dargestellt ist. Wenn wir den Punkt suchen, 
wo diese Polare die Achse der x schneidet, so erhalten wir 

s= — 7 
und damit einen Satz, welcher uns häufig nützlich sein wird: 
dass der Abschnitt, den die Polaren zweier Punkte in 
der Achse der x bilden dem Abschnitt zwischen den 
von diesen Punkten auf die Achse gefällten Senkrech- 
ten gleich ist; jede dieser Grössen ist — (x — z”). 


Durchmesser. 


214. Wir haben erwähnt, dass die Gleichung der Parabel für 
einen Durchmesser und die seinem Endpunkt entsprechende Tan- 
gente die Form DE 
erhält. 

Wir wollen dies durch wirkliche Transformation der auf 
reclanguläre Achsen bezogenen Gleichung y? = px nochmals be- 
weisen, weil es nützlich ist, den neuen Parameter » in Theilen 
des alten p auszudrücken. Die Gleichung y° = pæ wird durch 
Transformation zu parallelen Achsen durch einen Punkt «y in 


der Curve (indem wir © + x und y + y für æ und y schreiben; in 
u t 2yy = px 
übergeführt. 

Wenn wir alsdann mit Beibehaltung der Achse der x eine 
neue Achse der y wählen, die zu jener unter dem Winkel # ge- 
neigt ist, so ist unser altes y = PN = PM’ sin und das alte 
x — V M' + PM’ cos $. (Siehe die Fig. des Art. 212.) Wir 
substituiren daher ysin für yund x-4- ycos & für x und unsre 
Gleichung wird 


y? sin’? + 2yy sin 9 = pæ + py cos®. 
Damit diese sich auf die Form y? = px reducire, müssen wir 
haben 
p 


2y sin $ = ə oder tan # = 7. 
y sin p cos 37 
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Aus der Gleichung 
ayy = pæ + r) 
sehen wir aber, dass der von der Tangente mit der Achse der 
x gebildete Winkel ist. Somit nimmt die obige Gleichung auf 
einen Durchmesser und die entsprechende Tangente bezogen die 


Form an p = æ oder y= pw, 


Die Grösse p wird der dem Durchmesser V'A’ entspre- 
chende Parameter genannt und wir sehen, dass der Parame- 
ter irgend eines Durchmessers dem Haupt-Parameter 
direct und dem Quadrat des Sinus des Winkels, wel- 
chen seine Ordinaten mit der Achse bilden, rerkehrt 
proportional ist; denn es ist 

pP 
sin’ ` 

Wir können den Parameter irgend eines Durchmessers aus 
den Coordinaten seines Scheitels ableiten vermittelst der Gleichung 
P 


tan ® = —; 
2y 


P = 


denn darnach ist 


i p si P ) 
sın © = r 5 h — A 
AA Vip + 4y”) } p Hèr 
und P = p + 4r 


Die Normale. 


215. Die Gleichung einer durch (xy) senkrecht zur Tangente 
y 2yy = ple + «) 
gezogenen geraden Linie ist 
piy — y) + 2y (e — z’) = o. 
Der von ihr in der Achse der æ gebildete Abschnitt ist 


Fig. 72, 


zıleV/N—=ır+ E, 
und daher wegen VM = x, (Fig. 72) 
MN (die Subnormale) = Z s 


\ In der Parabel ist die Sub- 
RE normale constant und dem 
Hod Halbparameter gleich. 


www.rcin.org.pl 


— 23 — 


Die Normale selbst ist 


= (PM + MN = Y(v+ E) == MDG + r)] . 


+ 


Der Brennpunkt. 


216. Ein Punkt in der Achse der Parabel, dessen Entfernung 
vom Scheitel einem Viertheil des Hauptparameters gleich ist, wird 
der Brennpunkt der Curve genannt. Es ist derselbe Punkt, 
welcher im Artikel 209 uns dazu führte, Analogien mit dem Bremm- 
punkt der Ellipse zu vermuthen, und die Entwickelungen des ge- 
geuwärtigen Abschnitts werden zeigen, dass eine Parabel in 
jeder Beziehung als eine Ellipse betrachtet werden 
darf, deren einer Brennpunkt eben dieser Punkt ist, 
während der andre in unendlicher Entfernung liegt. 
Um Brüche zu vermeiden, wollen wir in den folgenden Artikeln 


r ' e p 
zuweilen die Abkürzung m == — anwenden. 
4 


Dic Entfernung irgend eines Punktes in der Curve 
vom Brennpunkt zu finden. 

Da die Coordinaten des Brennpunkts m, o sind, so ist das 
Quadrat seiner Entfernung von irgend einem Punkte (£y) 

(a m? + y? = 2? — Imd p mè + imr = (d + mý”. 

Demnach ist die Entfernung irgend eines Punktes vom Brenn- 
punkt x +m. Damit lässt sich das Resultat des Artikel 214 cin- 
facher in dem Satze ausdrücken: Der Parameter irgend 
eines Durchmessers ist das Vierfache der Entfernung 
seines Endpunkts vom Brennpunkte. 


217. Die Polare des Brennpunkts einer Parabel wird wie bei 
der Ellipse und Ilyperbel die Directrix genannt. Weil der Ab- 
stand des Brennpunkts vom Scheitel = m, ist seine Polare nach 
Artikel 213 eine zur Achse senkrechte Linie in demselben Ab- 
stand auf der andern Seite des Scheitels. Die Entfernung irgend 
eines Punktes von der Directrix ist somit 

—=x+m, 
welches durch Vergleichung mit dem Ergebniss des letzten Arti- 
kels den Satz giebt: Die Entfernung irgend eines Punk- 
tes der Curve von der Directrix ist seiner Entfernung 
vom Brennpunkte gleich. 
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Wir sahen im Artikel 187, dass in der Ellipse und Hyperbel 
die Entfernung vom Brennpunkt zu der Entfernung von der Di- 
rectrix in dem constanten Verhältniss e:ı ist und erkennen jetzt, 
dass diess auch für die Parabel gilt, weil in ihr e= 1 ist. (Art. 209.) 

Die im Artikel 205 zur mechanischen Beschreibung der Hy- 
perbel gegebene Methode liefert eine Parabel, wenn man den Win- 
kel 4BR einem rechten Winkel gleich macht. 


218. Der Punkt, wo eine Tangente die Achse Schnei- 
det, und ihr Berührungspunkt sind vom Brennpunkt 
gleich weit entfernt. 

Denn die Entfernung vom Scheitel bis zu dem Punkte, wo 
die Tangente die Achse schneidet, ist x (Art. 212), also die Eut- 
fernung dieses letzteren Punktes vom Brennpunkt == x’ -+ m. 


219. Tede Tangente bildet mit der Achse und dem 
Radius vector desBerührungspunktes gleiche Winkel. 
Dies ergiebt sich aus der Betrachtung des gleichschenkligen 
Dreiecks, welches wir im letzten Artikel als durch die Achse, die 
Tangente und den Brennstrahl des Berührungspunktes gebildet zeigten. 
Es ist nur eine Ausdehnung der Eigenschaft der Ellipse (Ar- 
tikel 189), dass LTPF=LTPF; dem wenn wir den Brenn- 
punkt F’ als in unendlicher Entfernung gelegen vorausselzen, so 
wird die Linie ?F’ parallel zur Achse und LTPF=LPTE. 
Demnach schneidet die Tangente vom Endpunkte der Brenn- 
punkts-Ordinate die Achse unter einem Winkel von 45°. 


220. Die Länge der vom Brennpunkt auf die Tan- 
gente gefällten Senkrechten zu bestimmen. 
Die Senkrechte vom Punkt (m,o) auf die Tangente 

yy = dm |s 4 x x 
2m (x + m) Im (x + m) 
=y y? + 4m") = yama + 4n”) 

d. h. FR (siehe Fig. 72) ist die mittlere Proportionale zwischen 
FV und FP. 

Aus diesem Ausdruck und aus Artikel 215 folgt auch, dass 
FR die Hälfte der Normale ist, welches wir auch geometrisch aus 
dem Factum erkannt haben würden, das TF = FN. 


ist =/[m(« + m)]. 
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221. Die vom Brennpunkt auf die Tangente gefällte 
Senkrechte durch den von ihr mit der Achse einge- 
schlossenen Winkel auszudrücken. 


Wir haben 
7 
còs & = sin FTR = y (zix) P 
(Art. 214); daher nach Art. 220 
FR += F|m (x + m] = 


m 


cos a 


Die Gleichung der Tangente wird daher für den Brennpunkt 
als Anfangspunkt der Coordinaten 
m 


x cos + y sin a -+ = 0, 
cos a 


und darnach kann die Senkrechte von irgend einem andern Punkte 
aus in Function des von ihr mit der Achse gebildeten Winkels 
ausgedrückt werden. 


222. Der Ort des Fusspunkts der vom Brennpunkt 
auf diè Tangente gefällten Senkrechten ist eine gerade 
Linie. 


Denn nehmen wir den Brennpunkt zum Pol, so ist die Po- 
largleichung des fraglichen Ortes 


T, oder ọ cos & == m, 


cos & 
eine Gleichung, welche offenbar die Scheiteltangente der Pa- 
rabel repräsentirt. Wenn wir umgekehrt von irgend einem Punkt F 
einen Radius vector FR zu einer geraden Linie VR und PR 
senkrecht zu ihm zielen, so tangirt die Linie PR stets eine Pa- 
rabel, für welche der Punkt F Brennpunkt ist. *) 


Als eine nützliche Uebung empfehlen wir dem Leser die Un- 
tersuchung des durch den Fusspunkt der Senkrechten vom Brenn- 
punkt auf die Tangente beschriebenen Ortes in reetangulären Coor- 
dinaten. 


*) Die allgemeine Auflösung der Klasse von Aufgaben, welcher diese 
Erzeugungsweise der Parabel angehört und in denen die Enveloppe einer 
beweglichen geraden Linie zu bestimmen ist, kann erst im weiteren Ver- 
laufe der Untersuchung gegeben werden. 
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223. Den Ort des Durchschnittspunktes der Tan- 
genten zu bestimmen, welche einander rechtwinklig 
durchschneiden. 

Aus der im Artikel 222 entwickelten Gleichung einer Tan- 
geute x cos? + y sing cosa + m = o 
ergiebl sich die Gleichung der zu ihr senkrechten Tangente (d. h. 
derjenigen, deren Normale den Winkel 90° + œ mit der Achse 
bildet) durch die Substitution von cos œ für sine und — sin œ für 
cos g x£ sin?e — y sing cosa + m==o, 
und indem man durch eimfache Addition dieser Gleichungen « eli- 
minirt, erhält man als die Gleichung des verlangten Ortes 

Me N in, 
d. i die Gleichung der Directrix, denn die Entfernung des 
Breimpunkts von der Direcetrix ist = 2m. 


224. Der Winkel zwischen irgend zwei Tangenlen 
ist die Hälfte des Winkels welchen die Brennstrahlen 
ihrer Berührungspunkte einschliessen. 

Denn in dem gleichschenkligen Dreieck PFT ist der Win- 
kel PTF, den die Tangente mit der Achse bildet, die Hälfte des 
Winkels PFN, welchen der Brennstrahl mit ihr einschliesst. Nun 
ist der Winkel zwischen irgend zwei. Tangenten gleich der Dille- 
venz der Winkel, die sie mit der Achse bilden und der Winkel zwi- 
schen den Brennstrahlen ist gleich der Differenz der von ilınen mit 
der Achse eingeschlossenen Winkel. 

Der Lehrsatz des letzten Artikels kann als ein speeieller Fall 
des gegenwärtigen Satzes angesehen werden, denn wenn zwei 
Tangenten' mil einander einen rechten Winkel einschliessen, so 
bilden die Brennstrahlen der Berührungspunkte mit einander einen 
Winkel von 180° und die zwei Tangenten entsprechen den End- 
punkten einer durch den Brennpunkt gelenden Sehne und schnei- 
den sich daher nach der Definition der Direetrix in derselben. 


225. Die gerade Linie, welche den Brennpunkt mit 
dem Durchschnittspunkt zweier Tangenten verbin- 
det, halbirt den Winkel, welchen die Berührungs- 
punkte der letztern am Brennpunkte spannen. 

Aus den Gleichungen zweier Tangenten 

x cosa + y sin œ cos e + m = o, 
x cos?’ h + y sin p cos 8 + m = o, 


— 237 — 


finden wir durch Subtraction die Gleichung der geraden Linie, 
welehe ihren Durchschnittspunkt mit dem Brennpunkt verbindet 
x sin (&« + ß) — y cos (« + p) = o. 

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie, die mit der Achse 
der a einen Winkel («+ ß) einschliesst. Weil aber œ und ß die 
von den Senkrechten auf die Tangenten mit der Achse gebildeten 
Winkel sind, so haben wir VEP = 2a und FFP’—=2B; daher 
halbirt die gerade Linie, welche mit der Achse den Winkel («œ + f) 
bildet, den Winkel PEP’. Dieser Salz kann auch bewiesen wer- 
den, indem man wie in Artikel 193, den Winkel (9 — 9°) berechnet, 
unter welchem die durch den Punkt (xy) gehende Tangente einer 
Parabel vom Brennpunkt aus gesehen wird; denn wenn man findet 
æt m 

ur; 
so zeigt dieser von den Coordinaten des Berührungspunktes unah- 
hängige Werth, dass er für jede der zwei Tangenten, die man 
durch (æy) ziehen kann, derselbe ist. 


cos (9 — 0) — 


Zusatz 1.) Wenn wir den Fall nehmen, wo der Winkel 
PFP’ — 180° so geht PP’ durch den Brennpunkt; die Tangen- 
ten TPund TZ schneiden einander in der Divectrix und der Win- 
kel TEP ist gleich 90°. (Art. 194.) Dies kaun auch direct bewie- 
sen werden, indem man die Gleichung der Polare irgend eines 
Punktes (— m, y) in der Directrix und die Gleichung der Verbin- 
dungslinie dieses Punktes mit dem Brennpunkt bildet; diese zwei 
Gleichungen sind 

yy = Im (x — m) 
und 2m(y — y) +y (£ — m) = 0, 
und sie stellen oflenbar zwei zu einander vechtwinklige gerade 
Linien dar. 

Zusatz 2.) Wenn eine Sehne PP 
(Fig. 73) die Direetrix in D schneidet, 
so ist FD die äussere MHalbirungslinie 
des Winkels PFP. Dies ist in der 
2. Aufgabe des Artikels 194 bereits be- 
wiesen worden. 


Zusalz3.) Wenn eineverän- 
derliche Tangente der Parabel 
zwei feste Tangenten schneidet, so ist der Winkel, 
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unter welchem der zwischen den festen Tangenten 
liegende Theil der veränderlichen Tangente vom 
u Brennpunkt aus erscheint, 

» BET das Supplement des Win- 


u? kels, welchen die festen 

. =J 7 BA Tangenten bilden. 
/ Denn der Winkel ORT (Fig.74) 
. \ ist die Hälfte des Winkels p Fq 
Sid (Art. 224), und nach dem jetzigen 


Saari Artikel ist ZPFO auch die Hälfte 

— von LpFg, daher 
PFO=O0RT, 

d. i. gleich dem Supplement des L PRQ. 


Zusatz 4.) Der Kreis, welcher dem von irgend drei 
Tangenten einer Parabel gebildeten Dreieck umschrie- 
ben ist, geht durch den Brennpunkt. 

Denn der durch PRO beschriebene Kreis muss durch F ge- 
hen, weil der im Segment PFQ enthaltene Winkel das Supplement 
des in PRO enthaltenen ist. 


226. DiePolargleichung der Parabel für den Brenn- 
punkt als Pol abzuleiten. 


Wir zeigten im Artikel 216, dass der Brennstrahl 
FP = ọ = x + m= VM + m= FM 4+ 2m = ọ wos + 2m 
ist. Fig, 75.) 


2m 
Daraus folgt ea 
—= 008 
Fig. IB. dieselbe Gleichung geht aus der Gleichung des 


pÍ 
1 
\ 
N 
EL In dieser Gleichung ist 9 von der Seite FM 
her gemessen vorausgesetzt; wenn wir ihn als 


von der Seite FV gemessen betrachten, so ist 


k 

£ Fr Artikel 195 durch die Substitution e = 1 hervor. 
Pa (Art. 209.) Die in den Aufgaben des Artikel 195 
£ entwickelten Eigenschaften gelten daher auch für 
die Parabel. 


Im 


=T Fot. 
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Diese Gleichung kann geschrieben werden 


o cos’ =m, 
oder o3cos mT mt, 
und gehört somit einer Klasse von Gleichungen an, deren allge- 
meine Form g” cos n? = a" 


ist. Einige Eigenschaften derselben gedenken wir später zu ent- 
wickeln. 


‘ Zwölftes Kapitel. 


Vermischte Aufgaben und Lehrsätze über die 
Kegelschnitte. 


227. Die Methode, die Algebra auf Probleme bezüglich der 
Kegelschnitte anzuwenden, ist im Wesentlichen dieselbe, wie die 
in dem Falle der geraden Linie uud des- Kreises angewendete 
und wird keinem Leser Schwierigkeiten darbieten, der die im 
dritten und achten Kapitel gegebenen Beispiele sorgfälig durch- 
arbeitet hat. Wir wollen daher aus der grossen Anzahl von Auf- 
gaben, die zu Oertern des zweiten Grades führen, nur einige aus- 
wählen und ihnen mehrere Eigenschaften der Kegelschnitte an- 
reihen, welche zur Aufnahme in die vorhergehenden Entwickelun- 
gen nicht geeignet erschienen. - 

Aufg. 1. Eine Linie von constanter Länge bewegt 


sich zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels; 


man soll den durch einen festen Punkt in ihr beschriebe- 
nen Ort finden. 


Bezeichnen wir PZ durch n, PA durch m, Fig, 76 
und ZA durch Z, so haben wir aus ähnlichen x 
a l - lx Z NP 
Dreiecken OL = — und OK = S. En 
m n 


Mittelst der Relation X %4 \ 
LK — OI + OK? — 20L. OK cos w [7 K 


Pyt Pat Pay cos 
folgt daraus Pu 2 a 
m n? mn 
a" y? 2xy cos w 
oder = Al Ya A 
n? + m? nm l; 
die Gleichung einer Ellipse, die den Punkt O zu ihrem Centrum hat; 
denn B? — 44C ist hier negativ, nämlich == — -r Sinos 
n 
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Aufg. 2. Welches ist der Ort, den der vierte End- 
punkt eines Parallelogramms durchläuft, wenn zwei Sei- 
ten desselben OA, OZ unveränderlich, und die zugehörige 
Diagonale um einen festen Punkt ?Pdreliend vorausgesetzt 
werden? 


Aufg. 3. Welches ist der Ort der Endpunkte aller der 
Durchmesser, welche man parallel zur einen Diagonale 
eines Rechtecks ın Kreisen ziehen kann, die über der an- 
dern Diagonale beschrieben werden? 

Wir wählen zwei benachbarte Seilen des Rechtecks zu Coordinaten- 
Achsen und bezeiclmen die Länge der mit der Achse der æ zusammen- 
fallenden durch m, und iie Länge der in der Achse der y liegenden 
durch 7, ferner durch « und b die Coordinaten des Centrums des Krei- 
ses, von dem wir voraussetzen, dass er über der durch den Coordinaten- 
anfang gehenden Diagonale beschrieben sei. Die Gleichung dieses Kreises 
muss von der Form sein 

æ + y? — 2ax — 2by = 0 
und seine Mittelpunkts-Coordinaten unterliegen der Bedingung 
m? + n? — 2am — 2 bn = o0. 
Die Gleichung desjenigen Durchmessers, welcher der zweiten Diagonale 
des Rechtecks parallel geht, ist alsdann 
an + bm = my + na. 
Wir erhalten die Gleichung des gesuchten Ortes, indem wir die Coordi- 
naten des Mittelpunktes a, b aus den drei aufgestellten Bedingungsglei- 
chungen eliminiren. Diese Elimination liefert 
(m? + n) (y? — x? -4 me — ny) = 0, 
oder als die Gleichung des Ortes 
yY — at mre — ny = 0. 
Durch die Substitution z + 5 fürzundy + E füry, d.h. bei Verlegung 
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt des Rechtecks geht dieselbe in 


A a DE BET 
4 -— = y = urn 


über, d. h. der Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, welche 
den Mittelpunkt desRechtecks zum Centrum und Paralle - 
len zu den Seiten desselben zu Achsen hat. Sie gebt durch die 


Ecken des Rechtecks, weil x = + = ee = gefunden wirt. 


Aufg. 4+. Oder der Ort des Durchschnittspunktes der 
auf OK, OL in denselben Punkten Z, K wie in Aufg. 2 er- 
richteten Senkrechten, d. h. der vierten Ecke des ent 
sprechenden ‚veränderlichen Kreisvierecks? 


Aufg. 5. Welchen Ort beschreibt cin Punkt Q, der in 
LE so angenommen wird, dass QK = PL ist? 


— 4l — 


Aufg. 6. Zwei gleiche Lineale AR, BC (Pig. 77) sind 


durch ein Charnierin B vereinigt, der Fig. 77. 
Endpunkt Aist befestigt, indess € die B 

gerade Linie 4C durchlaufen muss; nr 
man soll den durch irgend einen fe- ; NN 
sten Punkt P in BC beschriebenen Ort g NY 
finden. kae Jro A 


Aufg. 7. Man soll aus der Basis und der Differenz der 
Basiswinkel cines Dreiecks den Ort der Spitze desselben 
bestimmen. 


Wir können genau wie in Artikel 124, Aufgabe 1 verfahren, wo die 
Summe der Basiswinkel gegeben ist. Der Ort wird als eine gleichsei- 
tige llyperhel gefunden, welche die Basis zum Durchmesser hat. Da 
die Dilferenz der Basiswinkel gegeben ist, so ist leicht zu sehen, dass die 
innere und äussere llalbirungslinie des Winkels an der Spitze zu festen 


Linien parallel sein müssen, uud diese geraden Linien sind den Asyınpto- 
ten der gefundenen Ilyberbel parallel. 


Umgekehrt, wenn wir das Dreieck betrachten, dessen’ Basis der 
Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel ist, und dessen Spitzen in der 
Curve liegen, so sind die Seiten nach Art. 180 zu eonjugirten Durehmes- 
sern parallel; conjugirte Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel ma 
ehen aber gleiche Winkel mit den Asymptoten. (Art. 175.) 


Jufg. S$. Man soll aus der Basis und dem Product der 
Tangenten der Basiswinkel eines Dreiecks den Ort des 
Scheitels bestimmen. 

Derselbe ist ein Kegelschnitt, dessen Scheitel mit den Basis- 
erken zusammenfallen. Dies ist die Umkehrung von Art. 171. 


Aufg. 9. Aus der Basislänge und dem Product der 


Tangenten der halben Basiswinkel den Ort der Spitze zu 
finden. 


Indem man die Tangenten der llälften der Basiswinkel in Theilen 
der Seiten ausdrückt, findet man, dass die Summe der Seiten gegeben 


ist, und dass daher der Ort eine Ellipse ist, welche (ie Basisecken zu 
Brenppunkten hat. 


Aufg. 10. Welches ist der Ort des Mittelpunktes des 
einem Dreieck eingeschriebenen Kreises, von welchem 
die Basis und die Summe seiner Seiten bekannt sind? 


Man kann aus den beiden letzten Beispielen unmittelbar erkennen, 


dass der Ort eine Ellipse ist, deren Scheitel die Endpunkte der gege- 
henen Basis sind. 


Aufg. 11. Wenn der Inhalt irgend cines Dreiecks und 
der Winkel an der Spitze desselben der Grösse und Lage 
nach bestimmt sind, so soll man den Ort eines Punktes fin- 
den, der die Basis in einem gegebenen Verhältnisstheilt. 

Salmon, Anal, Geom. der Kegelschnille. 16 
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Aufg. 12. DieBasiseines Dreiecks ist gegeben und der 
eineBasiswinkel ist doppelt so gross, als der andere; wel- 
ches ist der Ort der Spitze? 

Aufg. 13. Theile einen Kreisbogen in drei gleiche 
Theile. 

Der Theilpunkt wird als der Durchschnitt des gegebenen Bogens 
mit einer gewissen Hyperbel bestimmt. 


Aufg. 14. Wie Basis und der Inhalt eines Dreiecks sind 
gegeben; man sollden Ort des Punktes finden, in welchem 
seine drei Höhenperpendikel sich schneiden. 


Aufg. 15. Man soll den Ort des Mittelpunktes eines 
Kreises finden, welcher zwei andere Kreise berührt, oder 
welcher einen gegebenen Kreis und eine gegebene gerade 
Linie berührt. 


Aufg. 16. Die Basis einesDreiecks und die Länge des 
durch die Seiten in einer gegebenen geraden Linie gebil- 
detenAbschnittsist gegeben; man soll den Ort der Spitze 
bestimmen. . 


Aufg. 17. Zwei Ecken eines gegebenen Dreiecks be- 
wegen sich längs fester gerader Linien; der Ort der drit- 
ten Ecke ist zu finden. 


dufg. 18. Zwei Ecken eines Dreiecks bewegen sich 
längs fester gerader Linien, indess seine Seiten sich um 
feste Punkte drehen; man soll den Ort der dritten Ecke 
bestimmen. 


Aufg. 19. Welches ist der Ort des Centrums eines 
Kreises, der in zwei gegebenen geraden Linien vorge- 
schriebene Abschnitte macht. 


Aufg. 20. EinDreieck ABC ist einem gegebenen Kreis 
umschrieben, der Winkelan C ist gegeben und B bewegt 
sich längs einer festen geraden Linie; man soll den Ort 
von A finden. 

Wir wenden Polar-Coordinaten an, deren Pol das Centrum des Krei- 
ses ist und deren Winkel gegen die Normale auf die feste gerade Linie 
gemessen werden, und bezeichnen in diesem Sinne die Coordinaten von 
A, B durch 0, 9; 0,#. Dann ist g cos $ — p. Aber es ist leicht zu 
sehen, dass der Winkel 402 gegeben ist (— aœ); und da die Höhe des 
Dreiecks AOB gegeben ist, gilt die Gleichung 

B ọọ sin æ 
— Vete? 2og cos a) 
Aus ihr geht durch die Substitution von 9 + 8 = « die Polar-Gleichung 
protsinte 
ocos tle — 9) + p — po cos(a — P) 
hervor, eine Gleichung, welche einen Kegelschnitt darstellt 


des Ortes r* = 
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= pi = 


Aufg. 21. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass sie 
stets einen festen Kegelschnitt berührt; ın jeder ihrer 
Lagen bestimmt man ihren Pol inBezug auf einen andern 
festen Kegelschnitt, welches ist der von diesem Pol 
durchlaufene Ort? 


Wenn wir die beiden Kegelschnitte durch die Gleichungen 
ZtG =I und 4a + Bey + CyY+De+Ey+F=o. 
repräsentiren, so ist die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf den 

zweiten nach Art. 101 

24x + By + Dx + (20y + Be + Ey + Dè + Ey +2F=o, 
Aber die Bedingung, unter welcher diese gerade Linie den ersten 

Kegelschnitt berührt, ist nach Art. 169, Aufg. 1 

a(24c+ By + DP + 0X2Cy + Ba + E} -= (Dx + Ey + 2FÈ. 
Diese Bedingung, welche dureh die Coordinaten des Punktes befrie- 


digt werden muss, ist die Gleichung seines Ortes und offenbar vom zwei- 
ten Grade. 


228. Wir geben in diesem Artikel einige auf die Focal-Eigen- 
schaften der Kegelschnitte bezügliche Aufgaben und Sätze 
und fordern den Leser auf, die fehlenden Beweise zu entwickeln. 


Aufg. 1. In einem Kegelschnitt ist die Focal-Distanz 
eines jeden Punktes der bis zum Durchschnitt mit der 
Tangente am Endpunkt der Brennpunkts-Ordinate ver- 
längerten Ordinate des Punktes gleich. 


Aufg. 2. Vom Brennpunkt eines Kegelschnittes aus 
werden gegen die Tangenten desselben unter gegebenem 
Winkel gerade Linien gezogen; man soll den Ort ihrer 
Fusspunkte bestimmen. 


Aufg. 3. Den Ort desPoles einer festen geraden Linie 
in Bezug auf eine Reihe concentrischer und confocaler 
Kegelschnitte zu finden. 


Wir wissen, dass der a Si geraden Linie Ž te = == Į in Be- 
zug auf den Kegelschnilt - 2 +! „= 1 aus den G WEN mE = e 


und ny = b? (Art. 169) Aalen wird; wenn die Brennpunkte des Ke- 
gelschnitts gegeben sind, so ist a — b? == c* bestimmt, und der Ort des 
Pols der festen geraden Linie ist durch mæ — ny = e? repräsentirt, 
welches die Gleichung einer zur gegebenen geraden Linie senk- 
rechten Geraden ist. 

Wenn die gegebene Linie einen der Kegelschnitte berührt, so ist 
ihr Pol der Berührungspunkt; d. i. die Tangenten eines Kegel- 


16 * 
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schnittes in den Punkten, in denen dic Tangente eines 
confocalen Kegelschnittsihn schneidet, begegnen sichin 
der Normale des letzteren. 


Aufg. 4. Für Polar- Coordinaten, deren Pol mit dem 
Brennpunkt zusammenfällt, soll man beweisen, dass die 
Polargleichung der Tangente indem Punkte, dessen Win- 
kelcoordinate œ ist, durch 


= e cos © + cos (9 — «) 


2 
20 
repräsentirt ist. 


Aufg. 5. Beweise, dass die Polar -Gleichung der 
Sehne, welche die Punkte von den Winkel-CGoordinaten 
« + ß,«@-- ß verbindet, 

E = e cos ® + sec P cos (9 — a) 
ist. 

Man findet diese Gleichung nützlich in Untersuchungen über Sätze, 
welehe sich auf Winkel am Breunpunkte beziehen. Für diese Untersu- 
chungen werden wir jedoch später (Kap. XIV) noch einfachere Methoden 
entwickeln. 


Aufg. 6. Wenn eine Sehne PP’ eines Kegelschnitts 
durch einen festen Punkt Ogeht, so ist tand PFO. tn 4 PFO 
constant. 


Wir gehen einen einfachen geometrischen Beweis dieses Salzes. 
Denken wir irgendwo in PP einen Punkt O genommen, und sei die Ent- 
fernung FO das e'fache der Entfernung von O von der Direetrix ; so gel- 
ten, da die Entfernungen von P und O von der Pireetrix zu PD und OD 
proportional sind, die Gleichungen: 

FP_FO_e ,,sinPDF sin ODF e 
Pp Ob 7 "0" PRD MORD — 
cos OFT Ea aA 
eos PFT c’ 
oder, weil (Art. 193) PFT die Wälfte der Summe und OFT die Hälfte der 
Differenz der Winkel PFO und P FO ist h 
e—e 


tan 4 PFO . tan 4 PFO = R 
= rar 


Es ist offenbar, dass das Product dieser Tangenten constant bleibt, 
selbst wenn O nicht constant verbliebe , sondern sich auf einem Kegel- 
schnitt bewegte, der denselben Brennpunkt und dieselbe Directrix hat, 
wie der gegebene Kegelschnitl. 


Also nach Art. 194 


Aufg. 7. Wenn in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne «die Normalen gezogen sind, 
so halbirt eine dureh ihren Durehschnittspunkt der Achse 
parallel gezogene gerade Linie die Sehne. 
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Für einen Punkt in der Direetrix, dessen Coordinaten durch 
t 
a 


zei ya, 
ausgedrückt sind, ist die Gleichung seiner durch den Brennpunkt gehen- 
den Polare = +Ê = 
Indem wir den aus dieser Gleichung entspringenden Werth von x 


in die Gleichung der Curve einsetzen, so erlralten wir die Coordinaten der 
Punkte, in welchen diese Linie die gegebene Curve schneidet, durch die 


Gleichung (+ er Bryy? — 20 By — 5 =. 


Wenn also y,y" die Ordinaten der Durchschnittspunkte sind, so ist 


+ Ti weh rn — ò 
tlg YY = aopa’ 
aber (Arl. 182, Aufg. 4) 
D —a . y Pek „+ 
dr PE 3; Anden Tal 


Es wird in derselben Weise gefunden, dass die Abscissen des Purch- 
schnittspunkts der Sehne mit der Curve durch die Gleichung bestimmt sind 


tr ae + Ali BP) = oo, 


BR, . u 2hte u ehrt BR), 
so dass E = ayap’ zg = ppap 
und die Ahseisse des Durchschnitts der Normalen ist 
ma E(t — B?) 
Pp et Bi) 


Aufg. & Wenn eine Sehne durch einen Brennpunkt 
geht, so geht die gerade Linie, welche den Durchschnitts- 
punkt der Tangenten an ihren Endpunkten mit dem Durch- 
schnittspunkt der entsprechenden Normalen verbindet, 
durch den andern Brennpunkt. 

Die Gleichung der bezeichneten Verbindungslinie ist 


cpie + oà = (d t d)y. 

A4ufg. 9. Finde den Ort des Durchschnittspunkts der 
Normalen an den Enden einer Brennpunkts-Sehne. 
(ut — PN) 
ab + er?) 


Indem wir aus g% = 
für $? auflösen, haben wir 
DE — atr) i Bolat À) 
p= „b+ eB = — 


ec+n le s)’ 
Weil abe va 
eil aber Y= pf ap 
; r — te 
ist, so haben wir 1 — deka). 
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(a+ è) _ #ld— air) 
(+2 dl tr) 
und der Ort ist eine Ellipse 
(a + P ty? = ble + a) e? —_— di) 
oder ++ + b'ea = Die. 
Für einen beliebigen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts wird 


der Ort, welchen der Durchschnittspunkt der Normalen für die Endpunkte 
einer um ihn drehenden Sehne beschreibt, vom dritten Grade. 


also 


Aufg. 10. Wenn # der Winkel zwischen den von einem 

Fig. 78. Punkte P (Fig. 78.) an die Ellipse 
Ta gezogenen Tangenten ist, und 
oe die Entfernungen dieses 
rt Punktes vom Brennpunkt be- 
N zeichnen, so soll bewiesen wer- 
I e., 


NN: den, dass cos © = FT 


#) Denn nach Art. 189 ist 


2 3 FT. ET 22 
sin TPE. sin tPF = 22,00 TA 


Aber man hat . 
cos FPF cos TPt = 2sin TPF.sintPF, 
und somit 200 cos FPF' = g+ o° — 4a", 


Aufg. 71. Wenn ein Punkt M iu der Ebene eines Ke- 
gelschnitts mit den Brennpunkten F, F’ desselben verbun- 
den wird, und die Schnittpuukte dieser geraden Verbin- 
dungs-Linien mit der Curve resp. durch 4, B; C, P be- 
zeichnet werden, so ist 

l l l 1 
matme met wD 

Wir bezeichnen den Durchschnittspunkt der Linien 4D und BC 
dureh P und den von AC und BD durch Q; dann ist PM die Polare 
von O und QM die Polare von P, die Geraden MA, MP, MC, MO 
bilden ein harmonisches Büschel, in welchem MP und MO die Halbi- 
rungslinien der durch die Geraden ZB und C D gebildeten Winkel sind. 
(Vergl. die Note des Art. 187.) 


Nach einem bekannten einfachen Satze über die Dreiecksflächen, 
welche von einer um einen festen Punkt gedrehten Geraden mit zwei fe- 
sten geraden Linien gebildet werden (siche Art. 31, Aufg.) hat man aber 

1 l 1 l 
SAMP È SAMP ~ SCHMP È SDMP’ 
Man leitet daraus durch Substitution bekannter Ausdrücke für die Drei- 
ecksflächen 


i ( l EUD 1 1 1 
HP. sn AMP \MA + m) MP. sin CMP (tr m) 
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her, und hieraus die zu beweisende Gleichung, indem man bemerkt, dass 
L AMP = L CMP 
ist. 
Es ist nicht schwer, denselben Satz rein analytisch zu beweisen ; 
wir empfehlen es als eine nützliche Uebung. 


229., Wir geben in diesem Artikel einige speciell auf die Pa- 
rabel bezüglichen Aufgaben. 


Aufg. 1, Die Coordinaten des Durchschnittspunkts 
der zwei Tangenten in den Punkten (&, y), (x”, y”) der Pa- 
rabel = pæ zu bestimmen. 


Auf. y = d + Yo g=. 


Aufg. 2. Die Höhenperpendikel des durch drei Tan- 
genten einer Parabel gebildeten Dreiecks schneiden sich 
in der Directrix. 


Die Gleichung einer dieser Senkrechten ist nach Art. 42 


“ 
PN yy” Pg Aa Er + ya 
s aa ad FE mal ge = 0; 
p ( p ) 7 7 (y > ) 0; 


sie nimmt durch die Division mit (y — y) die Form 
(+ P\ _uu" ı pr _ ph T) 
y (= + ) — 1 a TAA 
4 p 2 d 
an, und man erkennt aus der Symmetrie der Gleichung, dass die drei 


fraglichen Senkrechten sich in der Directrix in der Höhe 
ayyy" heit” 
i e IE En = 


— A. 


schneiden. 


Aufg. 3. Der Inhalt des durch drei Tangenten einer 
Parabel gebildeten Dreiecks ist die Hälfte von dem In- 
halt des Dreiecks, welches durch die Verbindungslinien 
ihrer Berührungspunkte gebildet wird. 


Substiluiren wir die Coordinaten der Ecken des Dreiecks in die 
Formel des Artikels 31, so finden wir für den letzt bezeichneten Inhalt 


mr 


1 ‚ ” r vor P 
den Ausdruck Šp E O E at N E 


und für den ersteren die Hälfte derselben Grösse. 


dAufg. 4. Bestimme den Radius des Kreises, welcher 
einem der Parabel eingeschriebenen Dreieck umschrie- 
benist. 


Der Radius des umschriebenen Kreises eines Dreiecks, welches die 


Seitenlängen d, e, f und den Inhalt & besitzt, wird durch H ausgedrückt, 
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Wenn aber d die Länge der Sehne zwischen den Punkten (x”, y), (x, y 
und 9° der Winkel ist, welchen diese Sehne mit der Achse macht, so ist 
offenbar een‘. 
Durch Einsetzen des in der letzten Aufgabe abgeleiteten Ausdrucks’ für 
den Inhalt ergiebt sich der fragliche Halhmesser 

> P 

R= 2sin d. sin F sing” 
Wir können diesen Radius auch durch die zu den Seiten des Dreiecks 
parallelen Brennpunkts-Sehnen ausdrücken; denn nach Art. 195, Aufg. 2 
ist die Länge einer Sehne, welche den Winkel © mit der Achse bildet , 


c => p 

sint” 

Also min 
ip 


Aus Art. 214 ergieht sich, dass c', c”, c” die Parameter der Durchmesser 
sind, welche die Seiten des Dreiecks halliren, 


Aufg. 5. Drücke den Radius des Kreises, welcher dem 
von drei Tangenten einer Parabel gebildeten Dreieck um- 
schrieben ist, in Function der Winkel aus, welche diesel- 
ben mifder Achse bilden. s 


ia p 
Aufl. R= 8 sin Q sin +” sing” 


an 
oder Re = 2E RL, 

“ip 
wenn p,p ,P die Parameter derjenigen Durchmesser sind, welche durch 
die Berührungspunkte der Tangenten gehen. (Art. 214.) 


Aufg. 6. Bestimme den Winkel, welchen die zwei 
vom Punkte (x,y) an die Parabel „= 4mx gezogenen 
Taugenten bilden. 

Die Gleichung des Tangentenpaares wird wie in Art. 107 ermittelt unl 
ist y?— img) (y — 4m) = [yy — 2mi& + x). 

Die Gleichung zweier durch den Coordinatenanfangspunkt zu ihnen 
gezogenen Parallelen ist alsdann 

zy — yxy + mr =o, 
und der von denselben eingeschlossene Winkel wird nach Art. 76 durch 
i _ Viyt— amr) 
tn p = Tan” 
bestimmt. 


Aufg. 7. Den Ort der Durchschnittspunkte derjenigen 
Tangenten einer Parabel zu bestimmen, welche sich un- 
ter einem gegebenen Winkel schneiden. 

Aufl. Die Hyberbe} 

y — img = (x + m)’ tan’p oder „+ (x — m? = (x + m)’ seco. 

Aus der letztern Form der Gleichung gelt hervor, dass die Hyper- 
bel denselben Brennpunkt und die nämliche Direetrix wie die Parabel be- 
sitzt, und dass ihre Excentricilät = sec @ isl. 
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Aufg. 8. Den Ort des Fusspunktes der Senkreckten 
zu bestimmen, welche vom Brennpunkt einer Parabel auf 
die Normale gefällt wird. 

Die Länge der Senkreehten von (m, o) auf 

ımu—-y)ty@—a)l=o 
. t t Pr 2 - 
isl au aan = P(x (x + m)]. 
Wenn aber ® der durch die Senkrechte mit der Achse der æ gebildete 


Winkel ist (Art. 214), so ist sin® = ] EN) =] (+) ; 


æ -þm 
und die Polar-Gleichung des Ortes ist daher 
nn m cos ® 
< =_e 


Sie liefert die Gleichung y? —= mx für Cartesische Coordinaten. 


Aufg. 9. Die Coordinaten des Punktes zu finden, in 
welchem die den Punkten (x,y) (£, y) entsprechenden 
Normalen sich schneiden. 

alt- ia E a s i — Wty 

Aufl. x= 2m + at . y = — re . 

Wenn durch &, ß die Coordinaten des Durchschnittspunktes der ent- 
sprechenden Tangenten bezeichnet sind (Aufg. 1), so hat man auch: 

p ap 


E = & A 
+ m u / m 


Aufg. 10. Finde den Ort des Durchschnitispunkts 
der Normalen in den Endpunkten der durch (x,y) gehen- 
den Schnen. 


Wir haben dann die Relation 
By =2m (č + a), 


und erhalten durch die Substitution des aus dieser Relation abgeleiteten 
Werthes in die Resultate des letzten Beispiels, 


2mz + By —= 4m? + p + omz; my = mE — By; 

sodann durch Elimination von ß 
[2m y-y)+ y (e—a) P= (4m — y’) (yy Hre imi — ar”), 
die Gleichung einer Parabel, deren Achse zu der Senkrechten von dem 
Punkte auf seine Polare parallel ist. 

Aufg. 11. Finde den Ort des Durchschnittspunkts 
der zu einander rechtwinkligen Normalen. 

In diesem Falle ist 


a = — m, t = 3m +Ë: y=ß; yY= mix — 3m). 
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4ufg. 12. Man soll aus den Längen zweier Tangenten 
aundDb und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel œ den 
Parameter finden. 


Man ziehe den die Berührungs-Sehne halbirenden Durchmesser, so 
A 2 
ist der Parameter desselben p — £ und der Hauptparameter ist 
_ ysies 
RER 2. 74" 

wo w die Länge der vom Durchschnittspunkt der Tangenten auf die Sehne 
gefällten Senkrechten ist. Aber 
Iwy = ab sin w und 162 = aè + b + 2ab cos w; 

raue 4ab sin w 

P = p pal co 


also 
(Art. 211.) 


Aufg.13. Zeige aus der Gleichung des einem Tangen- 
tendreieck der Parabel umschriebenen Kreises, dass er 
durch den Brennpunkt der Curve geht. 

Die Gleichung des einem Dreieck umschriebenen Kreises ist nach 
Art. 134 by sind + yea sin B + eßsnC—=o; 
das absolute Glied in dieser Gleichung wird durch Einführung der Werthe 
gefunden, welche die Symbole «œ, ß, y vertreten 

pp” sin(b — y) + pp sin (y — «) + pp’ sin (« — p). 

Wenn aber die Linie œ eine Tangente der Parabel ist und der Ur- 
sprung der Brennpunkt, so ist (Art. 221) 


= 
t cos & 

und das absolute Glied 

EEE. EN (B—y)cosa + sin (y—a)cos B+sin(@«—P) cosy], 


cos cosp cosy = 
d. h. mit Null identisch. 


Aufg. 14. Finde den Ort des Durchschnittspunkts 
der Taugenten der Parabel, wenn gegeben ist entweder 
1.) das Product des Sinus oder 2.) das der Tangenten, 
3.) die Summe oder 4.) die Differenz’ der Gotangenten der 
Winkel, die sie mit der Achse bilden. 


Im ersten Falle ein Kreis, im zweiten eine gerade Linie, im 
drilten eine gerade Linie, im vierten eine Parabel. 
230. Wir schliessen einige vermischte Beispiele an. 


Aufg. 1. Wenn eine gleichseitige Hyperbel einem 
Dreieck umschrieben ist, so geht sie auch durch den 
Durchschnittspunkt seiner Höhen, 
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Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher die Achsen in gegebenen 
Punkten schneidet, ist (Aufg. I, Art. HIL) 


bbat+ Baytaay—bblat+ta)z — aabt b)y 4 adbb =o. 

Für rechtwinklige Achsen repräsentirt diese Gleichung eine gleich- 

seilige Hyperbel (Art. 175), wenn 
ad == — bb. 

Wenn daher eine Seite des gegebenen Dreiecks und die von der 
Gegenecke auf sie gefällte Senkreckte zu Achsen genommen werden, so 
sind die Abschnitte a, a', b gegeben und b’ ist daher auch bekannt; die 
Curve schneidet aber die Senkrechte, d. i. die Achse der y in dem festen 


Punkt y = — =, 


welcher nach Aufg. 7, Art. 42 der Durehschnittspunkt der Höhen im 
Dreieck ist. 


Aufg. 2. Wenn in einem Dreieck jede Ecke der Pol 
der Gegenseite inBezug auf eine gleichseitige Hyperbel 
ist, so geht der dem Dreieck umschriebene Kreis umen 
das Centrum der Gurve*). 


Wir wählen zwej Serten des Dreiecks zu Coordinatenachsen. Der 
Pol der Achse der x in Bezug auf einen durch die allgemeine Gleichung 
gegebenen Kegelschnitt liegt in dem Durchmesser, der die zur æ Achse 
parallelen Sehnen halbirt 24x + By + D = o) und auch in der 
Polare des Coordinatenanfangs (Dæ + Ey + 2F = 0). 

Wenn die Relation DE = 2 B F besteht, so schneiden diese beiden 
Linien die Achse der y in demselben Punkt, und der Pol der Achse der æ 


A D. mii e 
ist der Punkt y = — z” der Achse der y. In demselben Fall ist der 
> 
Pol der Achse der y der Punkt in der Achse der æ, für welchen 
E 
wen: 


Die Gleichung des Kreises durch diese zwei Punkte und den Coordinaten- 
anfangspunkt ist 


Bart 2xy cos o + y’) + Ex + Dy=o 
oder 
z(2Cy+ Bx + E)+y(242x+ By + D)— 4 +C — B coso) ry = o, 
eine Gleichung, welcher offenbar durch die Coordinaten des Centrums 
genügt wird, vorausgesetzt, dass wir haben 
A+ C= B oso, 


d. h. vorausgesetzt, dass die Curve eine gleichseitige IIyperbel ist. 
(Art. 76, 175.) 


*) Dies ist ein specieller Fall eines im nächsten Kapitel zu beweisenden 
Satzes, 
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Wenn DE nicht gleich 237 wäre, so isl doch bewiesen, dass der 
Kreis dureh das Centrum geht, den man durch den Goordinatenanfang 


D Er, i 
unıl die Punkte (o, — A) und ( Fp o) legen kann, d. h. durch 


die Punkte, indem jede der beiden Achsen den Durchmesser schneidet, 
welche die zur andern parallelen Sehnen halhirt, d. h. Ein durch das 
Centrum einer gleichseitigen Hyperbel und durch zwei 
beliebige Punkte beschriebener Kreis geht auch durch 
den Durchschnittspunkt der geraden Linien, welche durch 
jeden dieser Punkte parallel zurPolare desanderngezo- 
gen werden können. 


Aufg. 32 Wenu man in den Endpunkten zusammen 
fallender Focalsehnen in zwei confocalen Kegelschnit- 
ten die Tangenten dieser letziern construirt, so sind 
dieselben zugleich Tangenten einer Parabel, die diese 
Focalsehne zur Direetrix und den Brennpunkt, durch 
welchen sie nicht gezogen ist, zum Brennpunkt hat; 
diese Parabel tangirt überdies die Nebenachse der bei- 
den Kegelschnitte und jede Tangente, welche ihr und 
einem der beiden Kegelschnitte gemeinsam ist, wird von 
ihrem Brennpunkte aus unter rechtem Winkel gesehen. 


Aufg. 4. Wenn aufeiner Tangente eines Kegelschnitls 
Punkte Aund B so gewählt werden, dass AB constant ist, 
welches ist alsdann der Ort des Durchschnilispunkts der 
von d und B an den kegelschnitt gelegten Tangeuten? ®) 

Die Punkte, in denen ein Tangentenpaar des durch die allgemeine 
Gleichung gegebenen Kegelschnitts die Achse der æ schneidet, werden 
nach Art. 107 aus der Gleichung gefunden 

[4 4C — By? + (44E — 2BD)y +44F — D]e 

+ 2[(ZBD — 2AE)a'y + (2CD — BE)y? + (D? — 4AP) 

+ (DE — 2BF\y]x + [4AF— D’)? + 4BF—2DEay 
PACU SE 0. 

Indem wir die Differenz der Wurzeln dieser Gleichung hilden und 
sie einer Constanten gleich setzen, erhalten wir die Gleichung des Ortes; 
sie ist im Allgemeinen vom 4. Grade. Für D? == 44F berührt jedoch 
die Achse der x den gegebenen Kegelschnitt, und die Gleichung des 
Ortes wird durch y? theilbar und reducirt sich dadurch auf den zweiten 
Grad. Mit Hilfe derselben Gleichung würden wir aueh den Ort des 
Durchschnittspunktes der Tangenten finden, wenn die Summe, das Pro- 
duct u. s. W. der in der Achse gebildeten Abschnitte gegeben wäre. 


*) Man vergleiche den Abschnitt des letzten Kapitels über die anhar- 
monischen Eigenschaften der Kegelschnitte. 
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Der excentrische Winkel. 


231. Es ist vortheilhaft, die Lage eines Punktes in einer Curve, 
wenn möglich, durch eine einzige unabhängige Veränder- 
liche auszudrücken, statt durch die zwei Coordinaten &,y. So 
ist es im Falle der Ellipse von grossem Nutzen für die Discussion 
ihrer Eigenschaften, eine älnliche Substitution zu machen, wie die 
in Artikel 129 in dem Fall des Kreises angewendete. Wir neh- 
men an a — aos p, y = b sinp., 


eine Substitution, welche olfenbar mit der Gleichung der Ellipse 
> Pat Ci i 
G)+6)= 
( / ’ 


Die geometrische Bedeutung des Winkels o ist leicht zu erken- 
nen. Wenn wir einen Kreis über der grossen Achse als Durch- 
messer beschreiben (Fig. 79), und die Ordinate in P bis zum 


veriräglich ist. 


Durchschnitt mit dem Kreise in Q ver- Fig. 79. 
langern, so ist der Winkel 
0CL=9, 
denn CL=(0.c0sOCZ, 
oder x ==ac0sp; 
und PL = OL 


(Art, 163), und weil OZ = a sino, 
y =b sin g. 


232. Wir ziehen zuerst einige Folgerungen aus dieser Con- 
struelion. Wenn durch P eine Parallele PN zum Radius CO ge- 
legt wird, soist PM: CO=PL:0L=b:a; 
aber CO= a, daher PM = b. 

PN, parallel zu CO, ist übrigens = «. 

Wenn also von irgend einem Punkte der Ellipse eine Linie 
= & bis zur kleinen Achse gezogen wäre, so ist der durch die 
grosse Achse in ihr bestimmte Abschnitt =b. Würde die Ordi- 
nate PO bis zum fernern Diirchschnitt 0° mit dem Kreise verlän- 
gert, so ergiebt sich ebenso, dass in einer durch P zum Radius 
CO gezogenen Parallelen von den Achsen Theile von constanter 
Länge abgeschnitten werden. Wenn daher umgekehrt, eine Linie 
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MN von constanter Länge sich zwischen den Schenkeln eines 
rechten Winkels fortbewegt, und ein Punkt P so genommen ist, 
dass MP constant bleibt, so beschreibt P eine Ellipse, deren Ach- 
sen == MP und NP sind. (Art. 227. Aufg. 1.) 


Nach diesem Princip ist ein Instrument zur Erzeugung der 
Ellipse durch eine continuirliche Bewegung construirt worden, 
welches man den elliptischen Zirkel genannt hat. C4, CD 
sind zwei feste Lineale, MN ein drittes Lineal von constanter 
Länge, welches so beweglich ist, dass seine Endpunkte die Li- 
nien CA, CD’ durchlaufen; alsdann beschreibt ein in einem Punkt 
von MN befestigter Stift eine Ellipse. Wenn der Stift im Mittel- 
punkt von MN "befestigt ist, so beschreibt er einen Kreis. 


233. Die Betrachtung des Winkels o liefert eine einfache Me- 
thode zur geometrischen Construction des Durehmessers, welcher 
einem gegebenen conjugirt ist, denn 


Y b 
and = = = tan Q. 
v a 
Also wird die Relation 
» b? 
tan ®. tan ® = — a 
a 
(Art. 174) zu 
tan p. tan g = — 1 oder p — w = 90. 


Wir erhalten also dic folgende Construction, um den zu 
irgend einem gegebenen conjugirten Durchmesser zu 
Fig. 80. ziehen: Man verlängere die Ordinate 


u. > ~o des gegebenen Punktes P (Fig. 80) bis 
zum Durchschnitt Q mit dem über der 
grossen Achse beschriebenen Halbkreis, 
ziehe CO und errichte CQ’ senkrecht zu 
ihm; dann bestiunmt die von Ọ auf die 
Achse gefällte Senkrechte einen Punkt 2’ 
der Ellipse, welcher dem fraglichen con- 
jugirten Durchmesser angehört. 


Auch können auf diese Weise die in Artikel 173 gegebenen 
Coordinaten von P’ leicht gefunden werden; denn aus 


WwWW.rcm.o 


: f E y 
cos 9 = sin ¢ folgt — = >F, 
a 


ajs, 


und aus sin ¢ = — cos ț sodann y= 


Aus diesen Werthen geht auch hervor, dass die Dreiecke 
PCM, PCM von gleichem Inhalt sind. 


Aufg. 1. Die Längen zweier conjugirten Halbdurch- 
messer in Function des Winkels p auszudrücken. 


Aufl. a? = & cosp + b sin'p, b? = « sin’p + b’ cos?p. 


Aufg. 2. Die Gleichung einer Sehne der Ellipse aus 
den Winkeln g und @ zu bestimmen *). 


Aufl, = cos lp +g) + z sin 4 (p + p) = cos 4 (p — g). 


Aufg. 3. Drücke in derselben Weise die Gleichung 
der Tangente aus. 


Aufl. = cos œ + s sin g =]. 


Aufg. 4. Die Länge der, zwei Punkte «, ß verbindenden 
Sehne, zu bestimmen. F 

Aufl. D= a? (cos a — cos $}? + b (sin œ — sin 8}, 

D = 2sin 4 (@— p) [e sin} (e + p) + bcos’! (« + Bj]. 

Aber nach Aufg. 1 repräsentirt die mit dem Exponenten 4 behaf- 
tete Grösse die Länge des dem Punkte 4 («+ p) conjugirten Hatbdurch- 
messer, und nach Aufg. 2, 3 ist die Tangente im Punkte } (e + $) 
parallel zu der die Punkte Go verhindenden Sehne; wenn N b die 
Länge (les zur gegebenen Sehne parallelen Halbllurchmessers repräsen- 
tirt, so ist D = 2b' sin § («w — $). 

Aufg. 5. Den Inhalt des durch drei Punkte «, $, y ge- 
bildeten Dreiecks zu finden. 

Nach Art. 31 ist 


38 =— ab [sin (ke — p) + sin (8 — 7) + sin (y — «)] 


=alı {sin 4 (a — P) cosh la — p) — asing (ee — P) Sei «a+ß—y 
=4ub sin 4 (@ — p) sin $ (8 — y) GAA ) 


oder ; == 2ab sin 4 (« — f) sin 4 (p — y) sin Si (y — a). 


Aufg. 6. Den Radius des a zu finden, welcher 


dem dureh drei Punkte œ, f, y bestimmten Dreiecke um- 
schrieben ist. 


Der fragliche Halbmesser ist 
def vn.” 


*) Vergleiche Art. 129, 
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wenn durch d, e, f die Seiten des von den drei Punkten gebildeten Drei- 
ecks und durch b’, b”, 5” die zu ihnen resp. parallelen Halbdurchmes- 
ser hezeichnet werden. Bedeuten endlich c, c, c die denselben Sei- 
ten resp. parallelen Brennpunkts-Sehnen, so ist 
ece 
R= Fr 
(Art. 229, Aufg. 4.) 


Aufg. 7. Die Gleichung dieses Kreises zu entwickeln. 


2 SL. 2 (a — bir ; i i on 
Aufl, a + m BEE y)cos}(y+e) 


a 
(p? —a!)y 


A sin (ë + sind (8 + y) sin Iy+a) = 


2 2 2 
ii. Ee 3 p [cos (æ + p) + cos (P + y) + cos ly 4- a)] 


Aus dieser Gleichung kann man leicht die Coordinaten seines Centrums 
bestimmen. 


Aufg. 8 Welches ist der Ort des Punktes, in dem der 
Brennstrahl FP den Halbdurchmesser des Kreises CO 


schneidet? 
Fig. Bl, 


Bezeiehnen wir die Central- Coordinaten 
o von P durch z’, y, die von O durch z, y, 
ZÑ so folgt aus den ähnlichen Dreiecken FON, 
FPM 
SEE u _ bsy 
re ape  dle+ ing)" 


Weil nun o der von dem Radius vector (des 


/ Winkel ist, so erhalten wir die Polar -Glei- 
chung des Ortes, indem wir ọ cos p für x, 


Ze PR; e sin @ für y schreiben, 


o a b 
č + ọ cosy E? ale + cos p) 
oier e = $o 
e-+ la b) cosg” 
Demnach ist der Ort eine Ellipse, von welcher C der eine 
Brennpunkt ist,und man kaun leicht nachweisen, dass 


der andre mit F zusammenfällt. 


Nr ~ / Punktes O mit der Achse der x gebildete 


Aufg. 9. Die Normale des Punktes P wird bis rum 
Durchschnitt mit CO verlängert, welches ist der Ort des 
Durehschnittspunktes? 


Die Gleichung der Normale (Art. 181) ist- 


ar ly . 
p — p = O 
= y 
oder (Art. 231) Ei ER 


cos op sin op 
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da aber, wie m der letzten Aufgabe ọ cos p für x und ọ sin ọ für y 


g 


substituirt werden kann, so geht dieselbe in 

(a — b) ọ = c' òder ọ =a + b 
über. Der fragliche Ort ist daher ein mit der Ellipse concen - 
trischer Kreis. 


Aufg. 10. Es ist in der Astronomie nützlich, den Winkel P FC 
vermittelst des Winkels p auszudrücken. 


Man findet un } PFC = (ire Ip. 


Aufg. 11. Wenn vom Scheitel der Ellipse ein Radius 
vector nach einem Punkte der Curve und durch das Cen- 
trum eine Parallele zu ihm gezogen wird, so soll man 
den Ort des Punktes bestimmen, in welchem diese letz- 
tere die Tangente des Punktes schneidet. 


Die trigonometrische Tangente des durch den Radius veetor vom 
Scheitel mit der Achse gebildeten Winkels ist = —Z—: daher ist die 


Be 


Gleichung der durch das Centrum gezogenen Parallellinie 


y b sin b 1— coso 


“+a alltag a sinp ' 
u IE. Zu A, 
zuup+ wg — 


a’ 


Y_ 
T 
oder 


sonach wird der Orl des Durchschnitts dieser Linie mit der Tangente 


y x = 
zup+ z 059 =l 


T = 5 A x 5 
durch g = 1 repräsenlirt, d. h. der fragliche Ort ist die Tangente 
am andern Ende der Achse. 


Dieselbe Untersuchungsmethode bleibt anwendbar, wenn der erste 
Radius vector durch einen beliebigen Punkt (z’, y’) in der Curve gezogen 
ward; man substituirl alsdann « und V für «a und b, und der Ort ist 
die Tangente an dem diametralenigegengesetzten Punkt. 


234. Die Methoden des vorigen Artikels können nicht direct 
auf die Hyperbel angewendet werden. 


Wir können aber für dieselbe die Substitutionen 
t= ase p, y = bmg 
mit ähnlichem Vortheil benutzen. Sie sind statthaft, weil 
x 2 Ag 
= 
a dd 


Salmon, Anal. Goom, der Kegelschnitte, 17 
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Der Winkel p kann geometrisch dargestellt werden, indem 
man eine Tangente WỌ (Fig. 82) vom Fusspunkt der Ordinate 
Fig. 82. M an den über der Haupt- 
eh y; achse beschriebenen En 
Z N P zieht; dann ist der Winkel 
/ A 5 0CM =p, 
un H__ weil CH=C9.sec QCM. 
Wir haben auch 
u OM=atang, 
und PM= btan g. 
d. h.: wenn man vom Fusspunkt einer Ordinate der liy- 
perbel eine Tangente zu dem über der Hauptachsce he- 
schriebenen Kreise zieht, so ist diese in einem con- 
stanten Verhaltniss zur Ordinate. 


235. Weil die Gleichung der conjugirten Hyperbel ist 


y z: (x 2 
HSE 
so kann irgend ein Punkt in der conjugirten Hyperbel durch 
y =bsecg und &’—= a tan g 


ausgedrückt werden. Wenn durch 9 der von einem Durchmesser 
der Curve mit der Achse der x gebildete Winkel bezeichnet wird, 


y b 
so ist tan 9 = Y = — sin 9. 
E a 
a jaiii. 
Ebenso tan 3 E = — =, 
gE a sng. 
und die zwischen zwei conjugirten Durchmessern stattfindende Re- 
5 , u 
lation tan ®. tan F = — 
a® 
geht in sin g = sin @ oder = g 


über. (Vergl. Art. 233.) 


Aehnliche Kegelschnitte. 


236. Irgend zwei Figuren heissen ähnlich und in ähn- 
licher Lage, wenn die Radien vectoren der ersten von einem 
gewissen Punkt O (Fig. 83) in einem constanten Verhältniss zu den 
parallelen Radien vectoren der zweiten von einem andern Punkt o 
stehen. Wenn es möglich ist, zwei solche Pankte O und o zu fin- 
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den, so kann man carnach unendlich viele andre bestimmen; denu 
wenn man einen Punkt C wählt nnd oc parallel za OC und im 
constanten Verhältniss 09:0 P 

zieht, so ist in den ähnlichen 
Dreiecken OCP und ocp die 
Linie cp zu CP parallel und z 
in dem gegebenen Verhältniss. 4 \ 
Ebenso kann man von jedem | 7 1 
andern durch e gezogenen Ra- 3 P 
dius vector zeigen, dass er zu 
dem durch C gelegten parallelen Radius vector in iapa Verhält- 
niss steht. Wenn zwei Centralkegelschnitte einander ähnlich sind, 
so sind alle Durchmesser des einen proportional den parallelen 
Durchmessern des andern, weil die Rechtecke OP.00, op.og 
den Quadraten der parallelen Durchmesser proportional sind. 
(Art, 109.) 

237. -Wir beabsichtigen zunächst, die Bedingung zu su- 
chen, unter welcher zwei Kegelschnitte, von den Glei- 
chungen 

AX + Bzy + Cy 4+ Da 4 Ey 4 F= o, 
a + bxy + ey + dx ey +f =o 
ähnlich und in ähnlicher Lage sind. Die Gleichung des er- 
sten, auf sein Centrum als Ursprung bezogen, muss (Art. 156) von 


der Form sein de + Bzy + = F’, 
und das Quadrat irgend eines Halbdurchmessers 
R — A 


A cos’ + B cos #.sin © + C sinh 
das Quadrat des parallelen Halbdurchmessers des zweiten ist 
3 $ í 
r ~- —_ p 
a cus + bcos €. sind + c sin’™® 
' à R? : ö Hu 
und das Verhältniss von — kann somit von 9 nicht unabhängig 
r 


sein, wenn wir nicht haben 
A B Q 
a = b c 
ZweiKegelschnitte sind demnach ähnlich und ähn- 
Jich gelegen, wenn die Coefficienten der höchsten Po- 
tenzen der Veränderlichenin beiden übereinstimmen 
oder nur durch einen coustanten Factor verschieden 


sind. 
17 
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238. Es ist offenbar, dass die Richtungen der Achsen 
solcher ähnlicher Kegelschnitte dieselben sein müs- 
sen, weil die grössten und kleinsten Durchmesser des einen pa- 
rallel den grössten und kleinsten Durchmessern des andern sind. 
Wenn der Durchmesser des einen unendlich wird, so muss auch 
der parallele Durchmesser des audern unendlich werden, d. h. die 
Asyınptoten von ähnlichen und ähnlich liegenden Hy- 
perbelu sind parallel. Dasselbe folgt aus dem Resultat des 
letzten Artikels, weil (Art. 156) die Richtungen der Asymptoten voll- 
ständig durch die höchsten Glieder der Gleichung bestimmt sind. 


Aelinliche Kegelschnitte haben dieselbe Excentricität, denn 


sein. Aehnliche und ähnlich 


gelegene Kegelschnitte können also auch als solche 
definirt werden, deren Achsen paralleli sind und 
welche dieselbe Excentricität haben. 


Wenn zwei Hyperbeln parallele Asymptoten ha- 
ben,-so sind sie ähnlich, denn ihre Achsen müssen parallel 
sein, weil sie die Winkel zwischen den Asymptoten halbiren (Art. 
156), und die Excentricität hängt nur von dem Winkel ab, den die 
Asyınptoten einschliessen. (Art. 167). 
> 9239. Da die Excentricität aller Parabeln dieselbe, nämlich die 
Einheit ist, so sind alle Parabeln ähnlich und ähnlich 
gelegen, deren Achsen dieselbe Richtung haben. In der 
That, da die Gleichung einer Parabel auf ihren Scheitel bezogen 
2 i ; pcos? 

y= pe oder ọ ler =) 
ist, so steht jeder Radius vector der einen Parabel zu dem ilm 
parallelen der andern in dem constanten Verhältnis 7, 


Aufg. 1. Wennin einem durch den festen Punkt O ge- 
zogenen Radius vector cines Kegelschnitts OQ in einem 
constanten Verhältniss zu OP genommen wird, den Ort 
von Q zu bestimmen. 

Wir haben in die Polargleichung nur mọ für ọ zu substituiren, und 
der Ort wird als ein dem ersten Kegelschnitt ähnlicher und ähnlich gele- 
gener Kegelschnitt gefunden. ö 

Der Punkt O kann das Centrum der Aehnlichkeit beider Ke- 
gelschnitte genannt werden; und es ist offenbar (s. auch Art. 148) der 
Punkt, wo sich gemeiuschaftliche Tangenten der zwei Kegelschnitte durch- 


schneiden; weil, wenn die Radien vectoren OP, OP zum ersten Kegel- 
schnitt gleich werden, auch 00, 00, die Radıen vectoren des andern, 
gleich werden müssen. 


Aufg. 2. Wenn durch ein Centrum der Aehnlichkeit 
zweier ähnlicher Kegelschnitte ein Paar Radien vectoren 
gezogen werden,sosinddieVerbindungssehnen ihrer End- 
punkte entweder parallel oder sie durchschneiden sich 
in der Radicalachse der Kegelschnitte. 

Diess wird genau wie in Art. 149 bewiesen. 

Aufg. 3. Die dreien ähnlichen Kegelschnitten ent- 
sprechenden sechs Centra der Aehnlichkeit liegen zu 
dreien in geraden Linien. (Art. 150.) 

Aufg. 4. Wenn eine gerade Linie zwei ähnliche und 
concentrische Kegelschnitte schneidet, so sind die zwi- 
schen den Kegelschnitten enthaltenen Abschnitte gleich. 

Jede Sehne des äussern Kegelschnilts, welche den in- 
nern berührt, wird im Berührungspunkte halbirt. 

Dies wird in derselben Art bewiesen, wie die Sätze der Art. 198, 199 
bewiesen wurden, welche specielle Fälle des gegenwärligen Satzes sind; 
denn die Asymptoten einer IIyperbel können als ein zu ilr ähnlicher 
Kegelschnitt betrachtet werden, weil die höchsten Glieder in der Glei- 
chung der Asymptoten dieselben, wie die in der Gleichung der Curve sind. 


Aufg. 5. Wenn eine Tangente in F, dem Scheitel der 
innern von zwei concentrischen und ähnlichen Ellipsen, 
dieäussere in den Punkten T und T schneidet, so ist jede 
durch F gezogene Sehne der innern die Hälfte der alge- 
braischen Summe der parallelen Sehnen der äussern 
durch Tund T. 


Aufg. 6. Der Ort, welchen die Schwerpunkte aller der 
Dreiecke bestimmen, die durch die Brennpunkte und ei- 
nen Punkt in der Peripherie eines Kegelschnitts gebildet 
werden, ist ein dem gegebenen ähnlicher und concentri- 
scher Kegelschnitt. 


240. Zwei Figuren sind ähnlich, obwohl nicht in ähn- 
licher Lage, wenn die proportionalen Radien einen constanten 
Winkel mit einander machen, anstatt parallel zu sein; so dass, 
wenn wir die eine der Figuren um diesen Winkel gedreht denken, 
sie beide dann ähnlich und ähnlich gelegen sein werden. 

Die Bedingung zu finden, unter welcher die zwei. 
Kegelschnitte 

A®+BaytlYP? + De +tEy+ F=o 
at bey + ey +da tey+tf:=o 


ähnlich sind, ohne in ähnlicher Lage zu sein. 
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Wir haben nur die erste Gleichung zu Achsen zu transfor- 
miren, welche mit den gegebenen irgend einen Winkel 9 ma- 
chen und zu untersuchen, ob dem & ein Werth beigelegt werden 
kann, welcher die neuen Coefficienten 4, B, C den alten a, b, c 
proportional macht. Sei 

Á — ma, B = mb, C —=me, 
so sahen wir für rectanguläre Achsen im Artikel 157, dass die 


Grössen B—-440 mw A+C 
durch Transformation der Coordinaten unverändert bleiben, und 
dass also A+rlt=AdA+lmmla+e), 


P Maui Emo). 
Demnach ist die geforderte Bedingung 
B-—- 440 B— jat 
A4 — (are 
Für schiefe Achsen findet man in derselben Art nach Artikel 
155 die Bedingung der Achnlichkeit 
B—440 D — jac 
Aus den Artikeln 76, 97 geht als die geometrische Bedeutung 
der gefundenen Bedingung hervor, dass der Winkel zwischen den 
reellen oder imaginären Asymptoten der einen Curve gleich dem 
Winkel ist, welcher von denen der andern gebildet wird. 


Die Berührung von Kegelschnitten. 


231, Wir bewiesen im Artikel 15, dass zur Bestimmung der 
Coordinaten der Durchschnittspunkte zweier Curven des m” und 
n®* Grades eine Gleichung des mn“” Grades erhalten wird. Zwei 
Kegelschnitte schneiden einander daher im Allgemei- 
nen in vier Punkten. 

Wenn zwei von diesen Durchschnittspunkten zusammenfal- 
len, so werden die Kegelschnitte als einander hberührend be- 
zeichnet und die gerade Linie, welche die zusammenfallenden 
Punkte verbindet, heisst die gemeinschaftliche Tangente. 

Sind die Gleichungen der Kegelschnitte, bezogen auf ihre 
Tangente und Normale (Art. 182. Aufg. 2) 

Ax + Bxy + Cy + Ey =ò. 
J®+Bay+ly + Ey=o, 
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so ist die Gleichung der Linie (ZM), die die andern zwei Durch- 
schnittspunkte verbindet, wie in Aufg. 2, Art. 182 

(BA —AB') æ + (CA — AC’) y + (E£ — AE) =o. 

Man bezeichnet diese Berührung als eine Berührung der er- 
sten Ordnung. (Fig. 84.) 

Die Berührung der Kegelschnitte ist aber offenbar eine engere, 
wenn drei ihrer Durchschnittspunkte zusammenfallen. In diesem 
Falle muss einer der Punkte Z, M mit T zusammenfallen; die 
Linie ZM muss somit durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehen und die Bedingung 

E4 — AE = 0 
muss erfüllt sein. 


Fig. 84. Fig. 85. Fig. 86, 
‚Ben ng Fu. 
= m _—— F: 
Dager T E ee 
N ~ bi 3 
r x 4 v” XI DAN | 
f a f f - =- s — 
j \ u ? 


Dies liefert eine Berührung der zweiten Ordnung. 
(Fig. 85.) 

Curven, welche eine höhere Berührung als der ersten Ord- 
nung haben, heissen osculirende Curven und man erkennt, 
dass Kegelschnitte, welche oseuliren, einander im 
Allgemeinen nurin einem andern Punkte schneiden. 

Die Berührung zweier Kegelschnitte ist die möglichst engste, 
wenn sie vier aufeinanderfolgende Punkte gemeinschaftlich haben. 
In diesem Falle muss die Linie ZM mit der Tangente in T (y =o) 
zusammmenfallen, d. b. die zwei Bedingungen 

Ed — AE =0, B{i—APB=o 
müssen erfüllt sein. Die Kegelschnitte haben num — sagt man — 
eine Berührung der dritten Ordnung. (Fig. 86.) Und da 
zwei Kegelschnitte nicht mehr als vier Punkte mit einander gemein 
haben können, so ist dies die höchste Ordnung der Berührung, 
welche zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten stattfinden kann. 
Wenn die Gleichung der einen Curve durch 
at + Bay+Cy?+Ey=o 
repräsentirt ist, so muss die der andern: 


+ Bxy+ lyt Ey = 0 
sein. 
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242. Sonach giebt es unendlich viele Kegelschnitte, welche in 
einem gegebenen Punkte eine Berührung der dritten Ordnung mit 
einem gegebenen Kegelschnitt haben und erst durch einewei- 
tere Bedingung wird der berührende Kegelschnitt 
völlig bestimmt. So z. B. ist die Parabel, die eine Berüh- 
rung der dritten Ordnung mit einem gegebenen Kegelschnitt 

+ Bxy + Cy + Ey—o 


2 
hat, durch @+Bxy+ Z yY +HEy =ù 
repräsentirt. 

Wir können keinen Kreis beschreiben, der eine 
Berührung der dritten Ordnung mit einem gegebenen 
Kegelschnitt besitzt, weil zwei Bedingungen erfüllt sein müs- 
sen, damit diese Gleichung einen Kreis repräsentire ; oder in an- 
dern Worten, wir können durch vier aufeinanderfolgende Punkte 
eines Kegelschnitts keinen Kreis beschreiben, weil zur Bestimmung 
des Kreises drei Punkte hinreichen. Die Gleichung des durch drei 
aufeinanderfolgende Punkte der Curve gehenden Kreises kann man 
aber leicht finden. 

Für die Kegelschnittsgleichung 

Aæ + Bxy + Cy 4 Ey =o 
und unter der Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten ist die 
Gleichung eines die Curve berührenden Kreises 
a + 2xy cos o + y? —?rsuo.y= o, 
und die Bedingung. dass dieser Kreis osculirend sei (Art 241), ist 
E 
2A sinw 

Ein solcher Kreis heisst der osculirende oder Krüm- 
mungskreis und die Grösse r der Radius der Krümmung 
des Kegelschnitts im Punkte T. 


E = 2 Arsinoo, r= 


243. Einen Ausdruck für den Krümmungs-Radius 
in einem Punkt der Ellipse zu finden. 


Wenn man den Durchmesser, welcher dem gegebenen Punkte 
entspricht, durch « und den zu ihm conjugirten durch b” be- 


zeichnet und den letztern zur Achse der x wählt, so ist 
2 2 


x y 
p? + a 1 


= 65 = 


die Gleichung der Ellipse; verlegt man hierauf den Anfangspunkt 
der Coordinaten nach dem Punkte selbst, so dass der Durchmes- 
ser, welcher nach ihm hingeht, und die Tangente, welche in ihm 
die Curve berührt, zu Achsen werden, so entspricht dem die Sub- 
stitution y + «a für y und die Gleichung wird somit 


a Wt a? - 
ver a? = 
2 2 0} 
a Y 2y 
oder x 5, — = 0. 
b* + a: t a 
Daraus entspringt für den Krümmungs-Radius der Ausdruck 
b? 
t= ` 
a sm o 


und da «sin œ die vom Centrum der Curve auf die Tangente ge- 
fällte Senkrechte ist, nach Artikel 176 


h? b 3 
~ab ab 
b 


Dieser Ausdruck liefert eine einfache Construction für den 
Krümmungs-Radius, der einem beliebigen Punkte der Ellipse 
entspricht. 


Wir zeigten im Artikel 182, dass die Länge der Normale 


bb’ b F 
— — und dass cos y= g> wenn a» der vom Brennstrahl mit der 


Normale gebildete Winkel ist; dies gestaltet den Ausdruck für den 
Krümmungshalbmesser um in 


cosy ` 

Wenn wir daher eine Senkrechte zur Normale in dem Punkte er- 
richten, wo sie die Achse schneidet, (Fig. 57) und ferner im Punkt 
O0, in welchem diese Senkrechte den 
Brennstrahl trifft, CO senkrecht zu ihm 
bis zur Normale ziehen, so ist C das 
Centrum der Krümmung und CP der 
Krümmungs-Radius. 

Eine andre Construction kann auf `~ pe 

die Bemerkung gegründet werden, dass die Durchschnitts- 
sehnen eines Kreises mit einem Kegelschnitt mit der 
Achse des letztern gleiche Winkel bilden. Denn weil 
die Rechtecke unter den Segmenten der Sehnen gleich sind 
(Eukl. III, 35), so sind es auch die parallelen Durchmesser des 
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Kegelschnitts (Artikel 109) und dieselben machen also mit der 
Achse gleiche Winkel, (Art. 162.) 

Nun ist in dem Falle des krümmungskreises die Tangente in 
T die eine und die Linie TZ die andre Durchscehnittssehne; man 
hat daher nur TZ so zu ziehen, dass sie mit der Achse den näm- 
lichen Winkel, wie mit der Tangente bildet; alsdann ist der durch 
die Punkte P und Z beschriebene Kreis, welcher den Kegelschnitt 
in T berührt, der Krümmmngskreis. 

Diese Construction zeigt, dass der in einem Scheitel 
der Curve osculirende Kreis eine Berührung der 
dritten Ordnung mit ihr hat. 


Aufg. 1. Man soll unter Anwendung der Bezeichnungs- 
weise des excentrischen Winkels die Bedingung aufstel- 
len, unter welcher4Punkte &ß, y, din einem Kreise liegen. 

Die Sehne, welche zwei der Punkte verbindet, muss mit einer Seile 
der Achse denselben Winkel machen, wie die die beiden andern verbin- 
dende Sehne mit der andern; die Sehnen sind durch 

u 


= cas $ (a + dB + $ sin 3 (a + B) = cos 4 (e — ß), 
Z cos ir +6 + sin ġ y + d) = 008 ir — ù) 
repräsentirt, und man hat somit 
tan 4 (« + p) + tan piy + À =o, 
d. i. e+ß+tr+rI/i=o, 
oder = Im. 
Aufg. 2. Bestimme die Coordinaten des Punktes, in 


welchem der osculirende Kreis den Kegelschnitt ferner 
schneidet. 


Wir haben w—ß=}7, 

also d= — 3a, 
m č 
oder d= = — 3r, 
s iy” | 
und F= 4 3y 


Aufg. 3. Drei Punkte eines Kegelschnitts, deren oscu- 
lirende Kreise durch einen gegebenen Punkt der Curve ge- 
hen, liegen in einem Kreise, welcher diesenPunkt enthält 
und bilden ein Dreieck, für welches das Gentrum der Curve 
der Durchschnitispunkt der Seitenhalbirungs-Linien ist. 

Aus dem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt Ò der oseulirenden 
Kreise folgt zur Bestimmung des Berührungspunktes 
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und da der sinus und cosinus von ô unverändert bleihen, wenn ô um 360° 
vermehrt wird, so ann sich ebenso s 


a = 26 120°, «= — S + 20°. 
Nach der ersten Aufgabe | Dh diese drei Punkte in einem durch d gehen- 
den Kreise. 

Wenn wir in der letzten Aufgabe X, FY als gegeben voraussetzen, 
so ist, weil den x, y bestimmenden eubischen Gleichungen die zweiten 
Glieder fehlen, die Summe der drei Werthe von æ und y respective gleich, 
und daher ist nach der 4. Aufgabe des Art. 7 der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten der Durchschnittspunkt der Nalbirungslinien der Seiten des durch 
die drei Punkte gebildeten Dreiecks. Wir erkennen auch, dass die Norma- 
len in diesen Punkten die drei Höhen des Dreiecks sind und dass sie sich 
daher in einem Punkte schneiden. 


244. Den Krümmungs-Radius der Parabel zu be- 
stimmen. 

Aus der auf einen Durchmesser und die Tangente bezogenen 
Gleichung der Parabel finden wir durch dieselbe Methode, wie in 
Artikel 243, 


zu a 
2 sın O 2p? 
(Art. 214.), oder weil (Art. 215, 216) 2 
N N 
N = p sin ĝ, R = y 
2 sin? to = ost 


die in dem -letzten Artikel angegebene Construction bleibt daher 
auch für die Parabel gültig. 


dufg. 1. In allen Kegelschnitten ist der Krümmungs- 
Radius gleich dem Quotienten aus dem Cubus der Nor- 
male und dem Quadrat des Halbdurchmessers. 


Aufg. 2. Drücke den Krümmungs-Radius einer Ellipse 
in Function des Winkels aus, welchen die Normale mit der 
Achse einschliesst. 

[3 


Aufg. 3. Bestimme die Längen der Sehnen des Krüm - 
mungskreises, welche durch das Centrum oder den 
Brennpunkt eines Gentralkegelschnitts gehen. 


au. ape 
Aufl. m d —, 
a a 


Aufg. 4. Die Brennpunktssehne des Krümmungskrei- 
ses für einen Punkt im Kegelschnitt ist einer Brenn- 
punkts-Sehne des Kegelschnitts gleich, welche der 
Tangente in dem Punkte parallel gezogen ist, 
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Aufg, 5. In der Parabel ist die Brennpunkts-Sehne 
des Krümmungskreises dem Parameter des durch den 
Punkt gehenilen Durchmessers gleich. 


245. Die Coordinaten des Krümmungs - Centrums 
für einen Gentralkegelschnitt zu bestimmen. 


Sie werden gefunden, indem man von den Coordinaten des 
Punktes im Kegelschnitt die Projectionen des Krümmungshalbmes- 
sers auf die Coordinatenachsen abzieht. Nun ist offenbar, dass 
dieser Radius zu seiner Projection in demselben Verhältniss steht, 
wie die Normale zur Ordinate y. Wir erhalten daher die Pro- 


jection des Pe auf die Achse der y, indem wir den 
p? by 
Radius F durch 3 multiplieiren, = u: ; die Ordinate des Krüm- 


2 
N erg ®— b , 
mungsmittelpunktes ist daher — -p v 
Aa , a r 
d. i. weil bt= b -4 j y”, 
5 nT 
an vH 2 
In gleicher Art ergiebt sich seine Abscisse 
t—b , 
1! 


a' 


Wir würden dieselben Wertlie erhalten haben, indem wir in 
Artikel 233, Aufg. 7, œ — = y in die für die Coordinaten des 
Centrums erhaltenen Ausdrücke substituirten. 

Wir bemerken ferner, dass das Centrum des einem Dreieck 
umschriebenen Kreises der Durchschnitt der Senkrechten ist, welche 
auf den Seiten in ihren Mittelpunkten errichtet werden ;. dass also, 
wenn das Dreieck durch drei aufeinanderfolgende Punkte der Curve 
gebildet wird, zwei seiner Seiten aufeinanderfolgende Tangenten 
der Curve und die Senkrechten zu ihnen die entsprechenden 
Normalen sind. Das Gentrum der Krümmung irgend ei- 
ner Curve ist daher der Durchschnittspunkt zweier 
aufeinanderfolgenden Normalen. 

Wenn wir in der Aufg. 4 des Art. 182 

Ll=x = X, y=y =Y 
einsetzen, so erhalten wir in der That dieselben Werthe, wie. die 
eben bestimmten. 
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246. Die Coordinaten des Krümmungs-Centrums 
hei der Parabel zu bestimmen. 


Die Projection des Krümmungshalbmessers auf die Achse der 


y wird wie vorher durch Multiplication seiner Länge us mit £ 


gefunden, und ist also == Zr! indem wir diese Grösse von y 
abziehen, erhalten wir die Ordinate 
e y ty? 
A Cas Ta ien z 
tanto P 


(Art. 214). Ebenso ergiebt sich die Abscisse 

ur: A: p+ 4a 

Xi ta: a - 
Dieselben Werthe können aus der Auflösung der 9. Aufgabe des 
Art, 229 abgeleitet werden. 


247. Die Evolute einer Curve ist der Ort der Krüm- 
mungs-Centra ihrer verschiedenen Punkte. 


Um die Evolute eines Centralkegelschnitts zu finden, würden 
wir die Coordinaten <, y durch diejenigen (x, y) des Krümmungs- 


mittelpunktes ausdrücken und die erhaltenen Wertlie in die Glei- 
2 


NR y ' 8 

chung der Curve substituiren; wir erhielten so (indem wir — = 4, 
a 

„2 


$ = B schreiben) 


Ebenso wird die Gleichung der Evolute der Parabel gefunden 
ville —ip}:; 

man nennt diese Curve die semicubische oder auch die Neil'- 

sche Parabel. 
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Dreizehntes Kapitel, 


Die Methode des Unendlich-Kleinen, die Qua- 
dratur und Rectification der Kegelschnitte. 


248, Die Differential-Rechnung erlaubt auf sehr einfache 
Weise die Bestimmung der Tangenten der Curven und die der 
Grösse ihrer Flächen und der Länge ihrer Bögen. Obgleich wir 
von ihrer Symbolik und ihren Grundbegrifflen in diesem Werke 
weiterhin mehrfachen Gebrauch machen, so wollen wir doch einige 
der angedeuteten Fragen, insofern sie sich eben nur auf Kegel- 
schnitte beziehen, hier zunächst ohne ihre directe Vermitlelung 
behandeln, um erst so vorbereitet den Gebrauch der Differential- 
und Integral-Rechnung darzulegen. 

Wir geben damit zugleich ihren analylischen Begriffen die 
geometrische Basis, Und die geometrische Methode, welche wir 
zu erläutern gedenken, besitzt in Bezug auf manche Fragen vor 
der Analysis den Vorzug der Einfachheit und Strenge; sie hat 
noch in neuester Zeit zu einzelnen schönen Ergebnissen geführt 
(vergleiche Artikel 263), welche bei der Anwendung der Differen- 
tial- und Integral-Rechnung nicht gefunden worden waren. Sie 
hat überdiess das grösste historische Interesse, denn sie giebt im 
Wesentlichen die Art und Weise, in welcher diese Probleme von 
den Geometern vor der Erfindung der Differential-Rechnung un- 
tersucht worden sind. 

Wenn ein Polygon einer Curve eingeschrieben ist, so nähert 
sich augenscheinlich der Inhalt und Umfang des Polygons um so 
mehr der Gleichheit mit dem Inhalt und Umfang der Curve, je 
grösser die Zahl der Seiten des Polygons und je kleiner damit 
jede einzelne Seite desselben wird; gleichzeitig nähert sich jede 
Seite des Polygons mehr und mehr dem Zusammenfallen mit der 
Tangente der Curve in dem Punkte, in welchem sie dieselbe 
schneidet. Wenn die Zahl der Seiten unendlich gross und die 
Länge jeder einzelnen Seite unendlich klein geworden ist, so fällt 
das Polygon mit der Curve zusammen, und die Tangente dersel- 
ben in jedem ihrer Punkte wird mit der geraden Verbindungs- 
Linie zweier unendlich nahe benachbarter Punkte in ihr identisch. 
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Ebenso nähert sich Inhalt und Umfang eines umschriebenen 
Polygons dem Inhalt und Umfang der Curve um so mehr, je 
grösser die Zahl seiner Seiten und je kleiner jede einzelne Seite 
wird; und gleichzeitig nähert sich der Durchschnittspunkt zweier 
benachbarter Seiten um so mehr dem Berührungspunkt einer je- 
den derselben. Man kann daher zur Untersuchung des Inhalts 
und Umfangs einer Curve für dieselbe ein eingeschriebenes oder 
umschriebenes Polygon substituiren, dessen Seitenanzahl unendlich 
gross und dessen Seiten unendlich klein sind, und man kann jede 
Tangente der Curve als die gerade Verbindungs-Linie zweier un- 
endlich nahen Punkte der Curve, und jeden Punkt der Curve als 
den Durchsehnittspunkt zweier unendlich nahen Tangenten dersel- 
ben betrachten. - 


249. Die Richtung der Tangente in cinem Punkte 
des Kreises zu bestimmen. 

Wir denken ein eingeschriebenes reguläres Polygon. Auf 
jedes der gleichseitigen Dreiecke (Fig. 88), in welche es durch die 


nach seinen Ecken gehenden Radien zer- Fir. 88. 

legt wird, lässt sich dann die Bemer- » i 

kung anwenden, dass der Basiswinkel he i EFEN 
OBA um die Hälfte des Winkels an der g” r N 
Spitze kleiner ist als ein rechter Win- j a A \ 
kel. Wenn alsdann die Zahl der Seiten g| el | 
des Polygons als unendlich gross gedacht X AN Pa ) 
wird, so dass jede einzelne unendlich 7 N J 
klein sein muss,. so wird der Winkel 

an der Spitze jedes dieser Dreiecke = e 


kleiner als jeder angebbare Winkel, und die Tangente des 
Kreises bildet daher mit dem Radius des Berührungs- 
punktes einen rechten Winkel. Es bietet sich häufig die 
Gelegenheit zur Anwendung eines Princips dar, welches hierin mit 
enthalten ist, nämlich, dass zwei unendlich nahe gerade 
Linien von gleicher Länge zu der geraden Linie 
rechtwinklich sind, welche ihre Endpunkte verbindet. 


250. Die Umfänge zweier Kreise stehen in dem 
Verhältniss ihrer Radien. 


Wenn reguläre Polygone von gleicher Anzahl der Seiten in 
beide Kreise eingeschrieben werden, so ergiebt sich aus der Aehn- 
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lichkeit der Dreiecke des einen mit denen des andern, dass ihre 
Basen ab und 4B in dem Verhältniss der Radien beider Kreise 
stehen und daraus, dass die Umfänge beider Polygone und folglich 
auch die beider Kreise als die Summen solcher Seiten, wenn ihre 
Anzahl unendlich gross gedacht wird, in demselben Verhältniss 
stehen. 


251. Der Inhalt eines Kreises ist dem Producte 
aus dem Halbmesser in den halben Umfang desselben 
gleich. 


Denn der Inhalt jedes der Dreiecke 04B, welche in den vo- 
rigen Aufgaben betrachtet worden sind, ist das Product aus der 
Hälfte seiner Basis ın die vom Centrum auf dieselbe gefällte Senk- 
rechte; somit ist der Inhalt jedes der betrachteten regulären Po- 
Iygone gleich der mit der senkrechten Entfernung einer Seite des- 
selben multiplieirten halben Summe seiner Seiten. Mit der Ver- 
mehrung ihrer Anzahl nähert sich ohne Ende der Umfang des 
Polygons dem Umfang des Kreises und jene senkrechte Entfernung 
einer Seite dem Halbmesser des Kreises, so dass die Differenz 
zwischen beiden kleiner als jede angebbare Grösse gemacht wer- 
den kann. Demnach ist das ausgeprochene Resultat richtig oder 
der Inhalt eines Kreises wird durch ær? ausgedrückt. 


252. Die Richtung der Tangente in einem Punkte 
der Ellipse zu bestimmen. 


Man bezeichne durch P und P’ (Fig. 89) zwei unendlich nahe - 
Punkte der Curve, so dass man hat 


FP+PF=FP'+ PE. 


Fig. 50. Nimmt man dann FR = F P und 

Br =? p F' R — F'P', so ist PR = PER. 
FA j- L AR \ ‚qrDie beiden Dreiecke PRP'und PR'P' 
Fr RET TA \ \ besitzen die gemeinschaftliche Basis 

4 J z] PP, die gleichen Katheten PR und 

f PR’ und nach dem Princip des Art. 

—— 249 die rechten Winkel PRP’ und 


PRP; in Folge dessen ist LPPR=LP'PR. Unter der Vor- 
aussetzung, welche wir gemacht haben, dass die Punkte P und P 
unendlich nahe sind, ist LTPF=LPPF, weil ihre Differenz 


= iS 


unter jeden angebbaren Winkel herabgehracht werden kann; dem- 
nach hat man L TPF=LPPF', oder die Brennstrahlen 
des Berührungspunktes machen gleiche Winkel mit 
der Tangente. 


253. Man soll die Richtung der"Tangente in einem 
Punkte der Hyperbel bestimmen. 

Wir haben bei der nämlichen Construction wie vorher (Fig. 90) 
. FP—FP=FP'—FP, Fig. 90. 
oder PR=PR, 
Demnach ist 

LPP'R=[LPP'R 
oder die Tangente ist die in- 
nere Halbirungs-Linie des 
Winkels zwischen den Brenn- 7 s 
strahlen des Berührungspunktes. In derselben Art be- 
stimmen wir dieRichtung der Tangente in Fig. Ol. 
einem Punkte der Parabel (Fig. 91); denn 
wir haben 
FP=PN ul FP' = PN’; 

also BR Zeh 
oder LNPP=LFPP. 
Die Tangente halbirt daher den Winkel N 
FPN, welchen der Brenustrahl des Be- a 
rührungspunktes mit der durch ihn ge- 
zogenen Parallellinie zur Achse der Parabel bildet. 


254. Man soll den Inhalt des parabolischen Sec- 
tors FVP bestimmen (Fig. 91). 

Weil PS — PR und PN= FP ist, so ist die Fläche 
des Dreiecks FPR die Hälfte des Parallelogramms PSNN. 
Wenn wir eine Anzahl von Punkten P, P* u. s. w. zwischen V 
und ? nehmen, so wird die Summe aller der entsprechenden 
Parallelogramme PSNN’ u. s. w. der Gleichheit mit dem In- 
halte der Fläche DVPN um so mehr genähert, je näher die 
einzelnen Punkte ? einander sind; ebenso die Summe aller Drei- 
ecke FPR der Gleichheit mit dem Inhalte der Fläche des Sectors 
VEP. Demnach ist der Inhalt des Sectors PFY die Hälfte des 
Inhalts von DV PN und somit ein Drittheil des Vierecks DFPN. 


Salmon, Anal, Geom, der Kegelschnilte. 18 
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Durch analoge Betrachtungen bestimmt man den Inhalt des 
durch eine beliebige gerade Linie abgeschnittenen 
Segments einer Parabel. 


Man zieht den Durchmesser der Parabel, welcher diese gerade 
Linie halbirt; dann ist, in der Figur 92 das Parallelogramm von 
der Diagonale PR’ dem Parallelogramm 

N von der Diagonale PAT flächengleich, wie 
aus ihrer Beziehung zu dem Parallelo- 
gramm TM'PR und seiner Diagonate 
TP’ hervorgeht. Die Seite TM ist aber 
durch die Curve in V halbırt, und das 
Parallelogramm von der Diagonale PN’ 
ist demnach die Hälfte von dem über PR’; 
wenn wir daher eine Anzahl von Punkten P, P’, P” u. s. w. in der 
Curve wählen, so ist die Summe der Flächen aller Parallelogramme 
wie PA doppelt so gross, wie die Summe aller Parallelogramme 
wie PN’, und demnach zuletzt der Inhalt der Fläche V’PM das 
Doppelte von dem Inhalt der Fläche VPN, d. i. der Inhalt des 
parabolischen Segments FPM steht zu dem Inhalt des 
Parallelogramms F’NPM in dem Verhältniss von 2:3. 


Fig. 92, 


255. Der Inhalt einer Ellipse ist gleich demjeni- 
gen eines Kreises, dessen Halbmesser das geometri- 
sche Mittel zwischen den Halbachsen der Ellipse ist. 


Denn theilt man die Ellipse und den über ihrer grossen Achse 
als Durchmesser beschriebenen Kreis durch Parallelen zur kleinen 
Achse in schmale Flächenstreifen, so ist wegen der Relationen 
(Fig. 93) mb:md—=mb:md—=b:a, 
das Viereck mbb'm ‘zu dem Viereck 
mddm auch in dem Verhältniss b : «a, 
und demnach die Summe aller Vierecke 
der einen Reihe, d. h. das der Ellipse 
eingeschriebene Polygon CBbb’b’A, zu 
dem entsprechenden dem Kreis einge- 
schriebenen Polygon © Dad d’A in dem 
nämlichen Verhältniss. Diese Propor- 
tionalität besteht für jede Anzahl der Seiten, welche man den bei- 
den Polygonen geben kann; lassen wir demmach diese Anzahl un- 
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begrenzt wachsen und gleichzeitig alle einzelnen Seiten unbegrenzt 
abnehmen, so erkennen wir, dass der Inhalt der Ellipse zu dem 
des Kreises in dem Verhältniss d:« steht, so dass der Inhalt der 


l 
Ellipse durch den Ausdruck ne zab bestimmt wird. 


Man beweist durch dieselben Betrachtungen, dass die Flächen 
zweier Figuren, deren correspondirende Ordinaten zu einander in 
einem bestimmten Verhältniss stehen, das nämliche Verhältniss 
haben. 


256. Jeder Durchmesser eines Kegelschnitts hal- 
birt die Curve. 


Die Richtigkeit des Satzes erhellt sofort aus der Betrachtung 
der Trapeze, in welche die dem Durchmesser entsprechenden Or- 
dinaten die Fläche der Curve zerlegen; weil der Durchmesser alle 
ihm entsprechende Ordinaten halbirt, so halbirt er auch diese 
Trapeze und demnach die Curve, weil die Fläche derselben der 
Summe dieser Trapeze gleich ist, sobald man die Ordinaten als 
unendlich nahe benachbart voraussetzt. 


257. Der Inhalt des Sectors einer Hyperbel, wel- 
cher durch die geraden Verbindungslinien zweier ih- 
rer Punkte mit dem Gentrum begrenzt wird, ist dem 
Inhalt des Segments gleich, welches durch Parallelen 
zu den Asymptoten von den- Fig. 94. 
selben Punkten aus bestimmt 
wird (Fig. 94). 

Denn wegen der Gleichheit der 
Dreiecke PKC und OZC ist auch die j jp 
Fläche POC gleich der Fläche POXZ. ; 

Zwei beliebige Segmente 


z k a A If AR NY 
ie a RSMN sind gleich, Ar ywir 
PK:QOL—= RM: SN. 

Denn PK: OL—"CL:CK, und nach Art. 199 
l GL= M T a0 Heel: 
also . RH SN = MI: N 
somit OR parallel zu PT. 
18 * 
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Nun kann leicht gezeigt werden, dass die Sectoren PCO und 
RCS einander gleich sind, weil der PS und OR halbirende Durch- 
messer sowohl den hyperbolischen Inhalt PORS als auch die 
Dreiecke PCS und QCR halbirt. 

Setzen wir voraus, dass die Punkte Ọ und R zusanmımenfal- 
len, so sehen wir, dass jeder Inhalt PX NS halbirt werden kann, 
indem man die Ordinate OZ verzeichnet, welche das geometrische 
Mittel zwischen den Ordinaten seiner Endpunkte ist. + 

Und weun eine Anzahl von Ordinaten bestimmt 
wird, deren Längen eine stetige geometrische Propor- 
tion bilden, so ist der von irgend zweien benachbar- 
ten unter ihnen begrenzte Inhalt von constanter 
Grösse. 


258. Wenn zwei Kegelschnitte ähnlich, ähnlich 
gelegen und concentrisch sind, so schneidet jede 
Tangente des inneren von beiden ein Segment von 
constanter Fläche ron dem äusseren ab. 


In der 4. Aufgabe des Art. 239 ward bewiesen, dass eine 
solche Tangente im Berührungspunkte halbirt ist. Wenn wir dem- 


Fig. 95. nach irgend zwei Tangenten dieser Art 
° betrachten (Fig. 95), so ist 
\ / LABA—=LBOB 


€ np PL 4 und je näher wir den Punkt Q hei dem 
NE Punkte P gelegen voraussetzen, desto 
näher kommen die Seiten 40, 40 der 
Gleichheit mit den Seiten 20, K'O; daher werden die Dreiecke 
AQA und BQB inhaltsgleich, wenu wir die beiden Tangenten 
als unendlich nahe betrachten, und die Fläche AVB ist der 
Fläche 49 B’ gleich. Weil endlich diese Fläche beim Ueber- 
gang von einer Tangente zur nächsthenachbarten unverändert 
bleibt, so bleibt sie es für jede beliebige Lage der begrenzenden 
Tangente. 

Man kann in derselben Art den umgekehrten Satz hewesen, 
dass die Tangente einer Gurve im Berührungspunkt halbirt werden 
muss, wenn sie in jeder ihrer Lagen eine constante Fläche von 
einer andern Curve abselneidel, und es gilt allgemein für jede 
Curve, dass der ahgeschnittene Flächeninhalt constant ist, wenn 
die Tangente in jeder ihrer Lagen im Berührungspunkt halbirt wird. 
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Darnachı lässt sich leicht die Aufgabe lösen: Man soll durch 
einen gegebenen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts eine ge- 
rade Linie so ziehen, dass sie den Minimal-Inhalt von demsel- 
ben abschneide. 


Wäre verlangt, dass die gesuchte gerade Linie einen gegebe- 
nen Inhalt abschneide, so hätte man durch den Punkt zu einem 
bestimmten ähnlichen und ähnlich gelegenen, concentrischen Kegel- 
schnitt eine Tangente zu ziehen; mit dem abzuschneidenden’ In- 
halt müsste die Entfernung zwischen beiden Kegelschnitten wach- 
sen. Wenn dieser zweite innere Kegelschnitt durch den gegebe- 
nen Punkt selbst geht, so wird der abgeschnittene Inhalt am klein- 
sten, und weil dann die gerade Linie als Tangente der Curve in 
dem gegebenen Punkte halbirt wird, so hat man die gerade Linie, 
welche den Minimal-Inhalt abschneiden soll, nur so durch den ge- 
gebenen Punkt zu zielen, dass sie in ihm halbirt wird. 


Das nämliche Gesetz gilt für jede Curve. 


Durch analoge Betrachtungen können die beiden folgenden 
Sätze leicht genug bewiesen werden: 1.) Wenn die Tangente 
AB einer Curve einen Bogen von constanter Länge 
von einer anderen Curve abschneidet, so wird sie in 
ihrem Berührungspunkte so getheilt, dass ihre Ab- 
schnitte 4P und BP in dem umgekehrten Verhältniss 
der Tangenten der letztern Curvein A und B stehen. 
2.) Wenn die Tangente AB von einer constanten Länge 
ist, und wenn die vom Durchschnittspunkt der in 4 
und B an die äussere Curve gezogenen Tangenten auf 
AB gefällte Senkrechte sie in M trifft, so ist stets 


AP=MB. 


259. Den Krümmungshalbmesser in einem belie- 
higen Punkte einer Ellipse zu bestimmen. 


Weil der Mittelpunkt des einem Dreieck umschriebenen Krei- 
ses der Durchschnittspunkt der auf seinen Seiten in den Mittel- 
punkten derselben errichteten Perpendikel ist, so ist das Centrum 
des durch drei aufeinanderfolgende Punkte einer Curve gehenden 
Kreises der Durchschnittspunkt zweier aufeinanderfolgenden Nor- 
malen der Curve. 
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Betrachten wir also zwei Dreiecke FPF’ und FP'F' (Fig. 


Fig. 96. 96) und bezeichnen die Halbirungs- 
77 =y linien ihrer Winkel an der Spitze 


FR durch PN, P’N, so beweisen wir 


( x lj WYW N leicht elementar -geometrisch, dass 
rF 
/ 


7) 2L PNP = LPFP' + LPF'P 
/ ist. 
ee Weil nun der Bogen eines Krei- 


ses dem Radius desselben und der Grösse des Winkels pro- 
portional ist, welchen er am Centrum desseiben spannt, so 


r 


wird der Winkel PNP’ durch T gemessen, wenn wir den Bo- 


gen PP’ als Bogen des Kreises vom Centrum N betrachten. 
Ebenso wird für FR=FP, 
i PFP’ durch i3 
FP » 
gemessen, und wir erhalten 
SPP PR PR. 
PN FP'FP 
wenn wir den Winkel PP’F durch $ bezeichnen, so ist 
PR=PR=—PPsn$, 
und indem wir PN=R, FP=o und F'P= ọ setzen, 
2 1 1 
Rind o 9 
Man erkennt daraus, dass die Focalsehne der Krümmung 
für einen Punkt der Ellipse das Doppelte des harmo- 
nischen Mittels zwischen den Brennstrahlen dessel- 
ben ist. 


L rA 
Indem man für sin den Werth p für ọo+ọ den Werth 2a 
und für ọọ den Werth 5’? einsetzt, erhält man den bekannten 
4 
Ausdruck R= —, 
ab 


Der Krümmungsradius der Hyperhel wird auf eine ganz ähnliche 
Weise ermittelt. In dem Falle der Parabel ist ọ unendlich gross 
2 1 


Rsn$ 0 
. 260. Ein interessantes Ergebniss in Bezug auf die Focalsehne 
der Krümmung eines Kegelschnitts erhalten wir durch die folgende 
einfache Betrachtung. 


und daher 


Wir ziehen in dem betrachteten Kegelschnitl eine Sehne OR 
parallel zu der Tangente im Punkte P, beschreiben ‘den durch die 
Punkte P, O0 und R bestimmten Kreis und verlängern die Focal- 
selme PZ des Kegelschnitts, bis sie Fig. 97. 
demselben zum zweiten Male in € 
begegnet. (Fig. 97.) Dann ist nach 
einer Eigenschaft des Kreises 

PS. SC= OISTESIR,, 
und nach einer im Art. 195, Aufg. 2 
gegebenen Eigenschaft der Kegel- 
schnitte 
"PS.SL:0S.SR= PL:MN. 

Daher ist für jeden so beschriebenen Kreis 

8038 27 — MIN PE 
Da aber für den Krümmungskreis die Punkte S und P zusammen- 
fallen, so ist für ihn speciell 

RO IP INGBERT 
oder PC=MN, 
d. i. für einen beliebigen Punkt eines Kegelschnitts 
ist die Focalselne der Krümmung derjenigen Focal- 
sehne des Kegelschnitts gleich, welche der Tangente 
jenes Punktes parallel ist. (Art. 244, Aufg. 4.) 


261. Der Krümmungs-Radius eines Central-Kegelschnitts kann 
auch noch wie folgt gefunden werden: 


Wenn 0 (Fig. 95) ein dem Punkte Fig. 98, 
P unendlich naher Punkt der Curve Sf 
ist, und OR eine Parallele zur Tan- e ir m Gi 
gente der Curve in P darstellt, welche / ~ sg 
die dem Punkte P entsprechende Nor- \ >: 


male in § schneidet, wenn man dann 
durch die Punkte P und Q einen 
Kreis beschreibt, welcher die Tangente PT in P berührt, so ist 
OS eine Ordinate des Kreises für den Durchmesser PS desselben 
und daher das Rechteck aus diesen Durchmesser und dem Ab- 
schnitt PS gleich dem Quadrat über der Sehne PO, oder der 
kKrümmungshalbmesser des Punktes P 


N 


PO 
2 PS“ 
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Da aber OR stets der Tangente parallel ist, so wird für unendliich 
nahe benachbarte Punkte P und O 
PO = QR, 
und weil nach einer Eigenschaft der Ellipse unter der Vorausseitz- 
ung, dass a° und b den dem Punkte P entsprechenden Durchmes- 
ser PP’ und seinen conjugirten bezeichnen, 
bt: a= QR: PR.RP' 

= QR": 2a. PR 

24°. PR 


a 


ist } oR = 


Der Krümmungsradius ist demnach 
> bt PR 
E (ENARE 
ae AR . x 
Das Verhältniss PS ist aber durch die Aehnlichkeit der 


Dreiecke PRS und CPT stets 


» 


OR a 
A a 
und daher der Krümmungs-Radius endlich 
b 
AT 


Es ist nicht schwer, zu beweisen, dass im Durch- 
schnittspunkt zweier confocalen Kegelschnitte das 
Centrum der Krümmung des einen stets der Pol sei- 
ner Tangente in Bezug auf den andern ist. 


262. Wenn von einem beliebigen Punkte einer El- 
lipse an eine confocale Ellipse zwei Tangenten gezo- 
gen sind, so ist der Ueberschuss der Summe dieser 
Tangenlteu über den zwischen ihren Berührungspunk- 
ten enthaltenen Bogen der Ellipse constant. 

Fig. 9. Denn wenn wir einen dem ersten T 
ee Ar (Fig. 99) unendlich nahen Punkt 7’ in 
A N der Curve wählen, und die Perpendi- 


07 W kel TR, TS fällen, so ist 

4 S Pa DR = PP HPR, 

Vo Z weil P'R als die Verlängerung der 

aM — , A geraden Linie PZ angesehen werden 
ee kann; ebenso 


QT = 00 +08. 
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Wegen der Gleichheit der Winkel TT’R und TTS (Art. 191) ist 
ferner TS— T'R und daher 
PT 4 T!=PT + TO. 

Also (PT + TO) — (P'T +T) = PP — 00 = PO — P'O. 
Derselbe Satz gilt für jedes Paar von Curven, welche durch die 
Eigensehaft verbunden sind, dass die von einem Punkte der äusse- 
ren ausgehenden Tangenten TP, TQ der innern mit der Tangente 
TT der ersteren in jenem Punkte gleiche ‘Winkel bilden. 


263. Wennvon einem beliebigen Puhkte einer Hy- 
perbel an eine mit ihr confocale Ellipse Tangenten 


"gezogen werden, so ist die Fig. 100. 
Differenz der Bögen PK, Na RI L 
OK immer gleich der Diffe- \ AN 

7 Ai F \ o - N 
renz der Tangenten TP und T A E 7, 
TQ. (Fig. 100.) = \ I \ 
Man erkennt genau wie vor- Afp | z PE à i 
her, dass y ! 
(T P — P K)\—(TP— PK)=T R E x A 


und 4 . 
(TO — OK) — (TO — 0X) 2 4 
= T'S = T'R / 


ist, (weil nach Art. 191 77T den Winkel RT S halbirt.. 

Somit ist die Differenz zwischen den Ueberschüssen von TP 
über PA und von TO über OX constant; uud da sie in dem 
speciellen Falle, in welchem 7 mit X zusammenfällt, Null ist, weil 
beide Ueberschüsse selbst Null sind, so muss sie in jedem Falle 
Null sein, d. h. es ist stets 

BR BR= nenn 

Der Salz von Fagnano, dass ein elliptischer Quadrant 
so getheilt werden kann, dass die Differenz seiner 
Theile der Differenz der Halbachsen der Ellipse gleich 
ist, folgt unmittelbar aus dem vorigen; denn man hat dazu nur in 
den Endpunkten der Achsen Tangenten an die Ellipse zu ziehen und 
durch ihren Durchsehnittspunkt eine mit der Ellipse confocale Iy- 
perbel zu legen, dann ist der Punkt X, in welchem sie die Ellipse 
schneidet, der gesuchte Theilpunkt. Seine Coordinaten sind 


a’ b’ 
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264. Wenn ein Polygon einem Kegelschnitt um- 
schrieben ist und alle seine Eckpunkte bis auf einen 
sich in confocalen Kegelschnitten bewegen, so he-, 
schreibt auch der Ort dieses letzten Eckpunkteseinen 
confocalen Kegelschnitt. 

Wir bemerken zuerst, dass, wenn die Spitze P eines einem 
Kegelschnitt umschriebenen Winkels P TỌ (Fig. 100) sich auf einem 
confocalen Kegelschnitt bewegt, unter der Voraussetzung, dass «a 
und b die zu TP und TỌ parallelen Durchmesser und «œ und ß 
die Winkel TP 7° und TO’T bezeichnen, welche jeder der Schen- 
kel jenes Winkels mit seiner nächstfolgenden Lage bildet, die Re- 
lation besteht ac —bf. 

Denn nach Art. 263 ist DRES: 

Ferner ist 1 — u DSe 
und TP und TỌ sind den Durchmessern proportional, welchen 
sie parallel sind. 

Wenn umgekehrt die Relalion aœ == bf erfüllt ist, so bewegt 
sich der Punkt 7 auf einem confocalen Kegelschnitt; denn indem 
wir die Aufeinanderfolge der einzelnen Schritte des Beweises um- 
kehren, zeigen wir, dass TR = T'S ist, dass demnach T7’ mit 
TP und TỌ gleiche Winkel macht und daher mit der Tangente 
des confocalen Kegelschnilts in T zusammenfällt, dass also 7” in 
diesem Kegelschnitt liegt. 

Wenn alsdann die den Seiten des Polygons parallelen Durch- 
messer durch a, b, e u. s. w. bezeichnet werden, und d den zur 
letzten Seite desselben parallelen Durchmesser ausdrückt, wenn 
ferner &, ß, y u. s. w., Ò die dem Vorigen analog bezeichneten 
Winkel sind, so gelten die Relationen : 

e= DI e= be Sn So 
weil die sämmtlichen Ecken des Polygons bis auf eine sich in con- 
focalen Kegelschnitten bewegen. Aus dieser Kette von Relationen 
ergiebt sich aber schliesslich aœ —= dd, welche anzeigt, dass die 
letzte Ecke desselben auch einen confocalen Kegelschnitt durch- 
läuft. 


265. An diese rein geometrischen Untersuchungen schliessen 
wir in möglichster Kürze die wesentlichsten Beispiele vom Ge- 
brauch des Differential- und Integral-Galculs, soweit 
er sich auf die Theorie der Kegelschnitte bezieht. Wir beschrän- 
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ken uns dabei auf die Untersuchung über die Lage der Tangen- 
ten, die* Bestimmung des Krümmungskreises und der Flächen und 
Bogenlängen. Wir stützen uns wesentlich auf den Gebrauch der 
rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten und wellen nur an eini- 
gen Stellen, wo es uns nützlich scheint, auch die Polar-Coordina- 
ten benutzen. Die Kenntniss der Differential- und Integral-Rech- 
nung selbst setZen wir dabei voraus und machen nur auf die 
grosse Einfachheit anfımerksam, mit welcher die hier gebrauchten 
Lehren derselben aus den vorhergehenden Untersuchungen über 
das Unendlichkleine hervorgehen. 


266. Ist zen 
die Gleichung einer Curve APM (Fig. 101) und bezeichnen x, y 
die Coordinaten eines Punktes P in ihr, Fig. 101. 
so ist die Tangente PT derselben in die- aM 
sem Punkte, als die gerade Verbindungsli- P. y 
nie desselben mit dem unendlich nahe ge- Po 
legenen Punkte x + dz, y + 4y in der ZÁ 
Curve, durch die Bestimmung gegeben, dass DE Bu 
dfx, y) 
TE Ae ii Bee 
dJ de afz, y) 
ar 


Werden durch £, n die Coordinaten eines beliebigen Punktes in 
ihr ausgedrückt, so ist ihre Gleichung 


dy 
u zu un: IE mn 
7 y dx ” $ 
dfiıx,y) dfix,#) 
oder aney (È — æ) + ae m — y) = o0. 
dæ dy r 


Die Gleichung der Normale desselben Punktes ist demnach 


d flæ, y) ; dfi, y) 

—— No y) — — [io t] = 0. 

dx y dy 

Für die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte 
Ax + Bay + Cy + Dæ + Ey + F=o0 


dy 3 24x +By4 D 


dz ~ Bx + Cyt E 


ist 
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und daher die Gleichung der Tangente 
Idx + By +D 5 

— Bxrẹ2by+ E” 
oder mit Hilfe der Gleichung des Kegelschnitts 

(Bx +2Cy + E)n + (2QAxr+By+ DE HDy pEr F= 0. 
Die Gleichung der Normale ist 

(Bx +2Cy + E)g—(24x+ By +D) y + Dy+Ex+4+2F= o0. 
Wir bemerken, dass die Gleichung der Tangente auch für schief- 
winklige Parallel-Coordinaten dieselbe bleibt. 


„— y= 


Wenn die Gleichungen der Curven in den möglichst einfichstem 
Formen vorausgesetzt werden, also die der Central -Kegelschnitte 


l E 
in der Form el. 
a® b 
und die der Parabel in der Form 
V=pe, 
so ist der Differential-Quotient respective 
1 = b: ` li m 
t > = ud S a 2 
die ' ay dx 2y 


und die Gleichung der Tangente 
baxt + ayn = ab? oder 2yy = p (x + $l 
Aus der ersteren Gleichung erhält man die Gleichung der Asym- 


ptoten-der IIyperbel, wenn man darin an die Stelle von 1 den aus 
der Gleichung der Curve entnommenen Werth 
s f g ) 

+y -i 


substituirt und darnach &=x voraussetzt. Man erhält so 


ER \, / (i 5) 7 
a T IY E z E’ 
2 
und also x + ME ` 
ü b 
b 
oder y= tmz, 
a 


als die Gleichung der Asymploten. 

Die Längen der geradlinigen Strecken, welche in den vorher- 
gehenden. Kapiteln als Tangente, Normale, Subtangente, 
Subnormale bezeichnet worden sind, können darnach leicht be- 
rechnet werden. 
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267, Beim Gebrauch der Polar-Coordinaten bestimmt 
sich der Winkel OPT (Fig. 102), welchen die Tangente eines 


Punktes mit dem Radius vector desselben Fiz. 102. 
bildet, aus den Coordinaten r und ® dessel- p 
ben durch die Relation JR 
„— od? J NP 
tan O PT = : A 
do 
Fa 

Man kann sie leicht aus der Betrachtung des 9 Ir 
Unendlichkleinen ableiten; denn ist P’ ein dem 


Punkt P nahe benachbarter Punkt, dessen Coordinaten demnach 
durch e +40, # +4 bezeichnet werden, und beschreibt man 
mit dem Halbmesser OP den Kreisbogen PJ, so ist in dem Drei- 
eck P'’PJ 

sia JEP PJ _PJ wPJ PJ od? 

wD PI  PI we PT P'J = ar, PS Jy í 
Und wenn man voraussetzt, dass der Punkt 2’ dem Punkt P 
unendlich nahe sei, so wird 

LIPP = L 0PT, LEPI = 90 — LOPT und PJ == are, PJ, 

od? 
do . 
Man kann dieselbe Formel auch mit Hilfe der Coordinaten-Trans- 
formation ableiten, indem man die Aufangslage des Radius vector 


zur Achse der w und den Pol zum Anfangspunkt der Coordina- 
ten wählt. 


som tm OPT = 


Wir haben im dat. 195 die Polargleichung der Centralkegel- 
schnitte unter der Voraussetzung, dass der Brennpunkt zum Pol 
und die grosse Achse als die feste Anfangslage des Radius vector 
gewählt sei, in der Form 
p l 
e = Fa aN 

2 1 + cost 
gegeben. 

Aus derselben folgt 


dd 2 (L + 2 cos ®) 


dr p ë smn d 
und daher tin FPT == e a a å 
ê sin u 


Für e=1 gilt das Resultat für die Parabel, für e = o für deu 
Kreis. 
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268. Wir setzen voraus, dass man aus der Differential-Rech- 
nung die Theorie der Berührungen der Curven kennt, 
wie man sie.miltels des Satzes von Taylor zu entwickeln 
pflegt und fordern zur Vergleichung derselben mit der in deu Ar- 
Likeln 241 und 242 gegebenen Theorie der Berührungen der Kegel- 
schnitte auf. 

Wenn wir dort gezeigt haben, dass Kegelschnitte mit einander 
eine Berührung der ersten, der zweiten oder der dritten Ordnung 
haben können, indess ein Kreis im Allgemeinen nur eine Berüh- 
rung der zweiten Ordnu® mit einem Kegelschnitt haben kann, 
so bestätigt es diese Theorie; denn damit zwei Curven 

y=f (2), Y=p(e) 
eine Berübrung der zweiten Ordnung mit einander haben, muss 
für den Berührungspunkt ausser der Gleichheit der Ordinaten der 
Curven die Gleichheit der ersten und zweiten Differential-Quotien- 
ten ihrer Gleichungen stattfinden. Die Curve, welche in einem 
gegebenen Punkte eine Berührung der zweiten Ordnung mit einem 
Kegelschnitt haben soll, ist sonach drei Bedingungs -Gleichungen 
unterworfen. Da die Gleichung eines Kreises nur drei unabhän- 
gige Constante enthält, nämlich die Coordinaten seines Miltelpunkts 
und seinen Halbmesser, so giebt es immer einen und nur einen 
solehen berührenden Kreis. Weil aber für eine Berührung der 
“ dritten Ordnung zu den vorigen Bedingungen noch die der Gleich- 
heit der dritten Differential-Quotienten hinzutritt, so kann ein Kreis 
den Bedingungen einer Berührung der dritten Ordnung im Allge- 
meinen nicht genügen. Für die Scheitelpiiikte der Curve findet 
aber eine solche allerdings statt. 

Ist y= f(x) 
die Gleichung der Curve und 

(e — $ + U ny R, 
die Gleichung des Kreises, welcher im Punkte xy eine doppelte 
Berührung mit derselben hat, so gelten zur Bestimmung der Con- 
slanten &, y, R derselben die Gleichungen 

—-P’+@W-W'=R, 

"T d _ 
(= — $) + y. n ae 
a 
1 t +u- mo 


dx 


Aus ihnen ergiebt sich 


dy* dy ( Sr) 
a + dz? P "TSI ir dx’ 
ul Be "ad Dei Dr ec 
da” da 
dyi’ dy’ \? 
(1 + 5%) (ut 
al Kon Di. y = N 
also R = (= —, oler R + Ty ; 
dax* dz* 


Durch diese Gleichungen sind der Krümmungsmittelpunkt und der 
Krümmnngshalbmesser für einen beliebigen Punkt einer gegebe- 
nen Curve vollständig bestimmt. 


Wendet man diese Ergehnisse auf die Mittelpunkts-Gleichung 
der Central-Kegelschnitte an 


x? y? 
a? E p = I 
hält man dy i E p 
"hält ma -= — —, ——- - 
a N de a'y da* a'y” 
la'y" + Ward 


also ` R = 


a'b' 
welches leicht in die früher entwickelten Ausdrücke überzuführen 
ist, für den Halbmesser des Krümmungskreises, und 


PEP ”—.a 
5 = FR =’ und n z2 Tr 


y 
für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes. 


Man kann für eine beliebige Curve nach dem geometri- 
schen Ort aller ihrer krümmungsmittelpunkte fragen. 
Die Erörterungen des Artikels 259 zeigen, dass die Curve, welche 
dieser Ort repräsentirt, zugleich die Enveloppe der Norma- 
len der gegebenen Curve ist, und es liegen somit in diesen 
beiden Auffassungen zweierlei Wege zu ihrer Untersuchung ange- 
deutet. Wir erörtern im Sinne der Methode des Differential-Cal- 
culs nur die erstere an dieser Stelle,” zur Ergänzung des Arti- 
kels 247, welcher bereits die Evolute der Kegelschnitte be- 
handelte. 


GABINET MATEMATYTZNT 
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Um den Ort der Krümmungsmittelpunkte für eine gegebene 
Curve zu finden, hat man nur zwischen den Gleichungen zur Be- 
stimmung des Krümmungsmittelpunktes 


ji 
(æ — $) + (y — n) Yo, 
” de 
dy* dy 
I+ FR} y—n Tri o 


und der Gleichung der Curve 

f (2, y) = 0 
die Veränderlichen æ und y zu eliminiren; das Resultat der Eli- 
mination ist die Gleichung der Evolute. 


. at z 
Für die Gleichung — + = l 
a iR 
I Va T bt 
erhält man Se 4 > 7 
dæ ay’ dx a'y’ 


und damit die Bedingungs-Gleichungen 


ay’ -+ et ab (y — 7) = 0, 


a'y (& — §) — b'x (y — n) = 0; 
die Elimination liefert für a? — b? = c°? die Gleichung der Evolute 
SE) bn\d 
4 sur a n\ 
in der Form (=$) ES (22) ik 


lm Artikel 247 haben wir dieselbe Gleichung unmittelbar aus den 
Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes abgeleitet. 

Die Betrachtung des Unendlichkleinen zeigt sofort die Rich- 
tigkeit des folgenden Satzes, der eine wichtige Eigenschaft der 
Evoluten überhaupt ausspricht: Die Differenz zwischen ir- 
gend zwei Krümmungshalbmessern einer Curve ist 
dem Bogen der Evolute gleich, welcher zwischen den 
entsprechenden Krümmungsmittelpunkten liegt. 


269. Während in den bisher untersuchten Fragen die Diffe- 
rential-Rechnung allein zum Ziele führte, so muss sie in den Unter- 
suchungen über Quadratur und Rectification der Curven 
mit der Integral-Rechnung verbunden werden. Die Betrachtungen 
der Differential-Rechnung führen nur zur Bestimmung des Flä- 
chen-Elements und des Bogen-Elements einer Curve; um 
daraus die Quadratur oder Rectification derselben zu erhalten, muss 
man eine Summirung dieser Elemente oder eine Integration vor- 


nehmen. 
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Unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten wird das 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ordinalen, der Curve und der 
Achse der x eingeschlossene Flächenelement durch 

ydx 
repräsentirt; ebenso das zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ab- 
scissen, der Achse der y und der Curve enthaltene durch 

æ dy. 

Die Integration jenes Ausdrucks zwischen „bestimmten Gren- 
zen, d. i. die Summirung aller solcher Flächenelemente zwischen 
zwei bestimmten Ordinaten, liefert den Inhalt der Fläche, welche 
von der Abscissen-Achse, von zwei bestimmten Ordinaten und dem 
zwischen ihnen enthaltenen Bogen der Curve eingeschlossen ist; 
ebenso die Integration des zweiten Ausdrucks zwischen bestimmten 
Grenzen den Inhalt der Fläche, welche von der Ordinaten-Achse, 
von zwei bestimmten Abseissen und dem zwischen ihnen liegenden 
Curvenbogen enthalten ist. In jedem Falle ist 

Sedy + Jydx == xy + c. 
Weil der Inhalt des von zwei Punkten xy, xy” mit dem 
Anfangspunkt der Coordinaten bestimmten Dreiecks durch 
pie y m a s E a) 
ausgedrückt wird, so ist er für zwei aufeinanderfolgende Punkte 
der Curve, d. h. für das von einem Bogenelement derselben mit 
dem Anfangspunkt der Coordinaten gebildete Dreieck 
1 (zdy — yda). 

Durch Transformation zu Polar -Coordinaten erhält man dar- 
aus den Inhalt eines Klementar-Dreiecks, d. h. den Inhalt 
des zwischen zwei aufeinander folgenden Radien vectoren und der 
Curve eingeschlossenen Dreiecks 

=} edp, 
wie auch aus der Betrachtung des Unendlichkleinen alsbald er- 
sichtlich ist. 

Wenn in dem Falle rechtwinkliger Coordinaten und für die 
Integration des Flächenelements ydæ innerhalb der Grenzen, 
zwischen welchen man integrirt, die Ordinate y das Zeichen wech- 
selt, so muss man das Integral in zwei Theile zerlegen, welche 
durch die Ordinate o oder co, bei welcher der Zeichenwechsel 
stattfindet, getrennt sind, um nicht die Differenz zweier Flächen- 
inhalte zu bekommen, deren getrennte Werthe man natürlich zu 
wissen wünscht. 


Salmon, Anal, Goom. der Kegelschnitte, 19 
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Die analoge Vorsicht ist in dem Falle der Polar - Coordnaten 
für die Durchgänge des Radius vector durch die Werthe Nal und 
Unendlich zu beobachten. 

Für das Bogenelement einer Curve ds ergiebt sich beim 
Gebrauche rechtwinkliger Coordinaten der Ausdruck 

ds? — da? + dy. 
Daraus folgt durch Transformation oder durch directe Ableitung 
für Polar-Coordinaten 

dè =de + pdr. 

Wenn wir ferner durch p die vom Anfangspunkt der Coor- 
dinaten auf eine Tangente der Curve gefällte Senkrechte bazeich- 
nen, und sie durch den von ihr mit der Achse der æ eingeschlos- 
senen Winkel $ ausgedrückt denken (vergl. Art. 179), so erhalten 
wir in dem durch zwei aufeinander folgende Senkrechte m der 


Tangente bestimmten Element 
pd 


das Wachsthum der Summe der Tangente und des 
Bogens, jene von dem Fusspunkt der Senkrechten bis 
zum Berührungspunkt, dieser von einem beliebigen 
festen Punkte der Curve aus gemessen. 


270. Wir geben zunächst einige Beispiele von der Quadratur 
der Curven in rechtwinkligen Coordinaten. 
Man soll den Flächeninhalt eines Kreissegments 
bestimmen. 
Die Gleichung des Kreises sei 
Rene u A 
Das Flächenelement ist sodann 


a — ii). da 
und daher der Inhalt 
P wE dx 
` d w > 
= ıyl® — a le fizi a? x) 
d. i faz vie — rf = d A S + S, da 
j =- 2 2 . Y aè Maf] 


Zwischen den Grenzen <= + a, x= — a genommen, 
liefert diess den Inhalt des MHalbkreises 


ma? 


Man erkennt in jenem Ausdrucke leicht die Summe des Drei- 
ecks PCM (Fig. 103) und des Sectors BCP, denn Fig. 103. 
jenes hat in der That zum Ausdruck seines Inhalts Æ p 


A. | 


x - / i 
2 f \ 
e\ JA 


demnach ist der Sector 
? 


y 
1 


a a- a 
— are sin N arc., BM, 

03 a "+ 

2 2 


wie bekannt. 
Man soll den Inhalt der Ellipse 


bestimmen. 
Das Element desselben ist 
Ò m 
= = V (a — 2). dx, 
und daher der Inhalt des zwischen den zur Abseisse Null und der 
Abseisse x gehörigen ve gelegenen Flächenstücks 


=} (ve — ld. 


Für den über der grossen Achse der Ellipse als Durchmesser be- 
schriebenen Kreis ist die entsprechende Fläche 


u <) AC (dm~ da 


und somit TER, 
(vergl. Art. 255). Daher ist der Inhalt der ganzen Ellipse zu dem 
des Kreises in demselben Verhältniss. 

Dieselbe Figur (Fig. 104) lehrt leicht, dass dic Fig. 104, 
Dreiecke CMP und CMQ im Verhältniss &: a stehen 
und daher wegen wa SR 

u — CMP b 
u — CMQ a 
Sector CRP b 


oder —— =—, 
Sector CHQ a 
eine Formel zur Berechmwg eines elliptischen Sectors. 


19* 
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Aus derselben Betrachtung und der Eintheilung des Kreises 
in gleiche Sectoren ergiebt sich die Eintheilung der Ellipse in 
gleiche Sectoren. 


271. Welchesist der Inhalt der Hyperbel 


Das Segment AM P ist durch die Formel 


l 2 
"R d f y z a”) dx 
af ò 


gegeben. 


Man erhält 


5 TE - ` 2 “ 
[Vee dæ = a py (a*a) f nr 
a JYle—af) 


Ber, =a . 71 . 
= 2 y (ata) — f y ira’) de — +j - er > 
r } (a* ~a") 
somit 


> 3 we i ? f 
h (2? jdr = dti -— — log (x+ yat — a®)) +e. 


Also der Inhalt des hyperbolischen Segments (Fig. 105) 


Rn anp Ki ab log iR e =, 
2a 2 a 


- B, ab - E r) 
au u San Teiche 


Da = die Fläche des Dreiecks CPM ist, so ist 


ab x y\ 
log + r) 


a 
die Fläche des Sectors CAP. 
Für die gleichseitige Hyperbel, welehe wir durch ihre Asym- 
ptotengleichung zy == «a? gegeben denken, ist die Fläche von der 
Abseisse x, bis zur Abscisse x 


= > . 

N- da ` x 
ua == «log —. 
“20 %* LA 


Dieser Zusammenhang der Flächen der gleichscitigen Hyperbel 
mit den natürlichen Logarilhmen ihrer Abseissen begründet die 
Benennung Ihyperbolische Logarithmen. (Vergl. Art. 257.) 
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272. Welches ist der Inhalt der durch die allge- 
meine Gleichung 
AL + 2Bxy+ Cy + Da 
gegebenen Ellipse? 
Wenn wir diese Gleichung für y auflösen, so ergiebt sich 
ein Ausdruck von der Form 


Die Gleiebung y == P 
repräsentirt alsdann den Durchmesser, welcher die der Achse der 
y parallelen Sehne halbirt und das Integral 
| Pdx 
. e 

den Inhalt des Flächenstücks, welches zwischen diesem Durchmes- 
er, jener Achse und der Curve enthalten ist. 

Ebenso repräsentirt | P + yoda 

e 

die zwischen dem oberen Zweig der Ellipse und der Achse enthaltene 
Fläche, und P— y Q) dx 
die zwischen dem untern Zweig der Curve und der Achse enthal- 
tene Fläche. 

Daraus folgt, dass das Flächenelement der Ellipse selbst durch 

27 fi Q dx 
dargestellt wird und dass man die ganze Fläche derselben erhält, 
indem man zwischen denjenigen Werthen von æ als Grenzen in- 
teerirt, für welche Q verschwindet. 
? rA ma 
Nun ist | a ar! de = - 
d 


uwd pla + 2b — e= |\/ acth (ox Pa 
€ 


somit das - fi a+2ı2 — cldx 


zwischen den Grenzen, für welche das Radical verschwindet, 
elac +b’ 


2! 


Durch Vergleichung von a + 2bx — cæ’ mit Ọ und Einfüh- 
rung der daraus entspringenden Werthe für a, b, c in den vori- 
gen Ausdruck erhält man endlich den fraglichen Inhalt 

a/dE®+ CD? + FBF — ACF — 2BDE 
ni [aC — pl 
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Für den Kreis, bei welchem A=(, B= ist, liefert diess den Aus- 
ID 4+ E — AF) 


druck ; Ze 2. rE. 
welcher wegen 
p E F 
= — a, = —b), — =a D — r? 
i Mii Re 


in ær? übergeht. 


273. Um ein Beispiel von der Anwendung der Polar- 
Coordinaten zu geben, bestimmen wir den Inhalt des Krei- 
ses 0? — 2cọ cos? + e — r= o. 

Nehmen wir den Pol ausserhalb des Kreises gelegen an, so 
ist das Flächenelement j 

— 4 lo? — 02) dð, 
wenn ọ, und o, die beiden dem nämlichen Werth ‚von 2 entspre- 
chenden Werthe des Radius vector sind. Wegen 
e = cos ® + yirt — e sinto 


ist aber diess Flächenelement 


=? ¢ 008 # ye — € sin’) dò. 
Die Integration zwischen den Grenzen c sin $ = + r giebt end- 
lich den Inhalt A 
Wenn der Pol innerhalb des Kreises liegt, so ist das Flächen- 
clement = p (0 t or) do, 


oder durch Auswerthung 
= (r? + 0 cos 28) dÈ, 
und die Integration zwischen den Grenzen o und x liefert x7r?, 
wie vorher. 
` 
274. Daran schliessen wir die Anwendimg der im Art. 269 
entwickelten Prineipien zur Rectification der Kegelschnitte. 


1.) Rectification der Parabel. Weil für die Parabel 


1 z N 
Int ist, so wird das Bogenelement 
dœ 24 
m 
ds — dy’ (i + Sy ) 
P 
d 2. s 
oder ds = = ViP + 4y’). 
73 


Messen wir den Bogen vom Scheitel der Curve an, so ist 
. ı f” Fr a pe i 
s = f dyy (p + +y"). 
P” 
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Man hat aber 


f ` 4y’ dy 
favi 3y + p) = yy Gy +t p — / —, 
. JIVOY tP 


f. åy" dy 2 nar P ody 

1 — =f yV 4i B u —— 
und Jvay+® . dyy y P si) Vay pm) 

w dy 


endlich f TET = log (ay+7 tyt + 7) +C. 

Folglich : 

pr 7° -i yV ayt p — 

F favi ne 0 a T (2y HVH p") + C- 


Weil das Integral für y == 0 den Werth Null haben muss, ist 


= = log p +C oder C = — = log p. 
und daher 
yV Gy + 1) p, [2y +V +) 
= = - - 5 log ee mi 


p P 


2 


’ 
Aus der Volargleichung der Parabel 


o cos? 4 ud =m 
(der Winkel $ wird von der Seite FV her gemessen, Fig. 106) 
18 
folgt das Bogenelement ds = eo 2 
cos hO 
und somit : 
m sin 40 fi dd msinġ® w F 
== cos" 40 2 cos 40 cd + a log tan f $ =): 
Der algebraische Theil dieses Integrals PT 
. je z z 
ist augenscheinlich = PR, weil FV=m > 
wmd L RFF = L PFR = ġ® ist. Selzt 
L a L e | PT 
man diesen Winkel 4 9 — o und FR=p el 
A m RT | 
so ist p = — und pdop das Element ' | 
coso z HAZ -= 


der Diflerenz zwischen dem Bogen PV 
und der Tangente PR; ınan kann daraus 
das nänmliche Ergebniss wiedererhallen. 


2.) Die Rectification der Ellipse. 


Die Substitution x = a sin 9 und y = b cos œ giebt für das 
Bogenelement der durch ihre Mittelpunktsgleichung repräsentirten 
Ellipse den Ausdruck 
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9 or 
Das Integral J doy (i — e sin’p)» 


o 


welches den vom Endpunkt der kleinen Achse aus gemessenen Bo- 
gen auswerthet, ist eine transcendente Function, deren Werth nicht 
in endlicher Gestalt, sondern nur durch Reihenentwickelung ange- 
geben werden kann; man bezeichnet sie als die elliptische 
Funetion der zweiten Art. Ihre Auswertbung kann und 
soll hier nicht näher angegeben werden. 

Die in Artikel 269 erläuterte und soeben erinnerte Function 
pd% liefert, weil pP = «a cos? + b sin’? 
ist, genau denselben Ausdruck für das Element der Summe des Bo- 
gens und der Tangente vom Endpunkt der grossen Achse aus gezählt. 
Wenn wir also zwei Punkte zy und zy” in der Curve so wäh- 
len, dass der Sinus des Winkels, welchen die Senkrechte „zur Tan- 


gente im Punkte æy mit der Achse der æ bildet, = S ist, so 
a 


ist die Summe der Tangente und des Bogens vom End- 
punkte der grossen Achse bis zum Punkte xy gleich 
dem vom Endpunkte der kleinen Achse bis x’y” ge- 
messenen Bogen. 

Aechnliche Folgerungen ergeben sich aus der Grundformel für 
die Beziehungen zwischen den elliptischen Functionen der zwei- 
ten Art Elp) + Eiw) — Elo) = c*sin p sin y sino, 
wo cos 6 = cos p eos y — sin p sin Y yu — e sino 
ist; es ergiebt sich daraus, was wir bereits rein geometrisch be- 
wiesen, dass unendlich viele Paare elliptischer Bögen 
aufgefunden werden können, deren Differenz einer 
geraden Linie gleich ist. (Vergl. Art. 263.) 

3.) Rectification der Hyperbel. Auch für die Hyperbel 
wird die Grösse pd$—=d%y (a — e sin’®), 
nur mit dem Unterschiede, dass die Grösse 


= a -+- b? 
jetzt grösser ist als «, indess sie vorher kleiner war als a. Sie 
wird dureh «lie Substitution c sin # =— a sin œ auf elliptische 


Funetionen reducirt, denn es ist 


1 
5 q ac(1 — 3 
a SE en 7 f. : in") PESE "i a aaa 
ë 


Vle’ — sin’) 
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Demnach wird die Differenz zwischen Bogen und Tangente durch 
eine elliptische Function der ersten und eine der zweiten Art aus- 


i ; Ed a ; 
gedrück}, deren gemeinschaftlicher Modulu ni ist. Die voll- 


ständigen Functionen geben die Differenz zwischen der Asymptote 
und dem unendlichen hyperbolischen Bogen. 


Die Formel, welche drei elliptische Funetionen mit gemein- 
schaftlichem Modulus vergleicht, erlaubt uns auf unendlich vielerlei 
Arten zwei hyperbolische Bögen zu bestimmen, deren 
Differenz eine algebraische Grösse ist. 


Im Jahre 1780 bewiess Landen, dass der Bogen einer Hy- 
perbel durch zwei elliptische Bögen ausgedrückt werden könne. 
Dies ist eine unmittelbare Folge der Recductionsformel von La- 
grange: 


Fle, p) = 2Ele,p) — (2 + 2c) Ele,9,) + 2c sing, 
1—b, \ 
wo = IF tan (9 — p) = b, Lan p; 


ist. 


Vierzehntes Kapitel. 


Methoden der abgekürzten Bezeichnung. Die 
trimetrischen Coordinaten -Systeme und das 
Princip der Dualität. 


275. Wir haben im Art. 15 gezeigt, dass wir eine Gleichung 
des mn“" Grades zur Bestimmung der Durchschnittspunkte zweier 
Gurven des m“" und z” Grades erhalten; und weil eine Gleichung 
des mn"” Grades immer mn reelle oder imaginäre Wurzeln hat, so 
erkennen wir, dass eine Curve des m“ Grades eine Curve des n” 
Grades in mn reellen oder imaginären Punkten durchschneidet. 
Zwei Kegelschnitte S= 0, S'o durchschneiden einander daher 
immer in vier reellen oder imaginären Punkten; und (Artikel 36) 
S+kS—o ist die Gleichung eines andern Kegelschnitts, der 
durch diese vier Durchschnittspunkte hindurchgeht. 
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276. Dies ist übrigens auch dann immer wahr, wenn eine 
oder beide Grössen S, ŞS in Factoren zerfällbar sind. So ist, 
wenn S in Factoren zerfällbar ist, und das Paar der geraden Li- 
nien «= 0, =o repräsentirt, 

S+ kaß =o 

offenbar durch die Coordinaten der Punkte befriedigt, in welchen 
die Linien «œ oder 8 die Curve S schneiden, und repräsentirt also 
einen Kegelschnitt, welcher durch die vier Punkte geht, in de- 
nen S durch das Paar von geraden Linien geschnitten wird. 
Es ist daher die Gleichung eines Kegelschnitts, 
welcher die geraden Linien œ und ĝ zu seinen 
Durchschnittssehnen mit S hat. Wenn eine der Geraden 
a oder ß den Kegelschnitt S nicht in reellen Punkten durchschnei- 
det, so ist sie immer als eine Sehne des imaginären Durch- 
schnitts zu betrachten und bewahrt manche wichtige Eigenschal- 
ten in Beziehung auf die beiden Curven, wie wir es früher in dem 
Falle des Kreises gesehen haben. (Art. 139.) 

Wenn S und $ beide in Factoren zerfallen, so repräsentirt 
die Gleichung «y + kßð =0 
dey dem Viereck «fy umschriebenen Kegelschnitt. 
(Vergleiche Art. 132.) Es ist offenbar, dass im Vorhergehenden « 
nicht nothwendig eine gerade Linie bezeichnet, deren Gleichung 
auf die Form zcos@e+ysin« == p redueirt ist, sondern dass 
auch S + ZM = o (Festsetzung Artikel 52) in gleicher Art einen 
Kegelschnitt repräsentirt, welcher durch die Punkte geht, in denen 
die geraden Linien Z und M den Kegelschnitt Sdurchschneiden u. s. w. 


Aufg. 1. Welches ist dieGleichung eines Kegel- 
schnitts, welcher durch die Punkte geht, in welchen ein 
gegebener Kegelschnitt S die Achsen schneidet? 

Hier sind die Achsen x == o, y = o die Durchschnittssehnen und 
die Gleichung muss daher von der Form sein 

S+kay=o, 
wo k unbestimmt ist. (Aufg. 1. Art. 111.) 


Aufg. 2. Finde die Gleichung des Kegelschnitis, wel- 
cher durch fünf gegebene Punkte geht. 

Nachdem man die Gleichungen von @, $, y, Ò, den Seiten des duech 
vier der gegebenen Punkte gähemlen Vigreche gebildet hat. weiss man, 
dass die Gleichung von der Form 

ay == kßo 
sein muss, und indem man in diese Gleichung die Coordinaten des fünften 
Punktes substituirt, erhält man einelineäre Gleichung zur Bestimmung vor A. 
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Aufg. 3. Bilde die Gleichung des durch die Punkte (1,2), (3, 5), 
(— 1,4), —3, — 1), (— 4, 3) gehenden Kegelsehnitis. 


Indem wir den Kegelschnitt als einen dem aus den ersten vier Punk- 
ten gebildeten Viereck umschriebenen betrachten, erhalten wir seine 
Gleichung unter der Form 
(Bx — X + 1) (öx — ły + 13) = k(x — 4y + 17) (ix — 4y +5), 
und da diese Gleichung viberdiess durch die Coordinaten (— 4,3) des 
fünften Punktes erfüllt werden muss, so ergiebt sich k = — — 
darnach durch Einsetzen dieses Werthes und Reduction 

792? — 30xy + 3014y? + 11018 — 1665y + 1586 = 0 


als die verlangte Gleichung. 


277. Wir baben gesehen, dass die Gleichung 
S -4+ kab =o 


einen durch die vier Punkte P, O0, p, q gehenden Kegelschuitt 
(Fig. 107) repräsenlirt,` wo der Kegel- Pig. 107. 


schnitt § durch die Geraden «, 8 ge- wa A 
schnitten wird, und es ist offenbar, dass, = p 
je näher beisammen die Linien «, ß , 

sind, desto näher der Punkt P dem p Í ) 
und Q dem g ist. Setzen wir dann vor- ^ 

aus, dass die Linien œ und ß zusam- ` j 
menfallen , so fallen die Punkte P, p; 4 
0, q zusammen und der zweite Kegel- 

schnitt berührt den ersten in den Punkten P und 0. Wir lernen 


daraus, dass die Gleichung 
S + ke =o, 


einen Kegelschnitt repräsentirt, der mit S in der ge- 
meinschaftlichen Sehne a cine doppelte Berührung 
hat. Ebenso repräsenlirt «y + k8? = o einen Kegelschnitt, der 
die Linien e und y zu Tangenten und 8 zu ihrer Berührungssehne 
hat, wie wir im Art, 133 gesehen haben. 


Die Gleichung S+2-o 
stellt einen Kegelschnitt dar, der mit S in der Selme Z eine dop- 
pelte Berührung hat; und ZN = M? 
bezeichnet einen Kegelschnitt, zu welchem Z und N Tan- 
genten sind, während M ihre Berührungssehne ist, 
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Wenn überdies die Linie & eine Tangente zu S ist, so fal- 
len die zwei Punkte P md Q zusammen und der Kegelschnitt 
S+ ka* hat mit S vier aufeinanderfolgende Punkte gemein und 
besitzt daher mit ihm cine Berührung dritter Ordnung. 
So z. B. haben wir in Art. 244 gesehen, dass die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte, die eine Berührung der dritten Ordnung in 
einem Punkte der Achse der x miteinander haben, von der Form 
sind S=o und S4 ky’ =o. 

Wir fügen als ein Beispiel der Uebung in dieser symbolischen 
Ausdrucksweise die folgende Betrachtung hinzu. Wenn 

Ao, Baz 0, O A Di Eo y E0, 

die Gleichungen von fünf geraden Linien repräsentiren, so ist 
AB == CD 

die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher durch die von den Ge- 

raden 4 upd B mit den Geraden C und D bestimmten Durch- 

schnittspunkte geht; AB = E? 

ist die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher die geraden Linien 

A und B in den Punkten berührt, in welchen sie von der Gera- 

den Æ geschnitten werden; 


CD = F 
ist ebenso die Gleichung eines Kegelschnitts, der die Linien C und 
D in ihren Durchschnittspunkten mit der Geraden Æ berührt. 

Da nun jede dieser Gleichungen die Consequenz der beiden 
andern ist,- so schneiden sich diese drei Kegelschnitte 
in denselben vier Punkten. 

Man denke nun zwei demselben Kegelschnitt S= o einge- 
schriebene Dreiecke, deren Ecken 4, B, C und a, b, c sein mö- 
gen. Wenn die Seiten 43 und ab den, Kegelschnitt S == o. be- 
rühren, so berühren nach dem Vorigen 4a und Bb einen Kegel- 
schnitt U=o, welcher durch die vier Punkte geht, welche den 
Kegelschnilten S—=o, S ==0 gemeinschaftlich sind. Und wenn 
BC und be einen Kegelschnitt S”= o berühren, welcher durch 
dieselben vier Punkte geht, so berühren Bb und Ce denselben 
Kegelschnitt U == o. Da endlich Aa und Ce den Kegelschnitt 
U= o berühren, so berühren 4C und ac einen Kegelschnitt T 
= o, welcher durch dieselben vier Punkte geht, in denen S und 
S’ sich schneiden. 

278. Die in den vorigen Artikeln gegebenen Gleichungen er- 
fahren wichtige Modificationen, wenn irgend eineger in ihnen 
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auftretenden Linien in unendlicher Entfernung ist. 
Es ist in Art. 64 gezeigt worden, dass, wenn eine gerade Linie 
in unendlicher Entfernung gelegen ist, ihre Gleichung auf das 
constante Glied reducirt wird. Wenn wir in einer der vorhergehen- 
den Gleichungen für eine der Grössen «, ß u. s. w. eine Constante 
substituiren, so haben wir die Form, welche die Gleichung an- 
nimmt, wenn eine der geraden Linien «, ß u. s. w. in einer un- 
endlichen Entfernung ist. 
Wenn wir demnach in der Gleichung 
PN a ME, 
welche einen Kegelschnitt repräsentirt, der von den geraden Li- 
nien Z==o und N=o in den Punkten berührt wird, die er mit 
der geraden Linie W= o gemein hat, für M eine Constante m 
substituiren, so erhalten wir in der Gleichung 
DN =m" s 
die Gleichung eines Kegelschnitts, der die geraden Linien 
Z=o, N==o in ihren unendlich entfernten Punkten berührt, 
d. h. der diese Linien zu Asymptoten hat. Wenn wir die 
Linien Z und M als Achsen voraussetzen, So dass für Z=0o, N—=o 
z Be 
zu substituiren sind, so ergiebt sieh die wolhlbekannte Form der 
Gleichung eines Kegelschnitts in Bezug auf seine Asyınptoten 


e Pynt. 
(Art. 204.) In gleicher Weise bezeichnet 
IN = M, 


wo l eine Constante ist, einen Kegelschnitt, zu welchem die Gerade 
N==o eine Tangente ist und ¿= o, die unendlich entfernte ge- 
rade Linie, die andere. In dieser Gleichung bilden die höchsten 
Potenzen der Veränderlichem das vollkommene Quadrat M? und 
die Curve ist daher eine Parabel. Umgekehrt hat jede 
Parabel eine ihrer Tangenten in unendlicher Entfer- 
nung. In der That ist die Gleichung, welche die Richtung be- 
stimmt, in welcher die unendlich entfernten Punkte einer Parabel 
zu suchen sind, ein vollkommenes Quadrat. (Art. 9t.) Die zwei 
Punkte im Unendlichen der Curve fallen daher zusammen und die 
unendlich entfernte Gerade ist als eine Tangente derselben zu betrach- 
ten. (Art. 87.) Auch die Form der Gleichung der Parabel px — y’, 
welche im XI. Kapitel besonders gebraucht worden ist, zeigt an, 
dass die gerade Linie im Unendlichen p== o eine Tangente der 
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Curve, die Linie <= o die andre und der Durchmesser y =o die 
ihre Berührungspunkte verbindende gerade Linie ist; und allge- 
mein bezeichnet die Gleichung 

(ax + by? + Dx4 Ey +4 F=o 
eine Parabel, von welcher Dæ + Ey +- F =a eine Tangente und 
ax + by =o der Durchmesser durch den Berührungspunkt ist. 


279. Auf dieselbe Weise schliesst man, dass die Gleichun- 
gen SoSe 
(wo Z eine Constante ist) zwei Kegelschnitte repräsentiren, 
die einanderinden zwei endlichen Punkten, welche die 
Gerade M=o mit ihnen gemein hat, und überdiess in 
den zwei unendlich entfernten Punkten schneiden, in 
denen die Gerade ¿=o sie trifft. In den beiden Gleichnn- 
gen l S =, SIM = o 
sind aber die Coefficienten von °, vy und y? dieselben, und sie 
repräsentiren daher nach Art. 237 zwei ähnliche und ähn- 
lich gelegene Kegelschnitte. Wir schliessen daraus, dass 
zwei ähnliche und ähnlich gelegene Kegelschnitte 
einander nur in zwei endlichen Punkten schneiden 
können, weil sie einander überdiess stets in zwei 
reellen, zusammenfallenden oder imaginären Punk- 
ten im Unendlichen schneiden. ° 


280. Wir können zu demselben Schlusse auch in anderer 
Weise gelangen. 

Erstens: Wenn die Curven Hyperbeln sind. Die Asymptoten 
ähnlicher und ähnlich liegender Hyperbeln sind parallel (Art. 238), 
d. h. sie schneiden einander in unendlicher Entfernung. Jede Asym- 
ptote schneidet aber ihre Curve selbst in ihrem unendlich entfernten 

Fig, 108. Punkte; wir schliessen somit, dass ähn- 
liche und ähnlich gelegene Hyper- 
beln einander in den zwei unend- 
lich entfernten Punkten begegnen, 
in denen jede durch ihre Asympto- 
ten geschnitten wird. (Fig. 108.) 

Zweitens: Wenn die Curven Ellipsen 
sind. Ellipsen weichen von Hyperbeln nur 
16 darin ab, dass sie imaginäre anstatt der 
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reellen Asymptoten haben. Die Lage der unendlich entfernten 
Punkte zweier ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen werden 
dureh dieselbe Gleichung 
(da? + Bxy + Cy = o0) 

(Art. 97 und 237) bestimmt. Obgleich nun die Wurzeln dieser 
Gleichung in beiden Fällen imaginär sind, so sind es doch in bei- 
den Fällen dieselben imaginären Wurzeln; und wir schliessen 
daraus, dass zwei ähnliche Ellipsen, durch diesel- 
ben zwei imaginären, unendlich entfernten Punkte 
gehen. 

Drittens: Wenn die Curven Parabeln sind. Sie werden 
beide durch die unendlich entfernte gerade Linie berührt. Die 
Richtung, in welcher der unendlich entfernte Berührungspunkt 
liegt, ist dieselbe wie die des Durchmessers (Art. 95) und daher 
für zwei ähnlich gelegene Parabeln die nämliche. (Art. 239.) Also 
berühren einander zwei ähnlich gelegene Parabeln 
inihrem unendlich entfernten Punkte. 


281. Aus Art. 254 folgt auch in derselben Weise, dass die 
Gleichung S + 2? o, in welcher ! eine Constante ist, einen Kegel- 
schnitt repräsentirt, der den Kegelschnitt S in zwei unendlich ent- 
fernten Punkten berührt. Wenn aber die Gleichungen zweier 
kegelschnitte nur im constanten Gliede differiren, so sind diese 
letztern, weil die Coordinaten des Centrums F nicht enthalten (Art. 
93), concentrisch; und weil die ersten drei Glieder in beiden 
Gleichungen übereinstimmen, einander ähnlich; die Kegel- 
schnitte S und S-+2? sind daher ähnlich und concen- 
trisch. Und wir lernen, dass ähnliche und concentri- 
‚sche Kegelschnitte als solche zu betrachten sind, die 
einander in zwei Punkten in unendlicher Entfernung 
berühren. Diess ist ausserdem deshalb evident, weil wir im 
letzten Artikel gezeigt haben, dass die beiden Curven durch die- 
selben zwei Punkte im Unendlichen gehen; denn weil sie diesel- 
ben reellen oder imaginären Asymptoten haben, so besitzen sie 
auch dieselben Tangenten in diesen Punkten. 

Wenn die durch S= o und S + ? == o dargestellten Cur- 
ven Parabeln sind, so haben sie in ihrem gemeinschaftlichen 
unendlich entfernten Punkt eine Berührung der dritten 
Ordnung, weil die unendlich entfernte gerade Linie beide 
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berührt. Zwei Parabeln, deren Gleichungen nur im constanten 
Gliede verschieden sind, sind aber einander gleich; denn die Pa- 
rabeln y? = px und y’= p(x + n) sind offenbar gleich, und wenn 
der Ursprung der Coordinaten nach irgend einem andern Punkte 
verlegt wird, so differiren die Gleichungen immer nur in dem con- 
stanten Glied. -Wir haben überdiess im Art. 211 gesehen, dass 
der Ausdruck für den Parameter der Parabel das absolute Glied 
nicht enthält. Daher sind die Parabeln S und S + !? einander 
gleich und wir lernen, dass zwei gleiche und ähnlich ge- 
legene Parabelnalssolche betrachtet werden können, 
die mit einander eine Berührung der dritten Ordnung 
im Unendlichen haben. 


282. Weil alle Kreise als ähnliche und ähnlich gelegene 
Ellipsen zu betrachten sind, so folgt als ein specieller Fall des 
letzten Artikels, dass alle Kreise durch dieselben zwei 
imaginären Punkte im Unendlichen gehen, und dass 
concentrische Kreise einander in zwei imaginären 
Punkten in unendlicher Entfernung berühren. Darin 
erkennen wir den Grund, weshalb Kreise einander nicht in mehr 
als zwei endlichen Punkten schneiden können, und warum concen- 
trische Kreise sich in keinem endlichen Punkte schneiden, obgleich 
zwei Curven des zweiten Grades im Allgemeinen vier Punkte mit 
einander gemein haben. 


Im weitern Verfolg dieser Betrachtungen werden wir zei- 
gen, dass die in Art. 138 u. f. begründeten Sätze in Bezug auf 
Kreise, welche durch gieselben zwei Punkte gehen, nur specielle 
Fälle allgemeinerer Lehrsätze sind, in Bezug auf Kegelschnitte, 
welche dieselben vier Punkte enthalten. 


283. Wir bezeichnen ferner in dem Nächstfolgenden einige 
Schlüsse, welche unmittelbar aus der Interpretation der vorigen 
Gleichungen mit Hilfe des Art. 27 folgen. So drückt die Glei- 
chung «ß =k}? aus, dass das Product der Senkrechten 
von irgend-einem Punkte eines Kegelschuitts auf zwei 
feste Tangenten desselben zu dem Quadrat der Senk- 
rechten auf ihre Berührungssehne in einem constan- 
ten Verbältniss ist. 


Die Gleichung wy = kp, 

auf gleiche Weise interpretirt, führt zu dem wichtigen Salz: 
Das Product derSenkrechten von irgend einem Punkte 
eines Kegelschnitts auf zwei Gegenseiten eines dem- 
selben eingeschriebenen Vierecks ist zu demProduet 
der von ihm auf die beiden andern Seiten dessel- 
ben gefällten Senkrechten in einem constanten Ver- 
hältniss. i 


Aus dieser Eigenschaft erkennen wir sogleich, dass das 
Doppelschnitts-Verhältniss eines Büschels, dessen 
Strahlen durch vier feste Punkte eines Kegelschnitts 
gehen, und dessen Scheitel ein veränderlicher Punkt 
desselben ist, constant bleibt, 
während dieser letztere den Kegel- Fig. 109, 
schnitt beschreibt. Denn die Senk- 
rechten sind (Fig. 109) 


04.0B,sn AOB % 
u ; | 
AB \ 
OC. OD. sinop RE 
G a Cp 
u. s, ® 
Wenn wir nun diese Werthe in die Gleichung 
ayz== kp 


substituiren, so erscheint das Product 04. 0OB.0C. OD auf bei- 
den Seiten der Gleichung und kann daher unterdrückt werden, so 
dass man erhält 
sin JOB ‚sin COD sn AOB sm COB AB.CD. 
sin BOT, sin AOD i 5- 


— sm AOD’ snCcOD BC. AD 
aber die rechte Seite dieser Gleichung ist constant, und der links 
stehende Ausdruck ist das anharmonische oder Doppelschnitts-Ver- 
hältniss des Büschels 04, OB, 0C, OD. 

Die Consequenzen dieses Lehrsatzes sind so zahlreich und wich- 
tig, dass wir der ausführlicheren Entwickelung einiger von ihnen 
einen Abschnitt des nächsten Kapitels widmen wollen. 


284. Wenn S=o die Gleichung eines Kreises ist, so be- 
zeichnet nach Art. $8 die Grösse S das Quadrat der von irgend ei- 
nem Punkte vy an den Kreis gezogenen Tangente; demnach drückt 

S—kaß=o 


Salmon, Anal. Geom, derKopelschnilte. 20 
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(die Gleichung eines Kegelschnitts, der mit dem Kreise die Durch- 
schnittsschnen « und ß hat) aus, dass der Ort eines Punk- 
tes, für welchen das Quadrat der von ihm an einen 
festen Kreis gezogenen Tangenten in constantem Ver- 
hältnisszu dem Produet seiner Entfernungen von zwei 
festen geraden Linien steht, ein Kegelschnitt ist, 
welcher durch die vier Punkte geht, in denen die fe- 
sten geraden Linien den Kreis durehschneiden. 

Dieser Lehrsatz ist gleichmässig wahr, welches immer die 
Grösse des Kreises sei und ob die geraden Linien den Kreis in 
reellen oder imaginären Punkten schneiden, also auch, wenn der 
Kreis unendlich klein ist; demnach ist der Ort eines Punk- 
tes, für welehen das Quadrat der Entfernung von ei- 
nem gegebenen festen Punkte zu dem Produet seiner 
Entfernungen von zweifesten geradenLinien in einem 
constanten Verhältniss ist, ein Kegelschnitt, und die 
festen Linien können als Sehnen seines imaginären Durch- 
schnitts mit einem unendlich kleinen Kreise betrachtet werden, des- 
sen Centrum der feste Pımkt ist. 

255. Aechnliche Schlüsse können aus der Gleichung 

S — kao z= 0 

gezogen werden, in welcher S einen Kreis repräsentirt. Wir ler- 
nen, dass der Ort eines Punktes, für welchen die von 
ihm ausgehende Tangente eines festen Kreises in 
constantem Verhältniss zu seiner Entfernung von ci- 
ner festen Linie steht, ein Kegelschnitt ist, der den 
Kreis in den zwei Punkten berührt, wo die feste ge- 
rade Linie ihn schneidet. Oder umgekehrt, dass, wenn 
ein Kreis mit einem Kegelschnitt eine doppelte Be- 
rührung hat, die von irgend einem Punkt des Kegel- 
schnitts zu ihm gezogene Tangente zu der Senkrech- 
ten vom Punkte auf die Berührungs-Sehne in einem 
constanten Verhältniss ist. 

In dem speciellen Falle, wo der Kreis unendlich klein ist, 
erhalten wir die fundamentale Eigenschaft des Brennpunkts und 
der Direetrix und schliessen daraus, dass der Brennpunkt 
eines Kegelschnitts als ein unendlich kleiner Kreis 
betrachtet werden kann, der denKegelschnitt in zwei 
imaginären Punkten in der Directrix berührt. 
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286. Wenn in die Gleichung eines Kegelschnitts 
die Coordinaten eines Punktes substituirt werden, 30 
Pst das Resultat der Substitution dem Rechteck pro- 
portiona!, welches die Segmente einer Sehne bilden, 
die durch den Punkt parallel einer gegebenen Linie 
gezogen wird‘). 

Denn nach Artikel 108 ist dies Rechteck 

= F 
— Treo + B cos ® sine + C sine’ 
wenn man nach Art. 84 dureh F’ das Resultat der Substitution 
der Coordinaten des Punktes in die Gleichung bezeichnet; so 
lange also der Winkel $ constant ist, ist dies Rechteck der Grösse 
F’ proportional. Demnach können wir die letztbewiesenen Sätze 


anf den Fall ausdehnen, wo S irgend einen Kegelschnilt reprä- 
sentirt. 


Z. B. Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Be- 
rührung haben, so ist das Quadrat der Senkrechten 
voneinem Punkte des einen auf die Berührungssehne 
zu dem Rechteck in einem constanten Verhältniss, 
welches aus den durch den andern Kegelschnilt þe- 
stimmten Segmenten der Senkrechten gebildet wird; 


oder allgemein: Wenn eine gerade Linie von gege- 
bener Richtung zwei Kegelschnitte in den Punkten P, 
0, p, q schneidet und ein Punkt O in ihr so bestimmt 
wird, dass das Rechteck OP. 00 zu dem Rechteck Op. 
Oq in einem constanten Verhältniss ist, so ist der 
Ort von O ein Kegelschnitt, weleher durch die 
Durchschnitispunkte der gegebenen Kegelschnitte 
hindurchgeht. 


' 

287. Wenn zwei RKegelsehuitte jeder eine dop- 
pelte Berührung mit einem dritten Kegelschnitt ha- 
ben, so gehen ihre Berührungssehnen mit dem drit- 
ten Kegelschnitt und ein Paar ihrer Durchschnitts- 
sehnen mit einander durch denselben Punkt und bil- 
den ein harmonisches Büschel. 


*) Dies gil für Curven aller Grade. 
20? 
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Wenn wir die Gleichung des dritten Kegelschnitts durch 
S—o darstellen, so sind die Gleichungen der beiden andern Ke- 
gelschnitte S+ P= o ud S4 Wc o, ` 
und wir finden durch Subtraction dieser Gleichungen für die 
Gleichung der Durchschnitts-Sehnen 

TP — M’ = 0. 
Somit gehen die Durchschnitts-Sehnen Z — M == 0 und Z+ M= o0 
durch den Durchschnitt der Berührungs-Sehnen Z= 0, M = o und 
bilden mit ihnen ein harmonisches Büschel. (Art. 55.) 

Es ist wichtig, dass der Anfänger sich die Gewohnheit er- 
werbe, von der Zahl specieller Sätze Kenntniss zu nehmen, 
die oft in einer allgemeinen Anzeige eingeschlossen sind; so z. B. 
bleibt der gegenwärtige Lehrsatz wahr und wird in gleicher 
Art bewiesen, wenn der Kegelschnitt S sich auf zwei gerade Li- 
nien reducirt, d. h. die Berührungs-Sehnen zweier Kegel- 
schnitte mit ihren gemeinschaftlichen Tangenten 
gehen durch den Durchnittspunkt ihrer gemein- 
schaftlichen Sehnen. 

Wenn ferner S irgend einen Kegelschnitt darstellt, während 
die durch S + 2%, S+ M? dargestellten Linien zweiter Ordnung 
sich beide auf Paare von geraden Linien reduciren, so bilden diese 
geraden Linien ein umschriebenes Viereck und die Durchselhmnilts- 
Sehnen (Z? — M?) sind die Diagonalen dieses Vierecks, während 
die Berührungs-Sehnen (Z, M) offenbar die Diagonalen des einge- 
schriebenen Vierecks sind, welches durch die Verbindung der Be- 
rührungspunkte gebildet wird. Also gehen die Diagonalen 
irgend eines eingeschriebenen und des entsprechen- 
den umschriebenen Vierecks durch denselben Punkt 
und bilden ein harmonisches Büschel. 

Der Inhalt dieses Artikels kann auch so ausgesprochen 
werden: Wenn ein Kegelschnitt durch zwei gegehene 
Punkte geht und mit einem gegebenen Kegelschnitt 
eine doppelteBerührung hat, so geht dieBerührungs- 
Sehne desselben mit dem ersten Kegelschnitt durch 
einen festen Punkt. 

Denn setzen wir irgend einen der Kegelschnitte 

S+2=o 
durch die zwei gegebenen Punkte als fest voraus, so ist der 
Durchschnitt seiner Berührungs-Sehne (Z) mit der Verbindungslinie 
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der gegebenen Punkte ein Punkt, dureh welchen nach dem gegen- 
wärtigen Artikel jede andre Berührungs-Sehne gehen muss. 

In’ derselben Art schliesst man: Sind zwei Tangen- 
ten und zwei Punkte eines kKegelschnitts gegeben, so 
geht die Berührungs-Sehne durch einen festen Punkt 
in der Verbindungslinie der zwei gegebenen Punkte. 


2858. Wenn drei Kegelschnitte mit einem vierten 
Kegelschnitt in doppelter Berührung sind, so gehen 
ihresechs Durchschnitts-Sehnen zu dreien durch die- 
selben Punkte; sie bilden nämlich die Seiten und Dia- 
gonalen eines Vierecks. 

Die Kegelschnitte können durch 

S+2=o S+tiM’=zo SHNS 
repräsentirt werden. Alsdann sind nach dem letzten Artikel die 
Berührungs-Sehnen durch 


L—-M=o M—N=o N— L=o 
L_+M=o M4 N=o N-Il=o 
LI+M=o M—-N=o N+l=o 
L-M=oe M+N=o N+l=o 


dargestellt und der Satz erhellt ohne Weiteres aus dem Ueber- 
blick dieser Gleichungen. 

Wie im letzten Artikel können wir daraus specielle Lehrsätze 
ableiten, indem wir einen oder mehrere der Kegelschnitte in ge- 
rade Linien zerfallen lassen. 

So z. B. bezeichnet der Kegelschnitt S, wenn er in ein Paar 
gerade Linien zerfällt, zwei gemeinschaftliche Tangenten zu den 
durch S + M? = 0, S + N? =o dargestellten Kegelschnitten; und 
wenn Z==0 irgend eine durch den Durchschnitt dieser zwei ge- 
meinsamen Tangenten gehende gerade Linie repräsentirt, so zer- 
fällt der Kegelschnitt S + Z? = o auch in zwei gerade Linien und 
repräsentirt zwei Gerade, welche durch den Durchschnittspunkt 
dieser gemeinschaftlichen Tangenten gehen; d. h. wenn wir 
durch den Durchschnittspunkt der gemeinschaftli- 
chen Tangenten zweier Kegelschnilte ein Paar gerade 
Linien ziehen, so schneiden die die Eudpunkte dieser 
Linien verbindenden Sehnen der Kegelschnitte ein- 
ander in den gemeinschaftlichen Sehnen derselben. 
Dies ist die Erweiterung des in Artikel 149 bewiesenen Satzes 
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für Kegelschnitte. Die Tangenten, welche in den End- 
punkten dieser geraden Linien an die Kegelschnitte 
gelegt werden können, schneiden einander in den ge- 
meinschaftlichen Sehnen. 


289. Wenn die durch 
Sro S Sa 80 

dargestellten Kegelschnitte sämmtlich in Paare von geraden Li- 
nien zerfallen, so bilden sie ein den Kegelschnitt S= o umschrie- 
benes Sechseck, die Durchschnittssehnen sind Diagonalen des 
Sechsecks und der Satz dieses Artikels lautet nach Brianchon: 
Die drei Gegen-Diagonalen eines Sechsecks, welches 
einem Kegelschuitt umschrieben ist, durehschnei- 
den sich in einem Punkte. 


Unter den Gegen-Diagonalen verstehen wir (unter der Vor- 
aussetzung, dass die Seiten des Sechsecks als 1, 2, 3, 4, 5, 6 
numerirt sind) die geraden Linien, welche die Ecken (1, 2) mit 
(4, 5), (2, 3) mit (5, 6) und (3, 4) mit (6, 1) verbinden; indem 
wir die Ordnung verändern, in der die Seiten gewählt sind, fin- 
den wir, dass dieselben geraden Linien eine Anzahl von 60 ver- 
schiedenen Sechsecken bilden, für deren jedes der gegenwärtige 
Ausspruch wahr ist. 

Wenn wir zwei Seiten des Sechsecks als unendlich nahe vor- 
ausselzen, so entspringt aus diesem Satze eine sehr einfache 
Construction zur Lösung der- Aufgabe: Zu fünf gegebenen 
Tangenten eines Kegelschnitts den Berührungspunkt 
einer derselben zu bestimmen, — weil jede Tangente von 
einer unendlich nahe benachbarten Tangente in ihrem Berührungs- 
punkt geschnilten wird. (Art. 99.) 


290. Wenn drei Kegelschnitte eine allen gemein- 
schaftliche Sehne haben, so gehen drei andere ge- 
meinschaftliche Sehnen derselben durch den nämli- 
chen Punkt. 

Sei die Gleichung des einen Kegelsehnitts S = o und die der 
gemeinschaftlichen Sehne Z = o, so sind die Gleichungen der bei- 
den andern Kegelschnitte von den Formen 

S4 LM =o und S+IN=o. 
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Daraus entspringt als die Gleichung ihrer geineinschaftlichen 
Sehnen LM—N=o, 
und hier ist M — N==o eine durch den Punkt (W, N) gehende 
gerade Linie. 

In Uebereinstimmung mit der Bemerkung des Art. 255 er- 
kemen wir dies als eine Ausdehnung des Satzes vom Artikel 
141, dass die Radical-Achsen dreier Kreise sich in einem Punkte 
schneiden. Denn drei Kreise haben eine allen gemeitschaftliche 
Sehne (die unendlich entfernte gerade Linie), und die Radical- 
Achsen sind ihre andern gemeinsamen Sehnen. 


Der Inhalt des Artikel 288 kann als eine weitere Verallge- 
wmeinerung desselben Satzes betrachtet werden, und man kann von 
drei Kegelschnitten, welche mit einem vierten Kegelschnitt eine 
doppelte Berührung haben können, sagen, dass sie vier Radical- 
Centra besitzen, in deren jedem drei ihrer gemeinschaftlichen Seh- 
nen sich schneiden. 


Der Satz des gegenwärtigen Artikels kann endlich auch nach 
Analogie von Art. 141 so angezeigt werden: Wenn vier Punkte 
in einem Kegelschnitt gegeben sind, so geht seine 
Durchschnitts-Selhne mit einem festen durch zwei die- 
ser Punkte gehenden Kegelschunitt stets durch einen 
festen Punkt. 


Eine Reihe besonderer Schlüsse kann man aus dem Ergebniss 
des gegenwärtigen Artikels auch dadurch ziehen, dass man einen 
oder mehrere der Kegelschnitte als in zwei gerade Linien dege- 
nerirt voraussetzt. Wenn z. B. einer dieser Kegelschnitte in das 
Paar der geraden Linien 04, OB zer- 
fällt, so erhalten wir den Satz (Fig. 110): 
Wenn man durcheinen der Durch- 
schnittspunkte Æ zweier Kegel- 
schnitte eine gerade Linie zieht, 
welche dieselben in den Punkten 
P, p schneidet und durch einen 
der andern Durchschnittspunkte 
B eine gerade Linie, die mit ih- 
nen die Punkte Q, g gemein hat, so schneiden sich 
die Linien PỌ, pg in der andern Durchschnitts- 
Sehne CD. 


WWW. 
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Lassen wir jetzt die Punkte 4, B zusammienfallen, so berüh- 
ren sich die zwei Kegelschnitte in A und wir erhalten den Satz: 
Wenn zwei durch den Berührungspunkt zweier Ke- 
gelschuitte gezogene gerade Linien die Gurven in 
den Punkten PO, pg schneiden, so begegnen sich die 
Sehnen PỌ, pg in der Durchschnittssehne der Kegel- 
schnitte. 

Dies ist ein specieller Fall eines in Artikel 288 gegebenen 
Satzes, weil der eine Durchschnittspunkt der gemeiuschaftlichen 
Tangenten zweier Kegelschnitle unter der Voraussetzung, dass sie 
sich berühren, sich auf den Berührungspunkt reducirt. (Art. 151.) 


291, Die Gleichung der einem Viereck umschriebenen Kegel- 
schnitte («y — k fô) liefert uns einen Beweis des Pascal’schen 
Satzes, dass die drei Durchschnittspunkte der Gegen- 
seiten eines Sechsecks, welches in einenKegelschnitt 
eingeschrieben ist, in einer geraden Linie liegen. 

Wenn abcdef die Ecken des Sechsecks sind und ad = o 
die Gleichung der die Punkte a, b verbindenden geraden Linie 
bezeichnet, so muss die Gleichung des Kegelschnitts, weil er dem 
Viereck abcd umsehrieben ist, in die Form 

le a hie a — 
gebracht werden können. Weil er aber auch dem Viereck defa 
umschrieben ist, so muss dieselbe Gleichung auch fähig sein, in 
der Form de.fa—ef.ad=o 
ausgedrückt zu werden. Aus der Identität dieser Ausdrücke 
schliessen wir 

ab.cd—de.fa=(be —ef)ud 

und erkennen daraus, dass die linke Seite dieser Gleichung, welche 
nach ihrer Form eine Figur repräsentirt, die den aus den Linien ab, 
de, cd, af gebildeten Viereck umschrieben ist, in Factoren zerfällt 
werden kann, welche daher, einzeln gleich Null gesetzt, die Diagona- 
len dieses Vierecks darstellen müssen; aber ad= o ist offenbar 
die Diagonale, welche die Ecken « und d verbindet, daher muss 
bc — ef = o die andre, d. h. die Verbindungslinie der Punkte 
(ab, de) und (cd, af) sein. Da sie aber nach der Form ihrer 
Gleichung eine durch den Punkt (bc, ef) gehende gerade Linie 
bezeichnet, so ergiebt sich, dass diese drei Punkte in einer gera- 
den Linie liegen. 
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Wir werden im letzten Kapitel einen andern Beweis dieses 
wichtigen Satzes geben. 

Indem wir zwei Ecken des Ilexagons unendlich genähert vor- 
aussetzen, können wir zu fünf gegebenen Punkten eines 
Kegelschnitts die Tangente in einem dieser Punkte 
construiren. 


292. Wir können, wie in dem Fall des Satzes von Brianchon, 
eine Anzahl verschiedener Sätze erhalten, welche sich auf diesel- 
ben sechs Punkte beziehen, je nach den verschiedenen Ordnungen, 
in welchen wir diese zählen. So kann die Gleichung des Kegel- 
schnitts, weil er dem Viereck beef umschrieben ist, in der Form 

be cf be e0 
geschrieben werden, und aus der Identifieirung dieser Form mit 
der ersten in diesem Artikel gegebenen erhalten wir 
ab .cd — be . cf == (ad — ef) be; 
woraus wir, wie vorher, schliessen, dass die drei Punkte (de, ef) 
(fa, be), (ad,be) in einer geraden Linie liegen, nämlich in der 
Geraden ad — ef = o0. 

In gleicher Art erfahren wir durch die Identificirung der zwei- 
ten und dritten Formen der Gleichung des Kegelschnitts, dass die 
drei Punkte (de, cf), (fa, be), (ad, be) in einer geraden Linie lie- 
gen, nämlich in derjenigen, welche durch be — ad = o repräsen- 
tirt ist. 

Aber die Jrei geraden Linien 

be — ef == 0, ef — ad = 0, ud — be = 0 
schneiden sich in einem Punkte (Art. 37), und wir erhalten so den 
Satz, dass die dreii Pascal’schen geraden Linien, welche 
erhalten werden, indem man die Ecken des Sechsecks 
in den respectiven Ordnungen abedef, adcfeb, afcbed 
nimmt, eivander in einem Punkte schneiden. *) 


293. Im Artikel 61 zeigten wir, dass jede gerade Linie in 
Bezug auf drei feste gerade Linien in ihrer Ebene, welche durch 
die symbolischen Gleichungen 

Bo, fen, y=@ 
dargestellt sind, durch eine Gleichung von der Form 


*) Für einige weitere Entwickelungen über diesen Gegenstand verweisen 
wir den Leser auf die Note am Ende dieses Bandes, 
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dA + BB +Cy=o 
ausgedrückt werden könne. 

Es ist sehr leicht, ebenso zu beweisen, dass jeder beliebige 
Kegelschnitt in der Ebene des durch jene drei geraden Linien ge- 
bildeten Fumdamentaldreiecks durch die Gleiehung 

Aa + Baß+ CR ++ Day + Eßy+ Fyr=o 
repräsentirt werden kaun; denn diese Gleichung ist vom zweiten 
Grade und enthält fünf unabhängige Constanten, welche wir, wie 
im Art. 83, so bestimmen können, dass die von der gegebenen 
Gleichung dargestellte Curve durch fünf bestimmte Punkte geht 
und daher mit einem gegebenen Kegelschnitt zusammenfällt. Un- 
sere jetzige Gleichung ist ebenso wie die Gleichung 

ALX + Bxy + Cy t4 De + Ey + F=o, 

wmit der sie gleichviel Constanten enthält, geeignet, jeden besonde- 
ren Kegelschnitt zu vepräseutiren. Ueberhaupt kann die Gleichung 
einer jeden Curve irgend eines Grades als eine homogene Function 
der Veränderlichen «, ß, y dargestellt werden, weil sich leicht zei- 
gen lässt, dass die Zahl der Glieder in der vollständi- 
gen Gleichung des nten Grades zwischen zwei Verän- 
lichen die nämliche ist, wie dieAnzahl der Glieder in 
der homogenen Gleichung des zten Grades zwischen 
drei Veränderlichen. 


294. Wir können die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
in Gartesischen Coordinaten ebenso, wie es im Artikel 67 für die 
allgemeine Gleichung des ersten Grades geschah, durch die Ein- 


führung der Linear-Einheit z und die Substitution von — und Z 
e sA pA 


z 


für = und y, homogen machen; die Uebereinstimmung der dadurch 
erhaltenen Gleichung 

Al + Bay + Cy + Dez + Eyz-HFÜ==0o 
mit der vorigen 

A + Beb + CR -+ Day + Eßy+ Fy =o 
ist olfenbar, und wir erkemmen, dass die erstere die Form ist, 
welche die letztere annimmt, wenn zwei der Fundamentallinien, 
nämlich Gone Area) 
zu den Achsen der x und der y respective gewählt werden, indess 
die dritte y= o als in unendlicher Entfernung gelegen vorausge- 
selzt wird. 
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An diese Bemerkung knüpfen sich eine Reihe weiterer Ergeb- 
nisse, welche von Wichtigkeit sind. Indem wir in der Gleichung 
Aa + Bab + CR + Day + Eßy+ FP =o 
die Substitution y = o vollziehen, erhalten wir offenbar die Glei- 
chung der beiden geraden Linien, welche die Durchschnittspunkte 
der durch y = o bezeichneten Seite des Fundamentaldreiecks mit 
dem Kegelschnitt mit dem dieser lelztern Seite gegenüberliegenden 

ckpunkt des Dreiecks verbinden 
Ag + Bab + CFP =o. 

In derselben Art muss uns die Substitution z= o in die 

erste Gleichung 
AŻ + Bey + Cy? + Dæz + Eyz + F?—o 

in ei A Bear lu = 
die Gleichung der beiden geraden Linien liefern, welche den 
Durchschnittspunkt dem geraden Linien x—o und y=o, d. h. 
den Anfangspunkt dem Coordinaten mit den Punkten der Curve 
verbinden, welche sie mit der unendlich entfernten geraden Linie 
gemein hat. Wir vergleeichen damit die Entwickelungen des Art. 89. 

Wenn wir unsre allgemeine Gleichung in der Form 

(de + Bab + 0B) + ya + EB + Ey) =o 
schreiben, so beweist ‘sie ebensowohl, dass die von ihr repräsen- 
tirte Curve durch die IDurchschnittspunkte der geraden Linie y = o 
mit den geraden Linien, welche die Gleichung 
de + Beb + ECR =o 
darstellt, hindurehgeht, als auch, dass sie die Durchschnittspunkte 
dieses nämlichen Linienpaares mit der geraden Linie 
Da + EB + Fy=o 

enthalt. Sonach bezeichnet diese letztere Gleichung die 4. Seite 
eines dem Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks, dessen audre 
drei Seiten die Linie y= ou und die beiden Geraden sind, welche 
die von dieser letzteren in dem Kegelschnitt bestimmten Punkte 
mit der ihr gegenüberliegenden Ecke des Fundamental - Dreiecks 
verbinden. 

Ebenso ist Dæ + Ey +4 F=o 
die Gleichung der geraden Linie, welche die zwei Punkte eines 
Kegelschnitts verbindet, die derselbe in endlicher Entfernung mit 
den beiden geraden Linien gemein hat, welche vom Anfangspunkt 
der Goordinaten nach seinen unendlich entfernten Punkten ge- 
zogen sind. 
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Die Gleichung einer Curve vom nterGrade kann geschrieben 
werden u tm F ma Fast... 0, 
indem man durch die Symbole un, tais taa U. S. w., die Ver- 
einigung der Glieder bezeichnet, welche vom nten, (n — ten, 
(n—2)ten u. s. w. Grade in den Veräncerlichen sind. Die Sub- 
stitution — 0 
liefert dann in der Form 

Un = 0 

die Gleichung der geraden Linien, welche den Anfangspunkt der 
Coordinaten mit den Punkten verbinden, in denen die Curve von 
der unendlich entfernten geraden Linie gxschnitten wird; die Rich- 
tungen, in denen diese Punkte der Curse liegen, findet man also 
einfach bestimmt durch die mit Null verslichene Summe der Glie- 
der ihrer Gleichung, welche in Bezug auf die Veränderlichen vom 
höchsten Grade sind. 


Wir sahen ferner im Artikel 91, dıss die Achse der x eine 
Curve zweiten Grades in einem unendlich entfernten Punkte schnei- 
det, wenn in ihrer Gleichung 4= o ist; jetzt erhalten wir das 
nämliche Resultat, wenn wir in die allgemeine homogene Gleichung 
y = o substituiren, denn die daraus hervorgehende Gleichung 

Dozat He 0 
sagt aus, dass die Achse die Curve nicht nur in dem endlichen 
Punkte schneidet, den sie mit der geraden Linie 

Dx + Fz =o 
gemein hat, sondern auch in dem unendlich entfernten Punkte, 
in welchem sie von der unendlich entfernten Graden z = a getrof- 
fen wird. z 

Wenu ebensowohl 4= o als auch D=o ist, so sind diePunkte, 
wo die Achse die Curve schneider, durch die Gleichung #2? — o 
gegeben, d. h, die Achse begegnet der Curve in zwei zusammen- 
fallenden Punkten in unendlicher Entfernung oder ist eine Asym- 
ptote der Curve. 


295. Wir beginnen unsere Beispiele über den Gebrauch die- 
ser punctuellen Dreiecks - Coordinaten mit Entwicklungen über die 
im Artikel 277 gegebene Gleichung 

TEN a 
welche einen Kegelschnitt darstellt, der von den Geraden Z = o 
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M =o in den Punkten berührt wird, welche sie mit der geraden 
Linie R =o gemein habeen. 

Wir betrachten die geraden Linien Z == o, M = 0, R = o als 
die Fundamental- Linien und drücken jede mit dem Kegelschnitt 
verbundene gerade Linie «durch sie aus. Wenn wir nämlich irgend 
einen Punkt des Kegelschhnitts mit dem Eckpunkt des Fundamen- 
tal-Dreiecks verbinden, iin welchem die Seiten Z:=o, R = o des- 
selben sich schneiden, so kann «die gerade Verbindungslinie durch 

uL=R 
repräsentirt werden. Dwrch Substitution in die Gleichung der 
Curve erhält man einerseits 
Due 
d. i. die Gleichung der geraden Linie, welche den gewählten 
Punkt der Curve mit dem Eekpunkt 
0, —i0 
des Fundamental-Dreieckis verbindet, andrerseits 
WL=M, 
d. i. die Gleichung der Verbindungslinie desselben Punktes mit 
dem durch ei 
bestinmten Eckpunkte. 


Je zwei dieser drei Gleichungen 
BIN UR Ze 
bestimmen den Punkt der Curve, den wir daher als den Punkt 
u bezeichnen dürfen. (Vergleiche hierzu Art. 231.) 

Nach Artikel 59 können wir nun die Gleichung der geraden 
Linie bilden, welche die Punkte u und u, des gegebenen Kegel- 
schnitts verbindet; sie ergiebt sich als 

uu, L— (u Hu) R + Mo, 

eine Gleichung, welche ebensowohl durch die Bedingungen 

ULJE R, uR=M, 
die dem Punkt u entsprechen, als durch die Bedingungen 

ul =R, uR =M, 
welche dem Punkt a, entsprechen, erfüllt wird. Wenn u und u, 
«gleich gesetzt werden, so erhalten wir die Gleichung der Tan- 
genle des Kegelschnitts im Punkte u 

wL —2uR + M =o. 

Wir schliessen daraus, dass alle die durch eine Gleichung 
von der Form wL — 2u R + M =o, 
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eine Gleichung, in welcher eine unbestimmte Grösse u im zweiten 
Grade enthalten ist, dargestellten geraden Linien einen Kegelschnitt 
berühren, welcher durch die Gleichung 


LM R 
ausgedrückt wird. 


- 296. Wenn vier Punkte eines Kegelschnitts durch 
gerade Linien mit einem fünften verbunden werden, 
so ist das Doppelschnitts-Verhältniss des entstehen- 
den Strahlenbüschels [ür alle Lagen des fünften 
Punktes auf dem Kegelschnitt constant. 

Da man die Gleichung 

ut L— (utum) R +M =o 

in der Form u, (uL — R) + (M — uR) = 90 
schreiben kann, so sind die Gleichungen der vier geraden Linien, 
welche die festen Punkte uj, to, fs, u, in unserem Kegelschnitt 
mit dem veränderlichen Punkte u desselben verbinden, respective 
pilu L — R) -+ (M — uR) = 0, muL — R) 4 (H — uR) = o, 
(ul — R) + (H — u R)==0, ww R) + (M — uR) =o, 
und das anharmonische oder Doppelschnitts-Verhältniss des von 
ihnen gebildeten Büschels ist nach Art. 55 

(u, — Mo) (Ma — t) oder Hi EI A e Ne ` 

(u Ha) (Ue — Ha) (i a 
d. h. eine von der Lage des Punktes u auf dem Kegelschnitt un- 
abhängige Grösse. 

Wir werden zur Abkürzung überall da, wo wir das anhar- 
monische oder Doppelschnitt-Verhältniss des Büschels meinen, 
welches durch die geradeu Verbindungslinien solcher vier festen 
Punkte eines Kegelschnitts mit einem fünften Punkte desselben ge- 
bildet wird, den Ausdruck gebrauchen: das auharmonische (Dop- 
pelschnitt-) Verhältniss von vier Punkten eines Kegelschnitts. 


297. Vier feste Tangenten eines Kegelschnitts 
schneiden eine fünfte Tangente desselben in Punk- 
ten, deren anbarmonisches oder Doppelschnitt-Ver- 
hältniss constant ist, wie auch die letztere liege. 

Zum Beweise nehmen wir an, die vier festen Tangenten seien 
die in den Punkten u4, ts, Ms, p4 gezogenen und die veränder- 
liche Tangente berühre den Kegelschnitt im Punkte a; das frag- 
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liche Doppelschnitt-Verhältniss ist dann das nämliche, wie das der 
vier geraden Linien, welehe den Eckpunkt (Z=o, M = o) des 
Fundamental- Dreiecks mit den vier Punkten verbinden, in denen 
die bewegliche Tangente von den vier festen Tangenten geschnit- 
ten wird. 

Wir erhalten aber aus den Gleichungen zweier dieser Tangen- 
ten @Z— 2uR+M=o wl—- 2u R + M= o; 
die Gleichung der geraden Linie, welche ihren Durchschnittspunkt 
mit dem Punkte (Z == o, AM == o) verbindet, durch Elimination von 
R zwischen denselben; sie ist also 

uu L — M=o, 
und das fragliche Doppelschnitt-Verhältniss ist das der'vier geraden Li- 
nien uu, L — Mo, uu, L— M= 0, pu, L—M =o, uu, L— No, 
oder PESETA AERE 
Pimp Ba Ha 
d. i. unabhängig von u- 

Wir sprechen daher in Zukunft in ähnlicher Weise abkürzend 
wie oben von dem anlarmonischen oder Doppelschnilt-Yerhältniss 
von vier Tangenten eines Kegelschnitts. 

Das Vorhergehende lehrt, dass das Doppelschnitt -Verhältniss 
von vier Taugenten eines Kegelschnitts mit dem ihrer vier Berüh- 
rungspunkte identisch ist. 

298. Aus dem Umstande, dass die Gleichung der geraden 
Linie, welehe den Punkt u mit dem Eckpuukt (Z = o, M == v) des 
Fundamentaldreiecks verbindet 

WL — M =o, 
d. h. in Bezug auf « rein quadratisch ist, schliessen wir, dass 
die Punkte y und -- u immer in einer durch den Punkt (Z=o, 
M = o) gehenden geraden Linie liegen müssen; dasselbe ergiebt 
sich auch ans der Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte 
aa, wenn wir darin u, = — a subslituiren. 

In Verbindung mit der Eigenthümlichkeit des Doppelschnilt- 
Verhältnisses, wornach es sich nicht ändert, wenn die in dasselbe 
eingehenden Grössen ui, Aa, us u, ihre Vorzeichen wechseln, lie- 
fert dies den folgenden wichtigen Satz: Wenn durch einen 
beliebigen Punkt vier gerade Linien gezogen werden, 
welche einen KRegelschnitt in Punkten a, — un Un — kr 
Us, = ua W — H Schneiden, so ist das DoppelschnittL- 
Verhältniss von irgend vier dieser Punkte, von denen 
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keine zwei derselben Transversale angehören, dem 
der entsprechenden vier übrigen gleich. 


Die Gleichung TU = P 
erlaubt uns auch die Untersuchung von Eigenschaften zweier Ke- 
gelschnitte bezüglich des Durchschniltspunktes ihrer gemeinsamen 
Tangenten. Die Gleichungen zweier solchen Kegelschnitte sind 
LM — R=o, LM — R”=o, 
wenn 1, o =o 
ihre gemeinschaftlichen Tangenten und 
Ro, Ro 
die entsprechenden Berührungs-Sehnen darstellen. 


Wenn wir nun einen Punkt des einen Kegelschnitis als dem- 
jenigen des andern entsprechend bezeichnen, mit welchem er in 
derselben durch den Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen 
Tangenten gehenden Geraden liegt, so erkennen wir, dass solchen 
Punkten dasselbe u entspricht, aus dem Umstande, dass die Glei- 
chung PLI—M=o, 
welche ihre Verbindungslinie darstellt, weder R noch A’ enthält. 
Wir wollen ferner Punkte als umgekehrt entsprechend bezeichnen, 
wenn u für beide numerisch gleich, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen ist. Darnach nennen wir die Sehne, welche zwei 
Punkte des einen Kegelschnitts verbindet, derjenigen Sehne des 
andern entsprechend, welche die entsprechenden Punkte desselben 
verbindet. Von solchen geraden Linien gilt der Satz: 


Entsprechende gerade Linien bei zwei Kegel- 
schnitten schneiden sich in einer der gemeinschaft- 
lichen Sehnen beider Curven. (Art. 288.) 


Die gemeinschaftlichen Sehnen der Kegelschnitte 
LM — Rt—=o, LM — R?—=o 
sind durch die Gleichung R’— R?= 0 
repräsenlirt ; sie sind also die beiden Geraden 
Bu er R R 0% 
welche mit den beiden Berührungs-Sehnen der gemeinschaftlichen 
Tangenten ein harmonisches Büschel bilden. In der That schnei- 
den sich die beiden geraden Linien 


pul — (u + m) R + M =o, 
uul — (u + u) Rit M =o, 
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als welche direct entsprechende Punkte beider Kegelschnilte ver- 
binden, in der geraden Linie 

R—-R=o 
und die Veränderung der -Zeichen von u und a, in der einen 
dieser Gleichungen, als durch welche sie die umgekehrt entspre- 
chenden Punkte verbindet , liefert 

Rit R =o 
als Gleichung für den Ort ihres Durchschnittspunktes. 

Das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten 
des einen Kegelschnitts ist dem Doppelschnittverhält- 
nissdervier entsprechenden Punkte desandern Kegel- 
schnittsgleich. Dieser nützliche Satz folgt unmittelbar aus dem für 
das Doppelsehnittverhältniss von vier Punkten gewonnenen Aus- 
druck, durch die Bemerkung, dass entsprechende Punkte dasselbe 
a haben. 


299. Man soll diie Gleichung der Polare eines Punk- 
tes finden. 

Wir nehmen an, «die Coordinaten des Punktes lieferten durch 
Substitution in die Gleichung einer durch ibn gehenden Tangente 
des Kegelschnitts die Relation 

“UL, — 2u R, + M, = 0. 
Da nun für den Berührungspunkt die Bedingungen 


J 
= L und A: 
erfüllt sind (Art. 295) so genügen die Coordinaten desselben der 
Gleichung ML, — 2RR, + ML=o, 


welche somit die verlangte Gleichung der Polare ist. 
Wenn wir einen Punkt durch die beiden Gleichungen 
aL — R =0,b R — M = o0 
ausdrücken, so wird darch dasselbe Verfahren die Gleichung sei- 
ner Polare in der Form 
abL— 2a R + M = o0 
gefunden. 


300. Da jedem bestimmten ein bestimmter Punkt 
des Kegelschnitts entspricht, so liefert eine mathe- 
matische Beziehung zwischen den Grössen u, welche 
zwei verschiedenen Punkten entsprechen, Paare zu- 
sammengehöriger Punkte, welche Anlass geben, einer- 

Salmon, Anal, Geom, der Kogelschnitte, 21 
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seits nach der Enveloppe der sie verbindenden Seh- 
nen zu fragen, andrerseits den Ort des Durchschnitts 
punktes der ihnen entsprechenden Tangenten zu be- 
stimmen. Einige einfache Fälle dieser allgemeinen Probleme sind 
erwähnenswerth. 

Wenn z. B. das Product der beiden Grössen u gegeben wäre, 
so dass Ru a, 
so liegt nach Artikel 297 der Durchschnittspunkt der ihnen ent- 
sprechenden Tangenten in der geraden Linie 

aL — M = o0; 
und indem man in die Gleichung der beide Punkte verhindenden 
Sehne a für uu, einsetzt, erkennt man, dass diese Sehne stets 
durch den festen Punkt 
ab +M =o, R=o 
gehen muss. 
Ueberhaupt geht die zwei Punkte u, u, verbindende Sehne 
yuD — (u + u) R + M= o 
immer durch denselben Punkt, sobald 
aum — b (u + u) c= 0 
ist (Art. 50), wo a, b, c Constanten sind; d. h. wenn 
bp — e 
H= ap = b . 
Der eben betrachtete Fall entspricht dem b — o. 
Wenn das Verhältniss der Grössen u gegeben ist, so dass 
WM = ku, 
so wird die Gleichung der Sehne, welche sie verbindet, 
kuw L— (i + kjuR + M=o; 
diese Sehne berührt daher stets den Kegelschnitt 
4kLM = (1 F KR. (Art. 295). 

In einer mehr symmetrischen Gestalt können wir dies Kr- 
gebniss aussprechen, wie folgt: Die Sehne, welche die 
Punkte u tan y und y cotan » verbindet, berührt stets 
den Kegelschnitt ZM sin? 24 == R? 
in dem Punkte a dieses Kegelschnitts. 

In derselben Art kann man zeigen, dass der Ort des 
Durchschnittspunktes der Tangenten in den Punkten 
u tan y und y cotan w der Kegelschnitt 


LM = R*! sin? 2ọ4 
ist. 
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301. Da der Ausdruck des Doppelschnittverhältnisses von vier 
Punkten eines Kegelschnitts unverändert bleibt (Art. 296), wenn 
jede der in denselben eingehenden Grössen u durch tan w oder 
cotan w multiplieirt wird, so erhalten wir diesen wichtigen Satz: 
Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Berührung 
haben, so ist das Doppelschnittverhältniss von einem 
der Punkte, in welchem vier Tangenten des einen den 
andern schneiden, dem Doppelschnittverhältniss der 
vierandern durchdiese Tangenten bestimmtenSchnitt- 
punkte und dem Doppelschnittverhältniss ihrer vier 
Berührungspunkte gleich. Derselbe ist eine Erweiterung 
des im Artikel 297 enthaltenen ersten Satzes. Oder: Wenn man 
von vier Punkten des einen von zwei Kegelschnitten, die eine dop- 
pelte Berührung mit einander haben, Paare von Tangenten an den 
andern zieht, so ist das Doppelschnittverhältniss der einen Reihe 
der Berührungspunkte dem der andern Reihe dieser letztern 
gleich. 


Wenn man in dem Ausdruck für das Doppelschnitt- Verhältniss 
von vier Punkten für jedes u den Werth 
a + bu 
wo a, b, c, d constante Grössen sind, substituirt, so bleibt das 
Doppelschnittverhällmss ungestört, und es ist dies die allgemeinste 
Substitution, welche ohne Veränderung des Doppelschnittverhält- 
nisses für u vollzogen werden kann. Die Sehne, welche die Punkte 
a + bu 
ce + du 
verbindet, umhüllt einen Kegelschnitt, der mit dem gegebenen 
eine doppelte Berührung hat. Denn ihre Gleichung ist 
pa + bg) L — [la + bu) 4 plet dw]R + (e + dyu) M= o, 
oder 
bL — d R) + lal — b R— eR +4 dM)u +4 ceM—aR =b; 
diese gerade Linie aber berührt stets_ einen Kegelschnitt, dessen 
Gleichung in der Form 
+(be ad) iLM — R") + [a L + (b — AR — d M} e'g 
geschrieben werden kann, und der daher mit dem gegebenen Ke- - 
gelschnitt eine doppelte Berührung hat. Für b = — c redueirtl 
sich wie in Art. 300 der Kegelschnitt auf einen Punkt. 
2,” 


H» 
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Wenn drei Sehnen eines Kegelschnitts 44, BB, 
CC, gegeben sind, so ist die Enveloppe einer vierten 
Sehne DD,, welche sich so bewegt, dass das Doppel- 
schnitt-Verhältniss der vier Punkte 4BRCD dem der 
Punkte 42,0, D, immer gleich bleibt, ein Kegel- 
schnitt, der mit dem ersten eine doppelte Berüh- 
rung hat. 


302. Wir wollen hiernach ein Paar Beispiele geben von der 
Anwendung der vorigen Formeln zur Untersuchung von Aufgaben 
bezüglich der Lage von Linien. Wir unterdrücken einige For- 
meln, die sich auf die Grösse von Linien und Winkeln beziehen, 
deshalb, weil es, was diese betrifft, im Allgemeinen vortheilhafter 
ist, die gewöhnlichen reetangulären Coordinaten anzuwenden. 


Aufg. 1. Ein Dreieck ist einem Kegelschnitt umschrie- 
ben, zwei seiner Ecken bewegen sich in festen geraden 
Linien, mansoll den Ort der dritten Ecke bestimmen. 

Wir wählen die beiden Tangenten des Kegelschnilts, welche dureh 
den Durchsehnittspunkt der beiden festen geraden Linien gehen und die 
zugehörige Berülrungssehne zu Fundamentallinien und drücken die Glei- 
chungen der festen Geraden durch 

. aL— M=o,bL--M=o, 
die Gleichung des Kegelschnitts durelı 
LM—R'=o 
aus. 
Nach Artikel 300 muss aber für die Berührungspunkte zweier Tau- 
genten, welche sich in der geraden Linie 
aL — M= vo 
schneiden, die Relation mu = a 
bestehen, und wenn also die cine Seite des in der Aufgabe bezeichneten 
Dreiecks den Kegelschnitt im Punkte g berührt, so müssen die beiden an- 


r 5 P a b 3 3 
dern Seiten die Berührungspunkte —, = haben und ihre Gleichungen da- 
py 


her sein 
a? a p? b 
eA M= o, u ir R + NM = o. 


Aus denselben ergiebt sich durch Elimination von u der Ort der dritten 
Ecke als durcli 

dab 
(a 4 bi? 
repräsentirt; eristalsoein kegelschnitt, der mit dem gege- 
benen längs der Linie R =o eine doppelteBerührung hat. 


LM = R° 


w.rcin.orç 
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Aufg. 2. DieEnveloppeder Basis eines Dreiecks zu fin- 
den, welches einem Kegelschnitt eingeschrieben ist und 
von welchem zwei Seiten durch feste Punkte gehen. 

Wir nehmen die gerade Verbindungslinie der festen Punkte zur Fun- 
damentalliniie R == o und die ihr als Berührungssehne entsprechenden 
Tangenten des Kegelschnitts zu den beiden andern Fundamentallinien 

L = 0, M= vo, 
so dass die Gleichung des Kegelschnitts 
LM == R" 
ist; dann können die Gleichungen der geraden Linien, welche die bei- 
den festen Punkte der Aufgabe mit dem Eckpunkt (Z = 0, M = o) des 
Fundamentaldreiecks verbinden, durch 
aL + N=o,hL+N=o 
dargestellt werden. 


Wir wissen aus Arlikel 300, dass für die Endpunkte jeder Sehne, 
welche durch den festen Punkt 
aL -+ M= o0, R= 0) 
geht, die Relation pua e 
gelten muss; wenn also u die Spitze des Dreiecks bezeichnet, so müssen 


— und — dessen Basisecken sein, und die Gleichung der Basis ist daher 


nothwendig ab E — («a +b) uR +u’ M= o; 
nach Artikel 295 umh üllt dieselbe den Kegelsehnitt 
— ath a 
LM = ach 
dermit dem gegebenen eine doppelteBerührung längs der 
Verbindungslinie der gegebenen Punkte hat. 


Aufg. 3. Man soll in einen kegelschnitt ein Dreieck 
einschreiben, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte 
gehen. 

Wenn zwei der Punkte, wie im letzten Beispiele vorausgesetzt sind, 
so muss die Gleichung der Basis 

ab L— |a + bu R 4w Mco 
sein, Pamit diese Linie durch den festen Punkt 
c L— R= 0, dR— M= 0 
gehe, muss die Relation 
ab — (a + buc + wWed=o 
erfüllt sein, welche hinreicht, u zu bestimmen. 
Da für den Punkt wdie Gleichungen gelten 
pL= R, WLi=M, 
so genügen seine Coordinaten der Gleichung 
ab L— (a+ b)cR + cdM= o, 
und die Aufgabe nimmt somit zwei Auflösungen au, weil jeder der beiden 
Punkte, in welchen diese gerade Linie die gegebene Curve schneidet, zur 
Spitze des geforderten Dreiecks gewählt werden kann, 
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Obgleich die gegebene Auflösung algehraisch vollständig ist, hat sie 
doch den Mangel, dass sie nicht einfach genug zeigt, wie die gerade 
Linie geometrisch construirt werden kann, deren Gleichung so eben an- 
gegeben worden ist; es ist aber nichts weiter als eine nützliche Uebung 
im Gebrauch der vorhergehenden Formeln, die folgende Methode der Con- 
struction zu beweisen, welche wir überdies im folgenden Kapitel aus 
andern Betrachtungen abzuleiten gedenken: Man bilde das Dreieck, 
dessen Seiten die Polaren der drei gegebenen Punkte in 
Bezug auf den Kegelschnitt sind, verbinde jeden dieser 
Punkte mit der Ecke des letztern Dreiecks, welche der 
zugehörigen Polare gegenüber liegt; die gerade Verbin- 
dungslinie der Punkte, in welcher zwei von diesen die 
Gegenseite des Polardreiecks schneiden, ist die verlangte 
Gerade. 

Die drei gegebenen Punkte mögen respective bestimmt sein durch 
aL+ NM=o, R=o; bL+N=e, R=v;, cL— R =0, 
dR—M = v; 

ihre Polaren sind alsdann 
aL — M= o, bL— M= ùo, cd L — 2c R + Mo, 
Die drei geraden Verbindungslinien der Construction haben die Glei- 
chungen 
b (a + cd) L— 2c (a +4 b R +4 la tcd) M=o, 
alb- cE 2c la tb) R 4 +cecd M=o, 
cdl — M= o0. 

Die gerade Linic, welche wir zu construiren wünschen, geht durch 

den Durchschnittspunkt der ersten von diesen Geraden mit der Linie 


tL—-M=o 
und durch den der zweiten mit 
eL—M :=0. 


Aufy. 4. Die Erzeugungs-Methode der Kegelschnitte 
von Mac-Laurin. Die drei Seiten eines Dreiecks drehen 
sich um feste Punkte, indess zwei seiner Ecken gerade 
Linien durchlaufen; alsdann beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt. 

Das durch die gegebenen Punkte gebildete Dreieck sei das Funda- 
mentaldreieck Z, M, N, die zwei gegebenen geraden Linien seien durch 
die Gleichungen 1) L+ aM yb No, 

3) L + M+V N=0, 
und die Basis des veränderlichen Dreiecks durch die Gleichung 
3) Z= aM 
repräsenlirt. 

Wenn wir diesen Werth von Z in die Gleichung 1.) substiluiren, 
so erhalten wir die Gleichung der geraden Verbindungslinie des Punktes 
(1, 3) mit dem Punkte (M = 0, N= 0): 


lu + a Myb N= o. 
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Elienso ergieht sich die Gleichung der geraden Linie „ welche den 
Punkt (2, 3) mit dem Punkt (Z= 0, N == o) verbindet: 


uta)L+ ub N == 0. 


Und indem wir zwischen den beulen letzten Gleichungen u elimmiren, er- 
halten wir die Gleichung des Ortes 


a LM = (aM +bN(L+VN) 
Der Ort ist sumit ein Kegelschnitt, welcher durch die Punkte 
L=o, N= 0; M=0, N= 0; L= ò, L4 aM -+ b N= 0; 


M-:=0, L 4 «M4 N= o0 
geht. 


dufg. 5. Die Basis eines Dreiecks berührt einen ge- 
gebenen Kegelschnitt, ihre Endpunkle bewegen sich in 
zwei festen Tangenten desselben, während die beiden an- 
dern Seiten des Dreiecks durch feste Punkte gehen; wel- 
ches ist der Ort seiner Spitze? 


Wir repräsentiren die beiden festen Tangenten durch Z = 0, M= 0 
und den Kegelschnitt durch Z M = R°. Alsdann hat der Durchschnitts- 
punkt der Linie Æ =o mit irgend einer andern Tangente 


WL—2uR+ N=o 


seine Coordinaten Z, R, M respective zu den Grössen 0, 1, 2% propor- 
tional und die Gleichung der geraden Linie, welche diesen Punkt mit dem 
festen Punkt Z,, M,, A, verbindet, ist nach Artikel 59 


LM, — LM=2u(LR,— L,R) 


Ebenso ist die Gleichung der Verbindungslinie des festen Punktes Z,, 
M,, R, mit alem Punkte 2, u, o, in welchem dieselbe Tangente die ge- 
rade Linie M = 0 schneidet, 


(RM, — RM)—=yulEM, — LM). 


Durch Elimination von u wird daher der Ort der Spitze gefunden 
als repräsentirt durch 


(EM — LM (L M, — LM) = 4 (L R, — L,R) (RM, — RM). 


d.h. als cin durch die beiden festen Punkte geheuder Kegel- 
schnitt. - 


Aufg. 6. Wenn in dem letzten Beispiel die Endpunkte 
der Basis statt in zwei festen Tangenten des gegebenen 
Kegelschnitts allgemeiner in einem Kegelschnitt liegen, 
der mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat, so 
ist der Ort der Spitze unter der Voraussetzung zu finden, 
dass dieser kegelschnitt auch die beiden festen Punkte 
enthalte. 


www.rcin.org.pl 


— 328 — 


Wir repräsentiren die beiden Kegelschnitte durch die Gleichungen 


EI mai En wi; 
sin?2p 
eine Tangente des letzteren im Punkte u schneidet nach Art. 300 den er- 
stern in den Punkten 


u tlan o und u cotan Q, 
und wenn die festen Punkte durch x, t gegeben sind, so sind die Glei- 
chungen der Seiten 
pu, tanp L— (u + utag) R+M=o, 
uua cotan p L— lua + ucolangp) A + M= 0; 
aus ihnen geht durch Elimination von u die Gleichung des gesuchten 


Ortes hervor s 
(M — u, R) (u,b — R) == tan’o(M — mR) (mE — R) 


303. Eben so, wie wir in dem Vorigen die Gleichung 
LM R" 
näher untersucht haben, wollen wir nun die Gleichung 
P- M — Rt =ò 
etwas genauer betrachten. Zunächst gestattet auch sie die Bestim- 
mung eines Punktes der Curve durch eine einzige Veränderliche; 
wir können voraussetzen, 

L = R tosg, M= R sing, i 
denn durch diese Substitutionen wird der gegebenen Gleichung ge- 
nügt; die Grösse y bestimmt einen Punkt der durch diese letztere 
Gleichung gegebenen Curve zweiter Ordnung. 

Alsdann erhalten wir die Gleichung der Sehne, welche zwei 
Punkte der Curve und g verbindet, in der Form 
Lcos 4 (p + y) + Msinklp + p) =R cos hlp — y). 
(Vergleiche die Artikel 233, Aufg. 2 und 129.) Die Gleichung der 
Tangente im Punkte œ hat demnach die Form 
Leosp + M sup = RA. 


304. Die eigenthümliche Beziehung, welche der «durch die 
Gleichung Z? + W? = R? dargestellte Kegelschnitt zu dem Fun- 
damentaldreieck Z =— o, M — o, R = o hat, drücken wir in dem 
Satze aus: In Bezug auf den durch die Gleichung 

I + M? R = o 
dargestellten Kegelschnitt ist jede der geraden Li- 
nien L= 0, M =o, R==0 die Polare des Punktes, in 


www.rcin.org.pl 


— 329 — 


welchem die beiden andern sich schneiden. Denn diese 
Gleichung kann in jeder der Formen geschrieben werden 
DRM, M—R— L, R—M+L, 
oder K 
P—=(R+ M\(R—M), M—=(R+L)\(R— L), R? =(1+My—1XL—My=1), 
Formen, durch welche die Interpretation der Gleichung Z M = R? 
auf dieselbe übertragen wird. Nach ihr sagt die erste dieser For- 
men aus, dass die geraden Linien 
R + M= vo, R — M =o, 
welche sich in der Ecke R =— o, M = o des Fundamentaldreiecks 
schneiden und den an dieser Ecke liegenden Winkel desselben hal- 
biren, Tangenten des betrachteten Kegelschnitts sind, denen die 
gerade Linie Z= o als Berührungssehne entspricht; oder der 
Punkt R = o, M = o ist der Pol der Linie Z = o. 
Ebenso lehrt die zweite Form, dass die geraden Linien 
R+l=o, R— L=o 
die der Berührungssehne M — o entsprechenden Tangenten der 
Curve sind, d. i. dass der Punkt 
A O 
der Pol der Geraden M = o ist. 
Für die dritte Form sind die imaginären geraden Linien 
L+MyY—-ı=o,L-MY—-ı=o, 
welche sich m dem reellen Punkt Z =— o, M = o durchschnei- 
den, Tangenten und die Linie R = o ist ihre Berührungssehne; 
der Punkt Z = o, M = o ist also noch immer der Pol der Ge- 
raden R = o, nur dass er innerhalb des Kegelschnitts liegt, so- 
dass von ihm ars keine reellen Tangenten an denselben gezogen 
werden können. 
Man erkennt in derselben Art, dass die Gleichung 
Ad: + Bap Bu cp = y? 
einen Kegelschnitt ausdrückt, in Bezug auf welchen der Punkt 
@e=u, B =v der Pol der geraden Linie y = o ist; denn die 
linke Seite dieser Gleichung kann in ein Product zweier linearen 
Factoren aufgelöst werden, welche zwei durch jenen Punkt ge- 
hende gerade Linien repräsentiren. 


305. Wenn die Gleichung eines Kegelschnitts in Bezug auf 
zwei durch den Brennpunkt gelegte rechtwinklige Achsen «= o 
und y = o die Form 
r 


x? Ea y* = ey 
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besitzt, in welcher y = o die Gleichung der Directrix bezeichnet, 
so erkennt man, dass diese Gleichung ein specieller Fall der von 
uns eben untersuchten allgemeinen Gleichung 

LP + M = R 
ist. Deshalb gestaltet uns diese Gleichung die allgemeinen Eigen- 
schaften der Brennpunkte abzuleiten und führt uns leicht und 
schnell zu einer Definition derselben, welche das Wesen und die 
Charakteristik derselben deutlich ausdrückt. 

Die Form der Gleichung 

+ y — ey 
zeigt, dass der Brennpunkt x= v0, y =o der Pol der Directrix 
y= o0 ist und dass die Polare eines Punktes der Directrix senk- 
recht zu der geraden Linie ist, die ihn mit dem Brennpunkt ver- 
bindet (Art. 194); denn die gerade Linie y=o, die Polare des 
Punktes x =o, y= 0, ist zu der Linie v==0 senkrecht, als 
welche jede durch den Brennpunkt gezogene gerade Linie gewählt 
werden kann. 

Die beiden durch die Gleichung z? + y? =o dargestellten 
imaginären geraden Linien sind Tangenten, welche durch den 
Brennpunkt an die Curve gelegt sind, da diese Linien aber von 
der Lage der Directrix y = o offenbar völlig unabhängig sind, so 
erkennen wir, dass alle Kegelschnitte, welche denseJ- 
benBrennpunkt haben, zwei durch diesenBrennpunkt 
gehende gemeinschaftliche imaginäre Tangenten be- 
sitzen. In Folge dessen können Kegelschnitle, welche 
beide Brennpunkte gemein haben, als demselben Vier- 
eck eingeschrieben betrachtet werden, denn sie haben 
vier imaginäre gemeinschaftliche Tangenten. 

Die imaginären Tangenten 

Ei en) 
durch den Brennpunkt sind dieselben geraden Linien, welche nach 
den unendlich entfernten imaginären Punkten eines Kreises gezo- 
gen werden können. (Vergleiche Art. 282.) Wir erhalten dadurch 
diese allgemeine Definition der Brennpunkte, welche bei spätern 
Untersuchungen, insbesondere auch in der Theorie der algebrai- 
schen Curven höherer Ordnungen, von sebr nützlichem Gebrauch 
ist: Wenn man durchjeden der beiden unendlich ent- 
fernten imaginären Punkte in einem Kreise Tangen- 
ten an einen gegebenen Kegelschnitt legt, so bilden 
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dieselben ein Viereck mit zwei reellen und zwei ima- 
ginären Eckpunkten; jene sind die Brennpunkte der 
Curve, und diese können als imaginäre Brennpunkte 
derselben bezeichnet werden.*) 


306. Die durch den Punkt y = 0, v=o an die Curve gezo- 
genen Tangenten sind durch die Gleichungen 
ey + x =o, ey — £= o0 
dargestellt und werden für die Parabel, für welche e = 1, 
y + z =0, y— x=o0, zu den beiden Halbirungslinien des von 
den Geraden y ==0, x =o gebildeten Winkels; wir schliessen 
daraus, dass die Tangenten, welche von einem Punkte der Direc- 
trix an eine Parabel gezogen werden können, rechtwinklig zu ein- 
ander sind. 


Die allgemeine Substitution, welche wir bei der Gleichung 
L-4 M — R’—= 0 benutzten, geht für die hier betrachtete Glei- 


chung $ + yo ed? 
in die folgende über 
æ= ey cosp., y = ey sinp, 
v 
d.h = mp, 
y 


so dass g den Winkel ausdrückt, welchen irgend ein Radius vector 
mit der Achse der æ einschliesst. 


“Darnach ist die Gleichung der Sehne, welche zwei Punkte o 
und @ verbindet , 

æ cos 4 lpg) +y sin glp +g) = ey cos $ (p — g). 
Setzen wir voraus, dass diese Sehne vom Brennpunkte aus immer 
unter einem constanten Winkel gesehen werde, oder dass  — p 
constant sei, so umhüllt sie nothwendig den Kegelschnitt 

+ y’ =r e’y?rcos’l lo =p) 5 
welcher mit dem gegebenen den Brennpunkt und die Direetrix 
gemeinschaftlich hat. 


*) Man kann diese Definition auch so aussprechen: Wenn unter den 
Tangenten, die man von einem Punkte ans an eine Curve ziehen 
kann, wenigstens zwei sind, welche mit der Achse der x undin 
Folge dessen mit einer beliebigen Geraden (Art. 41) Winkel bil- 
den, deren Tangenten + En sind, so ist dieser Punkt ein 
Brennpunkt der Curve,» 
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307. Die gerade Verbindungslinie des Brennpunktes mit dem 
Durchschnittspunkte zweier Tangenten, deren Berührungspunkte 
durch die Winkel 9, @ bestimmt sind, ergiebt sich- durch die 
Subtraction der Gleichungen 

x cosg + ysing — ey = o, 

z cosp + y sing — ey = o 
in der Form & sin} (g +g) — y cos 4 lp +g) = 0; 
da dies die Gleichung einer geraden Linie ist, welche mit der 
Achse der x einen Winkel 4(p + g’) bildet, so halbirt sie den 
Winkel zwischen den Radien vecloren der Berührungspunkte. 

Die gerade Linie, welche den Brennpunkt mit demjenigen 
Punkte verbindet, in welchem die Berührungssehne die Directrix 
schneidet, hat die Gleichung 

x cos 4 (p +g) + y sin 4 (p +g) = 0, 
und ist somit zu der vorigen rechtwinklig. (Art. 194, Aufg. 2.) 

Es ist leicht, mit diesen Formeln den Ort des Durchschnitts- 
punktes der Tangenten zu finden, deren Berührungssehne vom 
Brennpunkte aus unter einem gegebenen Winkel 26 gesehen wird; 
eine Elimination, welche mit der in der l. und 2. Aufgabe des 
Art. 129 übereinstimmt, liefert die Gleichung desselben 

(eat y) custi =e; 
er ist also ein Kegelschnitt, der mit dem gegebenen den Brenn- 
punkt und die Directrix gemein hat und dessen Excentricität 


= ist. 
cos d = 


Wenn der gegebene Kegelschnitt eine Parabel ist, so ist in 
unserm Falle auch der Winkel zwischen den Tangenten bestimmt, 
denn die Tangente x coso + ysin gp— y =o halbirt den von 
zcosp + ysin o=o und y==0 gebildeten Winkel; somit ist der 
Winkel zwischen den Tangenten die Hälfte des Winkels, welchen 
die geraden Linien 

æ coso + y singo und æ cosg + ysin g= o 
mit einander bilden, oder = } (p — g^), d. h. der von zwei 
Tangenten einerParabel gebildete Winkel ist die Hälfte 
desjenigen, unter welchem die zugehörige Berührungs- 
sehne vom Brennpunkt aus gesehen wird, und der Ort 
des Durchschnittspunktes der Tangenten einer Para- 
bel, die einen gegebenen Winkel bilden, ist eine Hy- 
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perbel, welche mit ihr Brennpunkt und Directrix ge- 
mein hat und deren Excentricität die Secante des ge- 
gebenen Winkels oder deren Asymptotenwinkel das 
Doppelte desselben ist. (Art. 167.) 


308. Wir haben im Artikel 295 gesehen und mehrfache An- 
wendungen bereits davon gemacht, dass die durch die Gleichung 
WL—2uR+-M=o 
dargestellte gerade Linie stets die Curve 

LM = R 
berührt. 


Wem wir bemerken, dass die Gleichung 
uul — (u +u) RHM =o 
durch alle die Punkte erfüllt werden muss, welche den Glei- 
chungen 
uL—R=0, Be 
oder denen yL — R == o0, pR — M= o 
genügen, und dass sie daher die Gleichung einer Linie ist, welche 
durch die Punkte geht, in denen die Linien «Z — R =o und 
uL — R= o die durch 
IM— = 9 

dargestellte Linie schneiden, so erkennen wir, dass die Linie 

WL —2u R4- M = 0 
ganz allgemein die Linie 

LM — Rè? = o 
in den Punkten berührt, in denen diese letztere von u L — R =o 
geschnitten wird, gleichviel, ob Z=—=o0o, M=o, R =o ge- 
rade Linien darstellen, oder nicht. 
Aehnliche Bemerkungen lassen sich auf die Gleichung 

L cos g + M sin g = R 

anwenden, welche jedoch auf die vorige reducirt werden kanu, 


indem man ng p=ų 
substituwirt; denn dann ist 
1— u? 2u 
cos p = ———, sin = 
3 1+ = it u 


und durch die Einführung dieser Werthe erhalten wir eine Glei- 
chung, in welche u nur im zweiten Grade eingeht. 


Wenn’ daher die Aufgabe gestellt ist, eine Curve 
zu bestimmen, die von einer veränderlichen Linie fort- 
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während berührt wird, so haben wir nur die Gleichung 
derselben so zu bilden, dass sie-eine einzige unbe- 
stimmte Grösse enthält und wenn- diese nur im zwei- 
len Grade darin auftritt, so kann die Enveloppe stets 
wie oben gefunden werden. Wenn die veränderliche 
Linie zwei unbestimmte Grössen in ihrer Gleichung 
enthält, so kann die Enveloppe derselben in der näm- 
lichen Art gefunden werden, vorausgesetzt, dass jeue 
unbestimmten Grössen durch eine gegebene Relation 
vereinigt sind, weil mit Hilfe dieser letziern stets 
eine der beiden unbestimmien Grössen durch Elimina- 
tion entfernt werden kann. 


Aufg. 1. Man soll die Enveloppe einer geraden Linie 
bestimmen, die sich so bewegt, dass das Product ihrer 
Entfernungen von zwei festen Punkten constant bleibt. 

Wir wählen die Verbindungslinie der beiden festen Punkte und die 
in der Mitte derselben zu ihr errichtete Senkrechte zu Coordinatenachsen, 
so dass die festen Punkte durch y = 0, = + c bestimmt sind; die ver- 
änderliche gerade Linie sei durch y — mx + n == o dargestellt, so lic- 
fern ilie Bedingungen der Aufgabe die Relation 


(n + me) (n — me) =b (1 + m), 
oder n? — D? + b’m? + mi. 
Aus «er Gleichung der Geraden ist aber 
"= y — 2mxy + ma 
und somit 


m b — ce) — Imay + y’ b = o. 


Daraus ergiebt sich sofort die Gleichung der Enveloppe 


aty’ = (at — b — c) y’ — t), 
m y? 
oder MET + pi —y P 


Aufg. 2. Welches ist die Enveloppe einer geraden Li- 
nie, für welche dieSumme der Quadrate derSenkrechten, 
die man von zwei festen Punkten aus auf sie fällen kann, 
stets dieselbe bleiht. 


ar y 
Auf. Se + p =z j: 


Aufg. 3. Bestimme die Enveloppe unter der Voraus- 
setzung, dass die Differenz der Quadrate dieser Senk- 
rechten gegeben sci. 


Aufl. Sie ist cine Parabel. 
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Aufg. 4. Um einen festen Punkt O dreht sich eine ge- 
rade Linie OP und schneidet eine’feste gerade Linie in P; 
man soll die Enveloppe der geraden Linie PO finden, 
welehe mit derdrehenden Geraden den constanten Winkel 
OPO bildet. 

Wir nehmen an, die Linie O P bilde den Winkel $ mit der auf die 
feste gerade Linie gefällten Senkrechten und ilre Länge sei = p sec #; 
die von O auf PO gefällte Senkrechte bildet mit OP den festen Winkel 
p und hat daher die Länge p scc &. cos B. Da nun diese Senkrechte mit 
der erstern den Winkel (9 -+ ß) bildet, so ist die Gleichung von PỌ unter 
der Voranssetzung, dass die feste gerade Linie zur Achse der æ erwählt sei, 

x cos ($ + B) + y sin (9 +P)—psec#.cosß, 
oder 
æ cos (20 + p) + y sin (28 + B) = 2p tos B — x cos ß — y sin p, 
eine Gleichung von der Form 
L cos p + M sin pọ = R, 
deren Enveloppe daher durch 
x? + y? = (x cos B + y sin 8 — 2p cos fY 

repräsentirt wied; es ist die Gleichung einer Parabel, welehe den Punkt 
Q zu ihrem Brennpunkt hat. 

Aufg.5. Die Enveloppe der Linie l4 | zu finden, in 
welcher die unbestimmten Grössen durch die Relation 

atmet 

verbunden sind. 

Wir subslituiren für u; C—u 
und entfernen die Brüche; darnach ergiebt sich die Gleichung der Enveloppe 

AN ea 9 AB 340 NIC —, 
dieselbe ist mit der Form 


+Yiı Vz +Ve=o 


äquivalent. 


Wenn z. B. von einem Preieck der Winkel an der Spitze und die 
Summe der Seiten gegeben ist, so wird die Enveloppe der Basis durch die 


> a T y = 
Gleichung = +7 =i 
mit der Bedingung a+b=e 


bestimmt und ist daher durch 
è + y? — 2y — lc — Icy + co 


repräsenlirl; sie ist also eine Parabel, welche die Seiten £x = o und 
y = o berührt. 


Oder wenn zwei conjugirte Durchmesser einer Ellipse der Lage nach 
gegeben sind und ihre Grössen der Bedingung unterliegen, dass die Summe 
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ihrer Quadrate constant sei, so findet sich die Enveloppe derselben aus 
der Gleichung 7 + 
mit der Bedingung a? -H V? — c? und die Enveloppe hat die Gleichung 


zEyLe=o, 
d. h. alle diese Ellipsen berühren vier feste gerade Linien. 


Aufg. 6. Wenn man zwischen den Gleichungen 
EHE +E =o, Mt+NMitNmT=e 
die Grösse a” eliminirt, so enthält die resultirende Glei- 
chung die Grösse É, nur im zweiten Grade und dieEnve- 


loppe wird durch die Gleichung 
Aa + Bb + Ce=o 
ausgedrückt). 
Wenn z. B. der einem Br umschriebene Kegelschnitt 


£ +5 4- A = 0 
(Art. 134) der Bedingung ne N die in seiner Gleichung auftre- 
tenden Constanten durch die Relation 

Vua t Vpb + Vue =o 
verbunden sein müssen, so ist die Enveloppe aller so bestimmten Kegel 
schnitte die gerade Linie 

da + LB Fey o. 

Oder wenn in der Gleichung des einem Dreieck eingeschriebenen Kegel- 
schnitts 


y 


Vua + Vwb + Vuy =o 
(Art. 136) die Constanten durch die Relation 
E+E&+ E so 
vercinigt sind, so berührt derselbe stets die gerade Linie 
Aa + BB + Cy =o. 

Wir haben in Artikel 268 gesehen, dass die Evolute einer 
Curve die Enveloppe ihrer Normalen ist. Es ist leicht, mit den 
dort gebrauchten Symbolen der Differential- Rechnung und dieser 
Untersuchung der geometrischen Theorie der Enveloppen das all- 
gemeinere Verfahren zur Entwickelung ihrer Gleichung anzugeben. 
Wenn allgemein > L=o 


*) Es lässt sich allgemein beweisen, dass den beiden Gleichungen 
(pa + (wB) + (u` CO" = o, 
(u a)" + (u’b)* + (u "ey" = 0, 


die Gleichung der Enveloppe 


rer 


entspricht. 
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die Gleichung einer beweglichen Linie ist, in welcher also ein ver- 
änderlicher Parameter 7 vorkommt, so wird eine benachbarte Lage 
derselben, welche einem Werthe 7 + % dieses Parameters entspricht, 
nach dem Taylor'schen Satze durch die Gleichung 
pph er 
dE l aP ta 
reprāsentirt. Denkt man A% ohne Ende abnehmend, und den 
Durchschnittspunkt zweier so bestimmten Linien gesucht, so be- 
stimmt sich derselbe offenbar durch die Coexistenz der beiden 
dL 
Ü, A = 
‚Wenn man zwischen ihnen jenen Parameter 7 eliminirt, so 
erhält man die Gleichung der Enveloppe. 


=-= ð 


Gleichungen E= 


So fanden wir die Gleichung der Normale der Kegelschnitte 


a ty p? 
(Artikel 181) D = “y ven 10: 
x y 
Durch die Substitution x’ = «a sin 9, y = b sin p, erhält sie die Form 
E by > 


— u —) 


cos m sin p 
In ihr ist nur der Parameter œ enthalten und demnach be- 
stimmt sich aus ihr nach dem Vorigen die Gleichung der Evolute ; 
sie ist dieselbe, die wir schon kennen. 


309. Diese Principien erlauben uns die Gleichung eines 
Kegelschnilts zu schreiben, der mit den beiden gegebe- 
nen Kegelschnitten S=o und S =o eine doppelte Be- 
rührung hat. 

Wenn Z=o und F=0 die Durchschnitts-Sehnen derselben re- 
präsentiren, so dass 

S-S=KEF 
ist, so ist die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher beide berührt 
wE — 2u(S+S)+F=o; 
denn wenn wir die Enveloppe dieses Kegelschnittes suchen, so er- 
giebt sich 


EF?— (S + S= o0 
oder 4SS’—o 
als ihre Gleichung; jeder dieser Kegelschnitte hat also mit den 
beiden gegebenen eine Doppelberührung. 


Salmon. Anal. Geom. der Kegelschaitte. 22 
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Weil die Gleichung in Bezug auf die unbestimmte Grösse u 
vom zweiten Grade ist, so erkennen wir, dass durch jeden Punkt 
zwei Kegelschnitte gelegt werden können, welche mit den gege- 
benen eine doppelte Berührung haben; und es ist leicht, zu be- 
weisen, dass die eine ihrer Durchschnitts-Selmen die gerade Linie 
ist, welche den gegebenen Punkt mit dem Punkte E= 0, F= 0 
verbindet, die andre aber die vierte Harmonikale zu dieser Linie 
in Bezug auf jene beiden Geraden. 


310. Die Gleichung eines Kegelschnitts, der mit zwei Kreisen 

eine doppelte Berührung hat, nimmt die einfachere Form an 
w— ul) H (C—C Ena. 

Die Berührungs-Sehnen des Kegelschnitts mit diesen beiden 

Kreisen sind durch 
C— C + u= 0o md C — Ü—um=oı 
dargestellt, also zu einander parallel und von der Radical-Achse 
beider Kreise gleichweit entfernt. Man kann die gefundene Glei- 
chung auch in der Form 
vetzyVi=yu 

schreiben und erhält dann durch ihre Interpretation den folgen- 
den Salz: Der Ort einesPunktes, für welchen dieSumme 
oder Differenz der von ihm an zwei gegebene Kreise 
gezogenen Tangenten constant ist, ist ein Kegel- 
schnitt, der mit den beiden Kreisen eine doppelte Be- 
rübrung hat. 


Wenn wir die beiden Kreise als unendlich klein voraussetzen, 
so erhalten wir daraus die Fundamental-Eigenschaft der Brennpunkte 
des Kegelschnitts. (Vergleiche Art. 255.) Wenn u dem zwischen 
beiden Kreisen enthaltenen Abschnitt in einer ihrer gemeinschaftli- 
chen Tangenten gleich ist, so bezeichnet die Gleichung ein Paar 
der gemeinschafllichen Tangenten beider Kreise. 

Aufg. 1. Die in den Artikeln 146, 147 gegebenen Aufgaben über die 
Bestimmung der gememschaftlichen Tangenten zweier Kreise nach dieser 
Methode zu lösen. 

Aufl. von Aufg. 146: VC + VE = 4 oder —2. 

» nn W:O VE = 1 oder = VS. 

Aufg. 2. Drei Kreise sind gegeben; wir nennen Z, Z 

die gemeinschaftlichen Tangenten zu C, C; M, M die zu 
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C”, Cund N, N dieznC, C; wenn die drei Tangenten Z, M, N 
sich in einem Punkte schneiden, so gehen auch Z, M, N 
durch denselben Punkt. 


Die Gleichungen der Paare gemeinschaftlicher Tangenten sind 
ve HVE =t, VE + VG =t, YVC 4yVť el. 
Die Bedingung, unter welcher die drei ersten sich in einem Punkte 
schneiden, ist > s 
ttit; 
wenn diese Bedingung erfüllt ist, schneiden sich auch die drei letzten 
Tangenten in einem Punkte. 


311, Die Gleichung eines Kegelschnitts, der einem 
Viereck eingeschrieben ist, ergiebt sich als ein specieller 
Fall des im Artikel 309 behandelten Satzes; sie ist 

WE — 2u (AC + BD) + Fo. 
Darin sind 4 = 0, B =o, C =o, D=o die Seiten, E=- 0, 
F = o die Diagonalen des Vierecks und man hat 4C — B D= EF. 

Diese Gleichung nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man 
sie in Gliedern aus den drei Diagonalen des Vierecks ausdrückt. 

Wenn Z=o, M=o, N=o die Diagonalen des Vierecks 
ausdrücken, so sind 
W)ZFN+N=0, 2) + N-I=o0,3)N+ ZI —- M=o, 

4.) LM — N= - 
die vier Seiten desselben; denn die Diagonale Z = o geht durch 
den Durchschnitt der Seiten 1, 2 und durch den von 3, 4; M 
durch die Schnittpunkte von 1, 3 und von 2, 4 und N durch 
diejenigen von 1, 4 und von 2, 3. Die Gleichung des die vier 
Seiten berührenden Kegelschnills kann geschrieben werden 

er — u + M — N) + Mo. 
Derselbe berührt stets die durch die Gleichung 
(4 M— NP — EMIA M + N M A N L) N HLI M) 

(L + M —-N) = o 
dargestellten vier geraden Linien. Wenn man jene Gleichung des 
berührenden Kegelschnitts in der äquivalenten Form 

P= = + ni 

p Er 
schreibt, so erkennt man den engen Zusammenhang, welchen die 
allgemeine Lösung dieser Frage mit der durch die Entwicklungen 
der Artikel 303—305 enthüllten wahren Natur der Brennpunkte 
der Kegelschnitte hat. 


22° 
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Aufg. 1. Man soll die Gleichung des Kegelschnitts 
finden, welcher die vier Seiten des in der Aufg. 8 des 
Art. 34 behandelten Vierecks herührt. 


In diesem Falle haben wir, wie leicht erkannt wird, 
1 $ 1 1 
L (++ z)e. M= (4 T b) Y» 
el BL FT ce Yu 1` n 
N= (G i 2) Mr (; >) Be 
Die Gleichung des iet, ist daher: 
2 
i= T er u v-: i 
l xt y? 
Aufg. 2. Man soll den Ort der Mittelpunkte der dem 


selben Viereck eingeschriebenen Kegelschnitte bestim- 
men. 


Der Mittelpunkt des Kegelschnitis, dessen Gleichung in der letz- 
ten Aufgabe entwickelt ward, bestimmt sich durch die Gleichungen 


al ed 
BEN Ile 


Durch Elimination von a A. wir 


I | ) ( 1 | (a d’ UEST 
A — = —ır I  Y, 
(: A, r+ 4 P y aa (a — a) A bA ib h) y 
2x 2y 
a F + b =» > I p 


die Gleichung der geraden Linie, welche die Mittel- 
punkte der Diagonalen verbindet, 


oder 


312. Die vorhergehenden Entwicklungen haben den Gebrauch 
des Syslems der Dreilinien - Coordinaten nach verschiedenen Seiten 
erläutert und die Vortheile anschaulich gemacht, welche mil dem- 
selben erreicht werden können; sie haben uns auch zu einer einfa- 
chen Behandlung von Problemen über die Enveloppen geführt, 
und es liegt nahe , die allgemeine Bemerkung hieran zu knüpfen, 
dass jede Curve ebensowohl als Enveloppe einer bewegli- 
chen geraden Linie, wie als Ort eines beweglichen Punk- 
tes angesehen werden kann. 

Wenn man einen Punkt durch seine Coordinaten in einem 
trilinearen System bestimmt, so wird durch eine homogene Glei- 
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chung zwischen diesen Coordinaten ein geometrischer Ort von Punk- 
ten ausgedrückt, welcher für den Fall, dass jene Gleichung vom er- 
sten Grade ist, eine gerade Linie, für jeden anderen Fall eine Curve 
und insbesondere für den Fall der Gleichung zweiten Grades ein 
Kegelschnitt ist. ledes System zusammengehöriger Werthe der Ver- 
änderlichen bestimmt einen Punkt der Curve und man gelangt zur 
Bestimmung der Tangenten derselben, indem man jede Tangente 
als die gerade Verbindungslinie zweier unendlich nahe benachbar- 
ten Punkte der Curve auffasst. In diesem Sinne ward auch das 
allgemeine Problein von den Enveloppen gelöst. 

Die analytische Geometrie vermag sich aber ganz ebenso di- 
rect der Auffassung einer Curve als der Envoloppe einer geraden 
Linie zu accommodiren, wie der bisher verfolgten als Ort eines 
Punktes. Wir erkennen zurückbliekend das einfache Mittel dazu 
in der Verfolgung der Ideen, welche der Gegenstand der Ent- 
wickhingen der Artikel 70, 71 und 72 bildeten. Wenn in Bezug 
auf drei feste Fundamental-Punkte jede gerade Linie durch ihre 
Coordinaten bestimmt wird, so drückt jede Gleichung zwischen 
denselben die Enveloppe aller der geraden Linien aus, deren Coor- 
dinaten ihr genügen; die homogene Gleichung ersten Grades zwi- 
schen drei Veränderlichen repräsentirt darnach speciell einen Punkt. 

313. Die allgemeine homogene Gleichung zweiten Grades zwi- 
schen drei Veränderlichen, welche wir in der Form 

Aè + Baß + CR ++ Day + Eby + FE —=o 
voraussetzen, bezeichnet, wenu œ, ß, y als die Coordinaten einer 
beliebigen geraden Linie betrachtet werden, einen Kegelsehnitt. 
Denn sie enthält fünf unabhängige Constante und repräsentirt daher 
eine Curve, welehe durch fünf Tangenten bestimmt wird; wir ha- 
ben aber bereits in dem Satze von Brianchon (Art. 289) erkannt, 
dass und wie durch fünf Tangenten ein Kegelschnitt bestimmt ist. 
Die Coeffieienten der allgemeinen Gleichung können somit stets und 
immer nur anf eine Weise so bestimmt werden, dass sie einen 
beliebigen gegebenen Kegelschnitt repräsentirt, und sie kann nur 
einen solchen veprösentiren. Die Bestimmung der gemeinschaft- 


lichen Wurzeln (@ J (z ): (2), $), 


der Gleichungen 
Aè + Bab + ECR + Day +EBy + F=, 
a«u + bB + cy = o0 
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führt, wie wir wissen in dem System der Dreilinien - Coordinaten 
zur Angabe derjenigen Punkte, welche dem von der ersten Glei- 
chung dargestellten Kegelschnitt und der von der zweiten reprä- 
sentirten geraden Linie gemeinschaftlich sind; auf Grund der An- 
zahl dieser gemeinschaftlichen Punkte — olıne Rücksicht darauf, 
ob sie reelle und verschiedene, zusammenfallende oder imaginäre 
Punkte seien — nur insofern dieselbe lediglich durch den Grad 
der Gleichung der Curve bestimmt wird, bezeichnen wir die Ke- 
gelschnitte als Curven zweiter Ordnung. 


Wenn wir aber dieselbe algebraische Operation an jenen’ Glei- 
chungen in der Voraussetzung vollziehen, dass die Veränderlicheu 
derselben die Dreipunkt-Coortdinaten gerader Linien bezeichnen, so 
ist ihr Sinn dahin zu interpretiren, dass die gemeinschafllichen Wur- 
zeln beider Gleichungen die Coordinaten derjenigen geraden Linien 
bezeichnen, welche sowohl der durch die erste als der durch die 
zweite Gleichung dargestellten Enveloppe angehören, d. i. die Coor- 
dinaten derjenigen Tangenten des Kegelschnitts, welche durch den 
von der zweiten Gleichung bezeichneten Punkt möglich sind. Da es 
solcher gemeinschaftlicher Wurzeln und mithin solcher Tangenten 
stets zwei giebt, so bezeichnen wir unter völligem Absehen von 
dem Umstande, dass dieselben ebensowohl reell und verschie- 
den, als reell und gleich, und imaginär sein können, jede durch 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Enveloppe als 
eine Curve zweiter Klasse. *) 

Wir brauchen die Bezeichnung Curve zweiten Grades 
binfort nur da, wo eine Trennung beider Aullassungen als unnö- 
thig oder unzweckmässig erscheint und behalten für solche Fälle 
zugleich die Collectiv-Bezeichnung Kegelschnitte bei. 


Der Punkt und die gerade Linie erscheinen von diesem Ge- 
sichtspunkte aus als Enveloppe und Ort ersten Grades, und jene 
ist näher als von der ersten Klasse, dieser als von der ersten Ord- 
nung zu bezeichnen. 


*) Sind beide Gleichungen von höherem Grade, so bestimmt sich die An- 
zahl ihrer gemeinschafllieheun Wurzeln, d, i. die Anzahl der gemeinschaftli- 
chen Tangenten der durch sie repräsentirten Curven durch das Product ihrer 
Grade. Zwei Curven zweiter Klasse haben somit vier gemeinschaftliche Tan- 
genten. 


WW 
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314. Es ist ein specieller Fall des Vorigen, wenn wir das 
Resultat der Substitution y =o 
in die Gleichung 

dd + Baß +C Day + Eby + fy mo, 

d, i. die Gleichung Aa + Beß + CF = o0, 
dahin interpretiren, dass sie die beiden Punkte bezeichnet, welche 
von den von der Ecke y ==0 des Fundamental-Dreiecks ausgehen- 
den Tangenten des Kegelschnitts in der gegenüberliegenden Seile 
desselben bestimmt werden. 


Wenn wir ferner die allgemeine Gleichung in der Form 
(de + Beß + CR) + yib + EB + Fy) =o 
schreiben, so zeigt sie offenbar, dass die von ihr repräsentirte 
Curve ebensowohl die geraden Verbindungslinien des Fundamen- 

tal-Punktes y==0 mit den beiden durch 

da + Beb + CF =o 

dargestellten Punkten, als auch die geraden Verbindungslinien die- 
ser letzteren Punkte mit dem Punkte De + EB + Fy=o zu 
Tangenten hat. Es bezeichnet somit diese letztere Gleichung ins- 
besondere die vierte Ecke eines dem Kegelschnitt umschriebenen 
Vierseits, dessen andre Eckpunkte der Fundamental-Punkt y und 
diejenigen beiden Punkte sind, welche durch die von ihm ausge- 
henden Tangenten der Curve in der Gegenseite des Fundamental- 
Dreiecks bestimmt ‚werden. 


Die Curve zweiter Klasse degenerirt offenbar in zwei Enve- 
loppen der ersten Klasse, wenn die allgemeine Gleichung, welche 
sie repräsentirt , in lineare Factoren zerfällt. Die allgemeine 
Gleichung zweiten Grades 

Ax + Baß + CR + Day, + Eßy + F =o 
repräsenlirt somit zwei Punkte, sobald die Bedingung 
AE? + CD? + FE — BDE +40 F =v 

erfüllt ist. 


315. Die Unterscheidung der individuellen Curven zweiten Gra- 
des kam in dem System der Dreipunkt-Goordinaten leicht und 
allgemein geschehen, und wir wollen die Art und Weise der Un- 
tersuchung einfach bezeielmen. Die Curve zweiten Grades ist eine 
Parabel, wenn die unendlich entfernte gerade Linie unter ihren 
Tangenten ist, d. h. wenn ihre Gleichung in Tangential- Coordi- 
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naten durch die Coordinaten der unendlich entfernten geraden Li- 
nie befriedigt wird. Die Gleichung 
Ad 4 Bah + CF + Doy + Eby + Fy=o 
wird aber darch die Coordinaten 
e = p = y 
dann befriedigt, wenn die Summe ihrer Coefficienten gleich Null 
ist. In Folge dessen repräsentirt z. B. die Gleichung 
77 
eine Parabel. 

Will man entscheiden, ob die obige allgemeine Gleichung eine 
Hyperbel oder eine Ellipse repräsentirt, so muss man bestimmen, 
ob die unendlich entfernte gerade Linie die Curve in reellen oder 
in imaginären Punkten schneidet. In derselben Weise, in wel- 
cher man bei dem Gebrauch des Dreilinien - Coordinaten - Systems, 
und bei 'dem der Cartesischen Coordinaten als eines speciellen 
Falles von diesem, verfährt, um die Bedingung auszudrücken, 
dass eine durch die allgemeine Gleichung ersten Grades darge- 
stellte gerade Linie den durch die allgemeine Gleichung zweiten 
Grades repräsentirten Kegelschnitt berührt (Art. 111), erhält man 
für das System der Dreipuukt- Coordinaten die Bedingung, unter 
welcher der Punkt le + mp + ny =v 
der Curve 

Ao + Bag + CR + Day + Eßy + 2 = 
angehört, in der Form 
(E?— 4 CFP + (D —4 AF) m? + (B? —4AC)n? + X2 4E — BD) mn 
+ 220D — BE)nl + 2(2BF — DE) Im = o. 

Liegt dieser Punkt in unendlicher Eutfernung, so muss in 

seiner Gleichung die Coefficienten -Summe Null betragen, oder 
n= — (l+ m 

sein. Durch Substitution dieser Bedingung und Auflösung der eben 

gegebenen Gleichung für Z:m erhalten wir die unendlich entfern- 

ten Punkte der Curve und demnach in der Bedingung, unter wel- 

cher die gefundenen Wurzeln reell sind, die Bedingung, deren Er- 

füllung die Curve zu einer Hyperbel macht. 

Dies Kennzeichen ergiebt sich durch eine einfache Entwicklung 
in folgender Form: Wenn die Coefficienten- Summe 

A+B+HC+D+HE+F 
und die Function 
AE + CD + FB? — BDE — 4ACF 
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einerlei Vorzeichen besitzen, so ist die durch die 
allgemeine Gleichung repräsentirte Curve eine Hy- 
perbel, für verschiedene Vorzeichen eine Ellipse. 
Die Identität der Goefficientensumme mit Null liefert 
die Parabel und die der letztern Function mit Null 
zwei Punkte. 


316. Wir müssen bevor wir an weiteren Beispielen den Ge- 
brauch dieses Goordinatensystems bei Curven zweiten Grades näher 
erläutern, eine Betrachtung nachholen, welche den an dem be- 
zeichneten Orte (Art. 70 f) gegebenen Abriss vervollständigt; es 
ist die Untersuehung der gegenseitigen Ahhängigkeit 
zwischen den drei Coordinaten einer beliebigen ge- 
raden Linie, oder ihrer Beziehung zum Fundamental- 
Dreieck, das Analogon der im Artikel 63 gegebenen Entwick- 
lung. Wie an dem angeführten Orte, bietet uns die zu suchende 
Formel zugleich das Mittel dar, um allen Gleichungen, denen die 
homogene Form fehlt, dieselbe zu geben. 


Wir wollen uns zunächst zur Untersuchung jener Relation der 
Cartesischen Coordinaten bedienen. Dazu setzen wir voraus, die 
gerade Linie sei durch 

x cos? + y sind -+ p= o 
repräsentirt und die Cartesichen Coordinaten der drei Fuudamen- 
tal-Punkte seien x,y, £”, y , £", y”, die Dreipunkt-Coordinaten 
jener geraden Linie aber «œ, ß, y. 
Daraus entspringen die Relationen 

x cost + y sine + p=e, 

x” cos + y” sin + p= B. 

cost + y” sind + py 
und zur Erlangung der gewünschten Beziebung zwischen den Drei- 
punkt- Coordinaten œ, B, y der geraden Linie und dem Fundamen- 
taleDreieck haben wir aus ihnen nur die Grössen p und 9 zu eli- 
miniven; wir mullipliciren dazu die drei obigen Gleichungen re- 
spective mit y” — y”, y” — y, y — y” und erhalten durch Ad- 
dition 
HN) H y Ned = alu" — y”) 

+ pw" N) trW—y). 
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Die entsprechende Multiplication mit £“ — x”, s” — x, 
æ — x” liefert ebenso 
au [æ (y” — y) H a ly” — y) +" y — y’)) sine le’ — re) 

+ Bla” — a) + yla! — a”), 
und durch Quadriren und Addiren beider letzten Gleichungen er- 
langt man endlich die Elimination von ®. 

Wir bringen das Resultat in eine passendere Form, indem 
wir die Seitenlängen a, b, c des Fundamental-Dreiecks und die Win- 
kel p, p, x vorübergehend einführen, und die zu jenen Seiten ge- 
hörigen-Höhen durch p, p, p” " bezeichnen; denn damit erhal- 


ten wir 2" — "= acosiy, y — y = a sino, 
x” — x = b cos p, y — y = b sin y, 
© — qg” = c ctos I» y — y” = e sing 
und 


u) H y N) ty N) = ap = bp = țep = M; 

und dadurch 

M= aat b'P cry? + 2abaß cos (p — w) + 2 beby cos iy — y) 
-F 2 caya cos (x — p), 

d. i. wenn man die Winkel des Fundamental-Dreiecks durch A, B, C 

bezeichnet und mit Moder den entsprechenden Aqnivalenten dividirt, 

a? a. „= 2aß cos C 2ßBy cos A 2ya cos B 

I = p? + p” y® pe EEL TERI — "E . 

Wenn man dagegen die Winkel des Dreiecks durch seine Seiten 

ersetzt und den doppelten Inhalt des Dreiecks durch M bezeichnet, 

so erhält man die Bern in der Form 

M= att bp t — (B H À — a) By m (t H a yo 
— ak D — c) ab. 

Wir setzen die erste Form voraus und bezeichnen dieselbe sym- 

bolisch durch tee 


317. Man kaum diese Relation auch ohne Vermittelung der 
Fig.1l. Cartesischen Coordinaten direct mit Hilfe 
der Grundanschauungen des Dreipunkt- 

A ! Coordinaten-Systems ableiten ; dazu las- 


Jr 2 [i sen wir in Figur 111 ABC das Funda- 

E i |: mentaldreieck, GH die gerade Linie und 

ar | i> E F eine durch den Punkt 4 gehende 
a En = ťa 7 u Parallele zu ihr, 4D, BE, CF die Coor- 
p >= z dinaten der ersteren sein, und bezeich- 
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nen die Seiten AB, BC, CA respective durch c, «a, b, die Coordi- 
naten AD, BE, CF durch a, B, y und den Winkel DAJ, (unter der 
Voraussetzung boB AJ = ON) 
durch ®. 

Man hat dann 


BE = - B + a), CF = — (y + a); 
d A i A 
also > = sin BAE = — det. = cos BAD = cos (7 + o), 
F" +a 4 
und = = sin CAF = — ? == eos CA D = cos (2 m o). 
CA b a 


Daraus folgen die Gleichungen: 


1 Pte y+ e 
cos ® — — — — > 
ə -h A b 
2008 5 
; 1 & + a 
sin ® = — A SELS $ 
I sin g b 


und durch Quadriren uud Addiren endlich 
1 k + e) + ly + ai dcos d (B + al ly + u) 

sin?d Te b 
oder 

PBH H ey Het + ţa) B H ly H aIl M, 
d, i 

aa A bB E cty a o A et e iaat) by + ®— b)ya 

— (a + b — c*) aß = M°, 


sind be =h 


wie vorher. 


318. Die im Vorigen entwickelte und durch 

Ac 
bezeichnete Relation erlaubt uns, alle nicht homogenen Glei- 
chungen, als welche sich im allgemeinen auf die 
Form f(e, B, y) = const. 
oder g (a, B, y, const) = 0 
bringen lassen, homogen zu machen. Wenn man näm- 
lich einen Factor z in dieselbe zur Erlaugung der Homogeneität 
einführt, und ihn darnach mit Hilfe der Relation 

Rau) 
elininirt, so erhält man eine homogene Gleichung als das Er- 
gebniss. 
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Wenn z. B. der Mittelpunkt eines Kreises durch die Gleichung 
la + mB + ny =o 
repräsentirl und sein Halbmesser durch r bezeichnet wird, so gilt 
für alle Tangenten desselben die Gleichung 
la + mp + ny=r(l+ m+n). 
Man macht sie homogen, indem man rechts den Factor z — Q! 
beifügt und erhält damit die Form 
la + mB + np’ =r (l + m 4 n’R. 

Wir bemerken, dass diese Gleichung durch die Elimination 
vom ersten in den zweiten Grad übergeführt worden ist und er- 
kennen leicht, dass dies immer dann eintreten wird, wenn der 
Factor in irgend ein Glied der Gleichung im ersten oder allge- 
meiner überhaupt in einem ungeraden Grade einzuführen ist; 
denn dann muss man zur Herstellung der Homogeneität die Glei- 
chung quadriren. 


Dies Ergebniss ist wichtig, denn es zeigt an, dass Ordnung 
und Klasse einer Curve nicht zugleich durch den Grad 
ihrer allgemeinen Gleichung in nicht homogener 
Form angegeben werden; nur wenn die Constante allein in 
geraden Potenzen in der Gleichung auftritt, bleibt der Grad der 
Gleichung nach der Herstellung der Homogeneität derselbe wie vor- 
her und die Curve ist von einerlei Ordnung und Klasse. Im All- 
gemeinen aber ist eine Curve der z” Ordnung von der 
Un’ Klasse. 


319. Wenn wir jetzt durch 


D 


Sound S==o 
die Gleichungen zweier Kegelschnitte als Curven zweiter Klasse 
repräsentiren, so ist jede Gleichung von der Form 
S+iS=o 
die Gleichung eines dritten Kegelschnitis, welcher 
von den gemeinschaftlichen Tangenten der beiden er 
steren berührt wird, oder welcher mit diesen Kegel- 
schnitten dem nämlichen Vierseit eingeschrieben ist; 
denn die Coordinaten jeder der gemeinschaftlichen Tangenten erfül- 
len die letztere Gleichung, weil sie die beiden ersteren zu Identi- 
täten machen. 
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In dieser allgemeinen Betrachtung sind als specielle Fälle die 

durch die Gleichungen 

S + kaß = o, 

ay -+ kò = o 
gegebenen Formen enthalten, in denen wir beide Gleichungen des 
zweilen Grades S— 0, S =o oder eine derselben als in lineare Fac- 
toren zerfällbar vorausgesetzt haben. Die erste bezeichnet einen Ke- 
gelschnitt, welcher demjenigen Vierseit eingeschrieben ist, das von 
den durch die Punkte «= o, B = o an den Kegelschnilt S — o 
gelegten Tangenten gebildet wird; oder die Kegelschnitte 

S = o und S + kaf = o0 

haben in den Punkten « = o, ĝ = o die Durchschnitts - 
punkteihrer gemeinschaftlichen Tangenten. 

Die zweite jener Gleichungen repräsentirt einen Kegelschnitt, 
welcher dem Vierseit eingeschrieben ist, dessen Eckpunkte durch 
die Gleichungen « == o, B = o, y = o, d = o ausgeilrückt sind. 

Wir können endlich die Voraussetzung machen, dass die Ke- 
gelschnittsgleichungen sich in vollkommene Quadrate auflösen, oder 
dass die zu interpretirenden Gleichungen die Formen 

S + k= o, ay + ke == 0 
annehmen. Alsdanu fallen zwei von den Ecken jenes umschrie- 
benen Vierseits zusammen und dasselbe redueirt sich auf ein Drei- 
seit, aus dem von jenem zweifachen Punkt ausgeheinlen Paar ge- 
meinschaftlicher Tangenten und ihrer Berührungssehne. Die Glei- 


chung S + kæ =o 
bezeichnet einen Kegelschnitt, welcher mit dem Ke- 
gelschnitt S =i 
eine doppelte Berührung hat; 
s= 0 


repräsentirt den Durchschnitispunkt der entspre- 
chenden gemeinschaftlichen Tangenten. 
Ebenso wird durch die Gleichung ` 
«y + kB =o 
ein Kegelschnilt ausgedrückt, welcher die geraden Verbindungs- 
linien des Punktes 8 = o mit den Punkten œ = o und y = o in 
diesen letzteren Punkten berührt. 


Wenn in der Gleichung S -+ ka? == o der durch « = o dar- 
gestellte Punkt dem Kegelschnitt S = o selbst angehörig gedacht 
wird, so repräsentirt sie einen Kegelschnitt, der mit diesem erste- 
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ren vier aufeinanderfolgende Tangenten gemein hat, also eine Be- 
rühreng der dritten Ordnung mit ihm besitzt. Macht man dieselbe 
Voraussetzung in der zweiten Gleichung, d. i. lässt man den Aus- 
druck 8 mit einem der beiden Ausdrücke œ oder y identisch wer- 
den, so zerfällt die Gleichung in die beiden Factoren vom ersten 
Grade «a + kB = o, b =0, 

d. i. sie repräsentirt ein Paar von Punkten. 

320. Wir kehren nach diesen Betrachtungen noch einmal zu 
dem durch I= 
repräsentirten Ausdruck zurück, um die Frage zu beantwor- 
ten, welche Bedeutung die Gleichung 

R= O 
besitze. 

Diese Frage hat den nämlichen paradoxen Anschein, sie ist 
überhaupt das vollständige Analogon für das System der Dreipunkt- 
Coordinaten, zu der in Bezng auf das System der Dreilinien-Coor- 
dinaten im Artikel 65 aufgestellten und beantworteten nach der 
Bedeutung der Gleichung 

«sin A + f sin B + y sin C = o. 

Wie diese keine endlich bestimmbaren Punkte darstellen kann, 
weil für jeden solchen Punkt der links stehende Ausdruck einen 
constanten aber von Null verschiedenen Werth hat, so kann auch 
die Gleichung Mer 

keine endlich bestimmbaren Elemente bezeichnen, weil für jede 
angebbare gerade Linie die Function 2 den bestimmten und von 
Null verschiedenen Werth Eins hat. Während aber jene Gleichung 
in der allgemeinen Form der Gleichung des ersten Grades erschien, 
so hat diese die Form der Gleichung zweiten Grades und muss 
demnach als eine Enveloppe zweiter Klasse betrach- 
tet werden. 

Bei näherer Untersuchung erkennt man aher, dass die Glei- 


chung 
a R e i y’ _ 2eßcosC 2y cos 4 2yacos U 
PAROS pp pp pp 


in Factoren zerfällt; denn die Bedingung 
AE + CP + FB — 4ACF— BDE=6 
geht für sie in die Form 
cos?4+ cos? B + cos’C+2cos4cosReosl = 1 
über, weiche eine Identität ist. 
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Repräsentivren wir hun die Factoren ersten Grades, in welche 
sie zerfällt, durch œ, œ, so dass 


= Dun] 
und erinnern uns, (Art. 318), dass 
BERN, 
oder =. wo 
die Gleichung eines Kreises vom Mittelpunkte 
ð = 


darstellt, so haben wir, weil diese Gleichung unter der Form 
ay + a =T 

erscheint, den Schluss zu ziehen, dass 

o = 0 und w = o0 
die Gleichungen der Berührungspunkte sind, welche den vom 
Punkte ô = o ausgehenden Tangenten des Kreises angehören. 
Somit repräsentirt die paradoxe Gleichung 

a 

oder const. = 0. 
im System der Dreipunkt-Coordinaten die Vereini- 
gung der beiden imaginären unendlich entfernten 
kreispunkte. 

Dies bezeichnet zugleich die wesentliche Verschiedenheit, welche 
zwischen diesem und dem Gartesischen Coordinaten -Syslem statt- 
findet, und das letzlere kann somit wicht als ein specieller Fall 
des Dreipunkt- Coordinaten - Systems betrachtet werden. 


321. Die Gleichungen des Artikels 319 sind einer weiteren 
Interpretation fähig, wenn wir bemerken, dass die Coordinaten 
einer geraden Linie die senkrechten Entfernungen derselben von 
den Kundamental-Punkten bezeichnen. (Vergl. Art. 61 und 27.) 

Die Gleichung ay == kßd 
drückt alsdann eine Figenschaft aller der dem Vierseit « = o, 
B = o0, y = 0, Ò = o eingeschriebenen Kegelschnitte aus, welche 
wir m den Salz formuliren: Für jeden einem Vierseit ein- 
geschriebenen Kegelsehnitt ist das Product der senk - 
rechten Abständeeiner beliebigen Tangente von zwei 
Gegenecken desselben zu dem Product der Abstände 
derselben Tangente von den andern Gegenecken in 
einem constanten Verhältuiss. 
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Dieser Satz liefert sofort das Gesetz von der Unveränderlich- 
keit des Doppelschnittverhältnisses, welches von vier festen Tan- 
genten eines Kegelschnittes in einer beweglichen fünften Tangente 
desselben bestimmt wird, wenn man nur die Figur desselben näher 
betrachtet und führt damit zu der allgemeinen Bestimmung eines 
Kegelschnitts aus fünf gegebenen Tangenten. 


Wenn nämlich in der beistehenden Figur 112 die Ecken des 


Fig. 112, umschriebenen Vierseits durch 

zer M, N, 0, P, die Durchschnitts- 
7 E punkte seiner Seiten mit ei- 
arm e 2” ner beliebigen fünften Tan- 

H “ genle des Kegelschnitts durch 
X A, B, €, D und die Fuss- 

Ne ~” punkte der von seinen Ecken 


` = = M, N, 0, P auf diese letztere 
Tangente gefällten Perpendikel durch Æ, F, G, H bezeichnet wer- 
den, so drückt die Relation 

ME.OG 

—— — — = const, 

NF.PH 
den vorigen Satz aus, und indem man jedes dieser Perpendikel als 
Höhe eines Dreiecks betrachtet, welches die fünfte Tangente zur 
Basis hat, und sonach für dieselben die Substitutionen 
AB.sin ABM. sin BAM 

sin AM B 


a BC. sin BCN. sin CBN 
me = sin BNC s 


ME = 


u. $s. w. macht, erhält man 
ME.OG AB.CD sin BNC.sın APD 


== cms; => 


NF. PH BC.AD sin AMB. swCOD’ 


d. i. weil die letzteren Winkel die unveränderlichen Winkel des 
Vierecks M NOP sind, 
AB.CD AB AD 
AD.Be Bed AM 
322. Die Gleichmg «y = kf enthält, ebenso interprelirt, 
den folgenden Satz: Für alle Tangenten eines Kegel- 
schnitts ist das Rechteck aus ihren senkrechten Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten desselben in einem 
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unveränderlichen Verhältniss zu dem Quadrat ihres 
Abstandes vom Durchschnittspunkt seiner Tangenten 
in jenen Punkten. 
Machen wir insbesondere k= 1, 
so ist ay = f 
die Gleichung einer Parabel (weil die Coefficienten-Summe 
derselben Null ist), und zeigt an, dass das Product der Ab- 
stände zweier Punkte der Curve von einer beliebigen 
Tangente derselben dem Quadrat des Abstandes die- 
ser letzteren vom Durchschnitt der jenen Punkten 
entsprechenden Tangenten {oder vom Pol ihrer Verbin- 
dungs-Sehne) gleich ist. 
Wir fügen dem einen andern speciellen Fall hinzu, welcher 
beachtenswerth ist. Wenn in der Gleichung 
ay = k Bio 
zwei der Gegenecken des Vierecks z. B. 6 — o und ô = o als 
mit den unendlich entfernten imaginären Kreispunkten zusammen- 
fallend betrachtet werden, so dass ihre Gleichungen durch œo = o, 
w = 0 repräsentirt sind, so hat man 
ey = k. w. w = const., 
d. i. für alle Tangenten des Kegelschnitts ist das Recht- 
eck ihrer Abstände von den zwei andern Gegenecken 
des umschriebenen Vierecks constant. Wir erkennen 
aber aus der im Art. 305 gegebenen allgemeinen Definition, dass 
diese Ecken die Brennpunkte des Kegelschnitts sein müssen und 
haben damit einen Satz über die Beziebungen der Brennpunkte 
zu den Tangenten des Kegelschnitts wiedergefunden, welcher schon 
früher (in Art. 18$) gegeben worden ist. 
Denken wir die reellen Ecken jenes umschriebenen Vierecks 
zusammenfallend, so erhalten wir 
= k. o.w = const., 
d. i. alle Tangenten des Kegelschnitts haben dann von 
diesem seinem Doppelbrennpunkte gleiche senkrechte 
Entfernung; der Kegelschnitt ist ein Kreis und der 
Punkt ¢ =o sein Centrum. 
323. Wir betrachten das System der Gleichungen 
S=o,S+l=o,S+M=o, 
unter denen die beiden letzten Kegelschnitte repräsentiren, welche 
mit dem ersten eine doppelte Berührung haben, der respective die 
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Punkte Z = n und M = 9 als Durchschnittspuukte der gemein- 

schaftlichen Tangenten entsprechen. Aus ihnen erhalten wir durch 

Subtraction die Gleichung Z? — MP = o 

als die Gleichung der Durchschnittspunkte der gemein- 

schaftlichen Tangenten; wir erkennen daraus, dass 

diese Durchschnittspunkte selbst durch die Gleichun- 

gen Lij FL o, LiM = o 

dargestellt werden, d. i. dass sie mit den Punkten 
TEE U ER 

in einer geraden Linie liegen und mit ihnen ein har- 

mounisches System bilden (Art. 71.) 

Setzen wir voraus, dass der Kegelschnitt S= o auf zwei 
Punkte redueirt sei, so erbalten wir als einen speciellen Fall des 
Vorigen den Satz: Die gemeinschaftlichen Tangenten 
zweier kKegelschnitte, welche die geraden Verbin- 
dungslinien zweier festen Punkte Z=o, M=o mit 
zweien andern festen Punktenin diesen letzteren be- 
rühren, schneiden sich in Punkten, welche mit den 
festen Punkten Z=o, M= o ein harmonisches System 
in gerader Linie bilden. 

Wenn wir drer Kegelschnitte betrachten, deren Gleichungen von 
der Form S+P=oS+NMN=o5S+tN=o 
sind, d. i. welche mit dem Kegelschnitt S == o je eine doppelte 
Berührung haben, welcher als Durchschnittspunkte «der gemein- 
schafllichen Tangenten die Punkte 
IE oU == o N e0 
respective entsprechen, so erhalten wir aus den Gleichungen 
E— Mo W= No, DB —- Po, 
als welche die Paare der Durchschnittspunkte der ge- 
meinschaftlichen Tangenten dieser dreiKegelschnitte 
repräsentiren und den Gleichungen dieser Durchsehniltspunkte 
selbst, rämlich 
L M =o, M — N= 0, N — L= o: 
L + M=0, M+N=o, N— L= o0; 
L4 M=0 M N =o, N+ Lo; 
L M= o, M + N= 0, N+ Deo, 
das Ergebniss, dass diese Punkte, deren in Allem sechs 
existiren, viermal zu je dreien in einer geraden Li- 
nie liegen. 


— 395 = 


324. Unter der Vorausselzung, dass 
2 M = PR 
die Gleichung eines Kegelschnittsist, dem die Punkte 
Mo, M = 
angehören, und für welchen R = o den Durchschnitts- 
punkt der diesen letzteren entsprechenden Tangen- 
ten bezeichnet, kann jede Tangente der Curve durch 
eine einzige Veränderliche ausgedrückt werden; denn 
bezeichnen wir durch uZ —= R die Gleichung des Punktes, in wel- 
chem eine solche die gerade Verbindungslinie der Punkte Z = o, 
R = o (d. i. die Tangente des Kegelschnitts in Z) durchschneidet, 
so bezeichnen die Gleichungen 
M = uR und WL = M 
die Durchschnittspunkte dieser nämlichen Tangenten mit den ge- 
raden Verbindungslinien der Punkte 
Mo, k= 0 MiL =o Mio: 
jene Tangente der Curve ist somit durch die einzige Veränder- 
liche u vollkommen bestimmt, weil ihre Schnittpunkte mit den 
Seiten des Fundamental-Dreiecks dufch dieselbe bestimmt sind. 


Betrachten wir zwei den Veränderlichen u und u’ entspre- 
chende Tangenten, so erhalten wir in der Gleichung 
uL—(+e)R+M=e, 
als welche ebensowohl den Bedingungen 
uL =R, uR = M, 
als denen EI RM 
entspricht, die Gleichung ihres Durehsehnittspunktes; und inso- 
fern u = w, md der Durchschnittspimkt zweier zusammenfallen- 
den Tangenten ein Punkt der Curve ist, 
wL — 2uR+M=o 
als die Gleichung eines belicbigen Punktes der Gurve. 
Wir kommen damit völlig auf dæ Entwicklungen der Artikel 
295 bis 298 zurück und überlassen die fernere Fortführung der- 
selben dem Leser. 
Durch die Bemerkung, dass ein Punkt, in dessen Gleichung 
WL—2uR+M=o 
eine unbestimmte Grösse im zweiten Grade enthalten ist, einen 


Kegelschnitt LM = R’ 
23* 
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durchläuft, *) knüpfen wir die Theorie der Oerter ebenso an das 
System der Dreipunkt - Coordinaten, wie wir in dem Früheren die 
Theorie der Enveloppen dem System der Dreilinien - Coordinaten 
angeschlossen haben. (Vergl. Art. 308 u. f.) Wir können endlich 
ganz ebenso, wie in Artikel 299, die Gleichug der Polare, die Glei- 
chung des Pols einer beliebigen geraden Linie in Bezug auf den 
betrachteten Kegelschnitt ausdrücken. Wenn man durch die Sub- 
stitution der Coordinaten dieser geraden Linie in die Gleichung 
eines ihrer Durchschnittspunkte mit dem Kegelschnitt die Gleichung 


MU—3RR -+ ML=o 
erhält, so muss dieselbe von den Coordinaten der beiden Tangen- 
ten befriedigt werden und ist deshalb die geforderte Gleichung 
des Pols jener geraden Linien. 


325. Auch die Discussion der Gleichungsform 
P+M— R=o 
bietet keinerlei Schwierigkeiten, aber auch keinerlei neue Ergeb- 
nisse dar. 


Nach der Definition des Artikels 305 hängt die Zahl der 
Brennpunkte einer Curve wesentlich von der Klasse derselben ab 
und zwar in der einfachen Weise, dass die Zahl der reellen Brenn- 
punkte mit der Klassenzahl übereinstimmt. Wenn wir durch 

A+Bi=o 
eine imaginäre Tangente der Curve von dem einen der beiden 
unendlich entfernten imaginären Kreispunkte bezeichnen, so ist 

A— Bi=o 
der Ausdruck einer dem andern derartigen Punkte entsprechen- 
den und beide haben den reellen Durchschnittspunkt 

A=o, B= 0; 
in keiner von beiden kann ojn zweiter reeller Punkt enthalten sein, 
weil eine gerade Linie mit zwei reellen Punkten nicht imaginär 
sein kann. 


*) Wir erinnern, dass diese Gleichung die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die vorige Gleichung 


WL — 2u R4 M=o 
gleiche Wurzeln hat. 
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Wenn man die Bedingung aufstellt, unter welcher die ge- 


rade Linie x + yimc 
die Curve berührt, und die Constanten dem entsprechend be- 
stimmt, so sind a ill 


die Coordinaten eines Brennpunktes, wenn unter den für c gefun- 
denen Werthen einer von der Form 

a+ty-ı 
ist. 

Die Zahl der endlichen Brennpunkte wird vermin- 
dert, wenn die unendlich entfernte gerade Linie die 
Curve berührt, weil die Zahl der von den imaginären unend- 
lich entfernten Kreispunkten ausgehenden endlichen Tangenten 
dann um eine vermindert ist; der letzte Brennpunkt fällt mit dem 
Berührungspunkt zwischen der Curve und der unendlich entfernten 
geraden Linie zusammen. Die Parabel hat deswegen nur einen 
endlich angebbaren Brennpunkt. 

Wenn die Curve die imaginären unendlich entfern- 
ten imaginären Kreispunkte enthält, so fallen zwei 
der reellen Brennpunkte derselben mit dem Pol der 
unendlich entfernten Geraden in Bezug auf die Curve 
zusammen, weil zwei der von jenen Punkten ausgehenden Tan- 
genten mit den Tangenten in denselben Punkten zusamımenfallen. 
Daher fallen für den Kreis die Brennpunkte im Centrum zusam- 
men, 

326. Wir haben in dem Vorhergehenden vielfache Gelegen- 
heit gehabt, zu sehen, wie die nämlichen Gleichungen bei dem 
Gebrauch des Dreipunkt - Coordinaten - Systems eine andre Inter- 
pretation erfahren, als in dem System der Dreilinien - Coordinaten ; 
wir erblicken in ihnen jene doppelte Interpretation gleicher ana- 
Iytischer Facta, welche wir bereits im Artikel 72 in Aussicht nah- 
men, auf dem Gebiete der Kegelschniltstheorie. 

Die Grundzüge des Zusammenhangs zwischen den durch 
solche doppelte Interpretation erhaltenen Sätzen, welche wir schon 
an jenem Orte bezeichneten, sind überall in dem Vorhergehenden 
deutlicher und vollständiger hervorgetreten; sie bilden das Princip 
der Reciprocität oder der Dualität*), welches bereits in 


*) Dasselbe ist zuerst in wahrhaft allgemeinen Formen von Herrn Mö- 
bius vorgetragen worden. (Vergl. dessen Werk: Der Barycentrische Calcul, 
p. 33 u. fi 
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dem gleich ursprünglichen Charakter der Begriffe des Punktes 
und der geraden Linie seinen Grund hat. Seine Bedeutung in 
dem Gebiete der Theorie der Kegelschnitte erscheint durch das 
Vorige so hinreichend erläutert, dass wir nur noch zwei weitere 
Beispiele hinzufügen und dazu auf die Gruppe von Aufgaben im 
Artikel 302 hinweisen wollen, als welche sämmtlich ohne jede Ver- 
änderung des Rechnungswerkes neue den ersten dualistisch verbun- 
dene Sätze liefern, wenn man die analytischen Ausdrücke als auf 
das System der Dreipunkt-Coordinaten bezüglich interpretirt. 

Wo in dem angeführten Artikel (Aufg. 1) der Ort der dritten 
Ecke eines Dreiecks gefunden wird, welches einem Kegelschnitt 
umschrieben ist und dessen zwei andere Ecken sich in festen ge- 
raden Linien bewegen, nämlich als ein Kegelschnitt, welcher mit 
dem gegebenen in denjenigen Punkten eine doppelte Berührung 
bat, welche die von dem Durchschnittspunkt jener festen geraden 
Linien ausgehenden Tangenten in ihm bestimmen, da ergiebt sich 
durch die reciproke Interpretation aus derselben algebraischen 
Entwicklung die Enveloppe der dritten Seite eines Dreiecks, wel- 
ches einem festen Kegelschnitt eingeschrieben ist und dessen beide 
erste Seiten sich um zwei feste Punkte drehen, als ein Kegelschnitt, 
der den gegebenen in denjenigen Punkten doppelt berührt, in de- 
nen die gerade Verbindungslinie der beiden festen Punkte ihn 
schneidet. Die besondere Auflösung der Aufgabe 2) in jenem Ar- 
tikel wird daher durch das Princip der Dualität überflüssig gemacht. 

Die Interpretation des Systems der Gleichungen 

S— «f =0, S-ıy=o «ß—- y) = 

zeigt uns einerseits drei Kegelschnitte, welche zwei ge- 
meinschaftliche Punkte haben und lehrt, dass ihre 
übrigen gemeinschaftlichen Sehnen sich in einem 
Punktschneiden, andrerseits drei Kegelschnitte, welche 
zwei gemeinschaftliche Tangenten haben und lehrt, 
dass die drei Durehschnittspunkte der übrigen ge- 
meinschaftlichen Tangenten in einer geraden Linie 
liegen. 

Wir fügen dazu die Behandlung der Aufgabe: Man soll 
den Ort eines Punktes bestimmen, welcher den zwi- 
schen zwei festen Tangenten eines Kegelschnitts ent- 
haltenen Abschnitt einer veränderlichen Tangente 
desselben in einem gegebenen Verhältnisse theilt, 
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Wir beziehen den gegebenen Kegelschnitt auf das vom Durch- 
schnittspunkt der beiden festen Tangenten y = o und von ihren 
Berührungspunkten « == o, = o gebildete Fundamental-Dreieck, 


so dass aß = hy! 
seine Gleichung ausdrückt. 
Dann wird durch ue = ky 


der Punkt ausgedrückt, in welchem eine veränderliche Tangente 
des Kegelschnitts der festen Tangente « == o, y = o, wud durch 
P == kuy 
der Punkt, in welchem sie der festen Tangente ß = o, y == o be- 
gegnet. Daraus ergiebt sich die Gleichung desjenigen Punktes, 
welcher die geradlinige zwischen den letztbezeichneten Punkten 
enthaltene Strecke in dem Verhältniss m:n theilt, nach Art. 71 in 
der Form Ges (u — ky) + Er B—uky)=o, 
oder, indem man die Brüche entfernt und ordnet. 
kina +my)®— [na + mB + (m + nKylut(ny+mPl)k=o 
Der Ort dieses Punktes ist nach der Anmerkung des 
Artikels 324 ein Kegelschnitt, dessen Gleichung ist 
4k (na + my) (ny + mp) = [na + mp + (m + n)ky). 
Man erkennt aus derselben leicht seine Beziehung zu den Daten 
der Aufgabe. 

Dieselbe analytische Untersuchung löst aber auch die zweite 
Aufgabe: Man soll die Enveloppe einer geraden Linie 
bestimmen, welche den von zwei festen Punkten eines 
Kegelschnitts an einem veränderlichen Punkte des- 
selben bestimmten Winkel in einem gegebenen Ver- 


hältniss der Sinus theilt. 
[3 


327. Die vorstehenden Entwicklungen erscheinen hinreichend, 
um das Princip der Dualität nach seinem Inhalt und seiner Be- 
deutung zur Anschauung zu bringen, Obgleich sie leicht beträcht- 
lich weiter ausgedehnt werden könnten, so beschränken wir uns 
auf das Gegebene, weil wir es dem Leser überlassen wollen und 
können, dem einmal erkannten Prineip überall nachzugehen und 
es so oft zur Anwendung zu bringen, dass ilm mit jedem Satze 
auch der dualistisch entsprechende Satz, wenn ein solcher exi- 
stirt, gegenwärtig ist. In den Entwicklungen des folgenden Ka- 
pitels werden wir nur an wenigen Stellen auf die Interpretation 
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der Gleichungen nach den Grundgesetzen des Dreipunkt - Coordi- 
naten - Systems oder auf die Behandlung der vorschwebenden Fra- 
gen in demselben eingehen, aber wir bezeichnen diese Untersu- 
chung als eine nothwendige Ergänzung des Gegebenen. 


Fünfzehntes Kapitel. 


Die allgemeine homogene Gleichung des zweiten 
Grades mit drei Veränderlichen und die Algebra 
der linearen Transformationen, 


328. Wir sahen, dass die allgemeine Gleichung zweiten Gra- 
des in punktuellen Dreiecks - Coordinaten 


Aè + Bab + CEH Day + Eby + F =o 
ist und wollen sie jetzt der grössern Symmetrie wegen in der Form 

a tH ab + ay + 2b5By+ 2b’ ya + 2b’aß— o0 
schreiben. 

Diese Gleichung ist offenbar mit der folgenden äquivalent 

(aa by -Hb BPH laa — b?) B+ 2 (ab —bt By + laa — byo, 
in welcher die letzten drei Glieder die Ġleichung zweier geraden 
Linien durch den Punkt 8 = o, y = o repräsentiren; demnach ist 


aa + by + oB —'o 
die Berührungs-Sehne der zwei durch diesen Punkt gehenden Tan- 
genten des Kegelschnitis, d. h. die Polare des Punktes 


p= o 9 
In derselben Weise erkennen wir, dass die Polaren der Punkte 
y o Nee o em 
respective durch die Gleichungen 
aB + by + Va =o, dy + bat bp =o 
repräsentirt sind, 
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Wir merken an, dass die Interpretation derselben Entwickelung 
nach dem System der Dreipunkt-Coordinaten in den Gleichungen 
aa + by + VP=o, 
aß + by + beo, 
a'y + bB + baco 


die Pole der Seiten des Fundamentaldreiecks 


B= 9, y = 0, 
= 0, A = 0, 
a= 0, b= 0 


erkennt. 


329. Die Form der Gleichung, welche die von dem Punkte 
B = o, y = o ausgehenden Tangenten darstellt, leitet zu einer 
wichtigen Eigenschaft der Seiten eines umschriebenen Sechsecks 
und bietet damit ein nützliches Kennzeichen dar, um zu er- 
mitteln, ob sechs gerade Linien einen Kegelschnitt 
berühren. Die Tangenten, welche respective von den Ecken 
des Fundamentaldreiecks ausgehen, sind ausgedrückt durch 
lau’ — b'g + ab — bb”) y+ {u a" — b?) Mo, 
(aa — b) y 4 Ma — bl) ya + (aa — bat — 0, 
la'a — b’) a 4 lab" — bb) ab + lai — Ro, 
Wenn nun die Wurzeln der ersten Gleichung sind 
= ky, B=Kr, 
y DE, a" — b" 
so ist kk = P 
und die entsprechenden Grössen für die andern Gleichungen sind 
na ada — t 
und Fr ar: 1 
so dass das Product derselben der Einheit gleich ist. Indem wir 
uns der. Bedeutung des k erinnern, wie sie im Art. 53 entwickelt 
ward, erkennen wir, dass für ein einem Kegelschnitt umschriebe- 
nes Sechseck, dessen Eckpunkte 4, F, B, D, C, E sind, die Re- 
lation 
sin EAB . sin FAB . sin FBC. sin DBC. sin DCA . sin ECA _ 
sin KAC . sin FAC . sin FBA . sin DBA . sin DCB „sin ECB 


gilt, 


aa — b 


Durch die Substitution 
Lyda" — W) ra, My\aa— b7) für B und Ny (ad — b”) für y 
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gehen die Gleichungen der drei Paare gerader Linien in die Form 
über: L + M— 2w LM = 0, 

M + N— MN = 0, 

N 4- F — Imn NL = 0, 
und wenn die Gleichungen dreier Paare von geraden Linien in 
diese Form gebracht werden können, so umhüllen sie alle densel- 
ben Kegelschnitt. 

Wenn man diese Entwickelungen nach dem System der Drei- 
punkt-Coordinaten interpretirt, so liefern sie ein Kennzeichen 
für die Lage von sechs Punkten in einem Kegel- 
schnitt; es ist die Relation von Carnot 

de.Ac.Ba.Ba.Ch.Ch 

Ab.Ab. Be, B€. Ca. Ca 
in welcher c, c; a, a; b,b die auf den Seiten 4B, BC, CA des 
Fundamentai - Dreiecks ABC respective gelegenen Eckpunkte des 
eingeschriebenen Sechsecks sind, einerseits, und dieselben drei 
letzterhaltenen Gleichungen als Gleichungen dreier Punktepaare 
auf dem nämlichen Kegelselmilt andererseits. 


330. Aus dem Artikel 328 ersehen wir, dass die Gleichung 
der Polare des Punktes = o, y = o in Bezug auf den Kegel- 
schnitt S == o durch die erste derivirte Gleichung von 
S = o, als eine Function von a betrachtet, dargestellt 
wird; in der Bezeichnung des Dilferential-Calculs schreiben wir 
diese derivirte Gleichung 


ds Be 
da 
Ebenso ist die Polare des Punktes œ = o, y — o in Bezug 
auf den Kegelschnitt S = o durch die erste derivirte Gleichung 


h nv. dS ; 

von $ = o, als einer Function von ß oder durch TB’ und die 
` aj 

Polare des Punktes « = o, f=o durch die erste derivirte Glei- 


x < dS % x a 
chung von S = o als Function von y oder T repräsentirt, d. i. 
d 


wenn die Gleichung eines Kegelschnitts in Gliedern 
der Gleichungen dreier geraden Linien ausgedrückt 
ist, so ist die Gleichung der Polare desDurchschnitts- 
punktes von zweien dieser Geraden die erste Derivirle 
von der Gleichung des Kegelschnitts als einer Fun- 
ction der dritten geraden Linie. 
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Die früher gegebenen Gleichungen der Polaren sind specielle 
Fälle hiervon; z. B. die Gleichung der Polare des Coordinaten- 
Anfangspunktes in Bezug auf den Kegelschnitt 

AL + Bay + Cy + Daz + Eyz + Fe =o, 
nämlich Dx + Ey +4 2Fz= 90, 
die erste derivirte Gleichung der gegebenen nach der Veränder- 
lichen z. 

Wir erkennen ebenso, dass die früher gegebene Gleichung 
des Durchmessers, welcher die zur Achse der x parallelen Seh- 
nen halbirt, oder Žž 24x + By + Dz = o, 
ds DS 
dæ 
und werden zeigen, dass dieser Durchmesser als die Polare des 
Punktes z = 0, x = o betrachtet werden kann, der in der Achse 
der x in unendlicher Entfernung liegt. 


nichts anderes ist als 


O, 


Aufg. 1. Die Polare eines beliebigen Punktes in Be- 
zug auf diejenigen Kegelschnitte, welche durch diesel- 
ben vier festen Punkte gehen, geht stets durch einen fe- 
sten Punkt. (Aufg. 3, Art. HIL) 

Die Gleichung des Kegelschnitts muss von der Form 

S + k § = 0 

sein, wo S = o und S’ == o irgend zwei der durch die vier Punkte ge- 
henden Kegelschnitte repräsentiren, Mie Polare eines Punktes f =0, y = 0 
in Bezug auf ihn ist daher repräsentirt durch 

d(S+ kS') 

da 

eine Gleichung, welche die unbestimmte Grösse k nur im ersten Grade 
enthält und daher eine gerade Linie darstellt, die durch einen festen 
Punkt geht. 


Wir können hier bemerken, dass die Achsen des Kegelschnitts 
Stk So 

denen der Kegelschnitte S= o und S = o parallel sind, wenn diese 

selbst unter einander parallel waren; denn sobald die Achsen von S = o 

zu Coortinaten-Achsen gewählt werden, kann weder S’ = o noch auch 


ds ds’ 
— o oder = + k da ~ 0, 


S kS =o 
das Glied xy enthalten. ` 
Wäre S' —= o ein Kreis, so müssen folglich die Achsen von 
S+kS=o 
denen von S = o parallel sein, und wenn 
S + kS = 0 


sich auf cin Paar gerade Linien reducirt, so dass die Achsen dieses defor- 
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mirten Kegelschnitts die beiden Halbirungslinien des von ihnen gebilde- 
ten Winkels sind, so erhalten wir den Satz, der im Art, 243 zur Con- 
struction des Krümmungskreises benutzt ward. 


Aufg. 2. Welches ist der Ort des Pols einer geraden 
Linie y = o in Bezug aufalle die durch die nämlichen vier 
festen Punkte gehendenKegelschnitte? 

Wir haben & zwischen den ne 

A Kio und 5 — + k SS 
zu eliminiren, und erhalten als ants, des gesuchten Ortes 
daS as as = s 

da’dß dB 
die Gleichung eines Kegelschnitts. Wenn wir die gegebene gerade Linie 
in unendlicher Entfernung voraussetzen, so repräsentirt diese Gleichung 
den Ort der Centra für alle Kegelschnitte der Aufgabe. (Aufg. 4, Art. 111.) 


= 0 


=3 F 


Aufg. 3. Wenn zur Bestimmung eines Kegelschnitts 
zwei Punkte und zwei Tangenten desselben gegeben sind, 
so berührt die Polare eines festen Punktes in Bezug auf 
denselben einen Kegelschnitt. 3 

Wir nehmen an, L == o, M = o seien die Gleichungen der zwei 
gegebenen Tangenten, R == o repräsentire die Gleichung der geraden 
Linie, welche die beiden festen Punkte verbindet, und 

LM — N = o 
einen der. Kegelschnitte, welche der Aufgabe genügen. Dann ist die 
Gleichung irgend eines andern unter diesen Kegelschnitten nothwendig 


von der Form LM — (N + kR = o, 

und die Gleichung der Polare somit 
alt EN d(N R) í a(N?— LM __ 
2R +2k. Be da ur Zu 


und dieselbe muss stets einen Kegelschnitt berühren, weil sie die unbe- 
stimmte Grösse k% im zweiten Grade enthält, 

In derselben Art kann bewiesen werden, dass der Ort des Pols 
einer gegebenen Geraden ein Kegelschnitt ist. 

Allgemein, wenn die Gleichung eines Kegelsehnitls eine 
unbestimmte Grösse im zweiten Grade enthält, so be- 
rührt die Polare eines festen Punktes einen Kegelschnitt; 
so ist z. B. der Ort der Centra aller der Kegelschnitte, 
welche mit zwei gegebenen Kegelschnitten eine doppelte 
Berührung haben, ein Kegelschnitt. 


331. Man soll die Gleichung der Polare eines be- 
liebigen Punktes («', 8, y) in Bezug auf einen gegebe- 
nen Kegelschnitt finden. 


— 365 — 


Wir können die verlangte Gleichung durch eine ähnliche Me- 
thode erhalten, wie sie im Artikel 107 angewendet worden ist. 
Wenn œ, «” die Längen der von zwei Punkten auf eine gegebene 
gerade Linie gefällten Senkrechten sind, so ist 

la” + me 
I+m 
die Länge der Senkrechten, die man auf diese Linie von dem 
Punkte aus fällt, welcher die gerade Strecke zwischen den gege- 
benen Punkten im Verhältniss Z: m theilt. 


Weil aber die Gleichungen in den Coordinaten des dreiecki- 
gen Systems vollkommen homogen sind, so erleiden sie keine Ver- 
änderung, wenn die Coordinaten eines Punktes alle durch dieselbe 
Grösse multiplicirt oder dividirt werden, und wir können daher 
la” + ma, 18’+mß', ly + my als die Coordinaten des Punktes 
betrachten, welcher die Strecke zwischen den Punkten «', 8, y 
und «”, 8”, y” im Veerhältniss 2: theilt. 

Wenn wir diese Werthe in die allgemeine Gleichung S — o 
substituiren, so haben wir zur Bestimmung der Punkte, in wel- 
chen dieser Kegelsclünitt durch die Verbindungslinie von (œ, 8’, y) 
mit a”, B”, y” geschinitten wird, die quadratische Gleichung 
Pladt+ aß”? + at + 2bB'y + 20y a" + 26a”) 
Humla by Ho B tla B Hb tby B Ha y pB H y] 
+ mlad? + adt ayt + 2bBy + Wye + 2b p) = țo 

Wenn der Punkt («”, 6”, y”) in der Polare von («', 8%, y^) lie- 
gen soll, so muss der Coefficient von Zm in dieser Gleichung ver- 
schwinden, weil in diesem Falle die Verbindungslinie dieser Punkte 
durch den Kegelschnitt harmonisch geheilt werden muss. Die 
Gleichung der Polare ist daher 
laa + bytb he + lapt by t Op t lay tHbB tH tay = o, 
welche wir nach dem Früheren kürzer schreiben können 

‚ds AS ‚ds 


rt 


TB Ta i 


Wenn der Punkt (œ, ß, y) der Curve selbst angehört, so re- 
präsentirt diese Gleichung die Tangente desselben. 

Dieselbe Gleichung bezeichnet im System der Dreipunkt- 
Coordinaten den Pol der geraden Linie (œ, 8’, y) in Bezug auf den 
durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellten Ke- 
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gelschnitt. Wenn diese Coordinaten der Gleichung der Curve ge- 
nügen, so ist sie die Gleichung des Berührungspunktes , welcher 
der durch sie bestimmten Tangente entspricht. Wenn sie der un- 
endlich entfernten Linie angehören, so dass 
«x == = 

so wird die Gleichung des Pols afsallen, d. i. die Gleichung des 
Mittelpunkts der Curve 

dS En I8 


da ag t 


Aufg. 1. Man soll die her des Paares von Tan- 
genten am Kegelschnitt S=o angeben, deren Rerüh- 
rungspunkte in der geraden Linie y == o liegen. 

In diesem Falle ist für jeden der Berührungspunkte die Coordinate y’ 
gleich Null, und die Gleichung «der Tangente wird daher für einen sol- 
a dS d5 
“ Ta +Ê dB nal, 

Die Berührungspunkte selbst bestimmen sich durch die Substitution 
y = o in die allgemeine Gleichung aus 

adt pHab ah Hab? = o, 
und die Elimination von «', 8 zwischen diesen Gleichungen liefert die 
Gleichung des Tangentenpaares 
a (- 2b” TE ia = +. 2) = 0} 

welche anzeigt, dass diese a sich in dem Pol der geraden 
Linie y = o durchschneiden. 


chen Punkt 


Als ein specieller Fall hiervon ergiebt sich die Gleichung der 
Asymptoten eines Kegelschnitts aus seiner Cartesischen Glei- 
chung in der Form 

a (2y E pê? “I o(s); =- 
il y dy ur dæ 
weil die Asymptoten nichts Anderes sind, als das Paar der Tangenten in 
den Punkten der Curve, welche dieselbe mit der unendlich entfernten ge- 
raden Linie z = o gemein hat. 

Auch für die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts in Dreilinien- 
Coordinaten lässt sich die Gleichung seiner Asymptoten als der Tangen- 
ten seiner unendlich entfernten Punkte entwickeln. Wir bemerken 
nur, dass für den Kegelschnitt 

abßy + 2bya + 2ap = 
und die eine Asymptote aœ + bp + cy—=o 


die andere gefünden wird, als repräsentlirt durch 
sin?A sin? sin?’ 


at Pp 


= 0, 


= g = 


Aufg. 2. Die geraden Linien, welche die Eckpunkte 
eines Dreiecks mit den entsprechenden Eckpunkten 
desjenigen Dreiecks verbinden, welches ihm in Bezug 
auf einen Kegelschnitt conjugirt ist, schneiden sich in 
einem Punkte. 

Wir verstehen unter dem conjugirten Dreieck hier wie in Aufg. 3, 
Art. 302 dasjenige, Jessen Seiten die Polaren der Ecken des ersteren 
Dreiecks in Bezug auf den Kegelschnitt sind. 

Zu dem Beweis ‚les obigen Satzes führt die Bemerkung, dass das 
aus der Substitution der Coordinaten irgend eines Punktes (1) in die 
Gleichung der Polare von (2) entspringende Resultat mit demjenigen 
übereinstimmen muss. welches sich aus der Substitution der Coordina- 
ten von (2) in die Polare von (1) ergiebt. Bezeichnen wir dies Resul- 
tat durch £” und repräsentiren wir ebenso die Resultate der Substitu- 
tion der Coordinaten von (2) in «die Gleichung der Polare von (3) und 
der Coordinaten von (3) in die Gleichung der Polare von (1) respective 
durch £ und t’; lassen wir endlich die Gleichungen der drei Polaren der 
Ecken des ersten Dreiecks dureh 

 P=ou,P'=o, P"=o 
bezeichnet sein, so können die Gleichungen der Verbindungslinien cor- 
respondirender Ecken ‘beider Dreiecke wie folgt erhalten werden. Die 
Gleichung einer durch den Durchschnittspunkt der geraden Linien 
De d 

gehenden Geraden ist von der Form . 

MESETA 
und wenn diese Linie durch den Punkt (1) geht, so liefert die Sub- 
stitution der Goordinaten (dieses Punktes in diese Gleichung nach den 
vorigen Festsetzungen (die zur Bestimmung von % dienende Gleichung 


l= kt. 
Demnach ist die Gleichung der betrachteten Geraden 
° War en 
TN k Pp e WM, . M f 
Die nämlichen Schlüsse führen zu den Gleichungen der beiden an- 


dern Verbindungslinien correspondirender Ecken, und die blosse Ansicht 
der drei Gleichungen dieser Geraden 


Ki Par or e T E , 
E =n o re De 
zeigt, dass sie sich in einem Punkte schneiden. 


Aufg. 3. Die Durchschnittspunkte der correspondi- 
renden Seiten zweier Dreiecke, welche in Bezug auf ei- 
nen Kegelschnitt einander conjugirt sind, liegen in ei 
ner geraden Linie. 

Nach Artikel 59 können wir die Gleichung der geraden Linie, 
welche die Punkte (x, B, y) und («”, B’, y”) verbindet, in der Form 
IE 4 mP 4 nP” o 

schreiben. 
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Wir erinnern, dass die Substitution der Cuordinaten des ersten 
Punktes in die Gleichungen 
ZN b, a pr Z o 
die Resultate s’, £”, € liefert, während sich durch die Substitution der Coor- 
dinaten des zweiten Punktes £”, s”, č ergeben. Die Gleichung der Ver- 
bindungslinie ergiebt sich dadurch in der Form 
a” x si) P + (m sr p“ + lss" i Pi pP” ari 
Ebenso erhalten wir die Gleichungen der andern Seiten des ersten 
Dreiecks in der Form 
(i -EA ait ii? d + (ss — g”) P + wi" — st) p“ =s 0, 
Ws N) PHE — EP + (ii SP", 
Die Durchschnittspunkte dieser Seiten des ersten mit den entspre- 
chenden des zweiten Dreiecks liegen in der geraden Linie 
P p” i l 
PEIE + Pfii = Fr + fr = Pf = 0. 
Aufg.4. DasDoppelschnitisverhältniss von vier Punk- 


ten einer geraden Linie ist das nämliche,, wie das ihrer 
vier Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt. 


Die Richtigkeit des Satzes ist augenscheinlich, wenn wir die Coor- 
dinaten der vier Punkte 
l + ma”, la + ma”, l + m'a, l“ + ma” 
mit den Gleichungen der vier Polaren zusammenstellen , als welche sind 
IP+mP'=o,1P+ w P= 0, lP w P =o, UP 4m" P" =o. 


Aufg.5. Man soll die Gleichung desKegelschnitts S0 
durch die linearen Functionen P, P”, P” ausdrücken. 
Aus ilen Grundsätzen des Gebrauchs dreiseitiger Punkt- Coordinaten 
ergiebt sich, dass die Gleichung des Kegelschnilts in der Form 
AP? + AP? + AP”? + 2 BPP” + 2B PP + 2E'PP=o 
geschrieben werden kanu. Wenn wir nun nach den im gegenwärtigen 
Artikel entwickelten Gesetzen die Gleichung der Polare des Punktes 
(æ, B, y) schreiben, dessen Coordinaten in diesem Systeme durch s,f, t 
ausgedrückt sind, so ist dieselbe 
(As + BCH BEO + (dl + Bi + BS) 
(LE + BC + Rs)P"—=o. 
Damit diese Gleichung mit P'==0, welche die Polare des betrach- 
teten Punktes darstellt, identisch werde, müssen die Bedingungen 
A + BE 4 B'S =o, ALEC H BU 4 BS co 
erfüllt sein. Ebenso liefern die analogen Entwickelungen über die Po- 
laren der andern beiden Eckpunkte die vier Bedingungsgleichungen 
A+ Bi 4 Bs =o, PEH BE 4 B= 0, 
AÜ + BS” B'i=0, Li + Bs” 4 B'E =o 
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Diese sechs Bedingungsgleichungen reichen zur Bestimmung der 
sechs unbekannten Coeflieienten 4, 4, A’, B, B', B” aus, und durch 
Substitution ergiebt sich alsdann die Gleichung des Kegelschnitts in der 
verlangten Form wie folgt: 


"e ra 


s'e” — Pps meP s Imm (ri va Zur 
+2" — SPP" + RU — SPP 0 
Aufg. 6. In einen Kegelschnitt ein Dreieck einzuschrei- 
ben, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte gehen. 


Wenn «, ß, y die Coordinaten der Spitze des Dreiecks sind, so fin- 
den wir, wie im Art. 107, die Coordinaten des Punktes, wo die gerade 
Verbindungslinie der Punkte (x, p, y), (œ, B, y) den Kegelschnitt ferner 
schneidet, indem wir in die Gleichung der Curve 


la p me, !ß+mß, 1y+ ny 
für æ, ß, y substituiren; dies liefert, weil der Punkt (~, ß, y) in der 
Curve ist 2m P + ms = o, -= —_ -4 
so dass die Coordinaten des fraglichen Punktes sind 
sa — Pd, sB — 2P'B, sy — 2 P'y'. 
Wenn diese Werthe in dlie Ausdrücke P, P, P” substituirt werden, so 
giebt dies die Resultate 


— Ps, se — a" P, sp" ap. 

Ebenso ergehen sicth die Coordinaten des Punktes, in welchem die 
Verbindungslinie von (œ, B, y) mit (@, B”, y”) den Kegelschnitt ferner 
schneidet, in diesem System als 

sp N. 3 A B, m SER as Da Pa = 2 Hp”. 

Die Bedingung, unter welcher diese Punkte mit (£”, t’, s”') in einer 

geraden Linie liegen. ist 


u ERTL 


PET HP U PP ut) 
+ PP" — Cip PPE — ll) 

Die Spitze des verlangten Dreiecks wird somit als Durchschnitt des 
gegebenen Kegelschnitts mit einem andern bestimmt, aber die Lösung 
nimmt, wie wir schon nach dem Früheren vermuthen dürfen, eine ein- 
fachere Form an, wenn wir von der eben gefundenen Gleichung die 
mit £” multiplieirte in der letzten Aufgabe entwickelte Kegelschnitts- 
gleichung subtrahiren; denn wir erhalten: 

GES A e PP EN HP SP N)=e. 

Aus der zweiten Aufgabe des gegenwärtigen Artikels erkennt man, 
dass der erste Factor in diesem Product dieselbe gerade Linie repräsen- 
trt, welche in der Auflösung desselben Satzes in Artikel 302, Aufg. 3 
beschrieben worden ist, Der zweite Factor ist für die geometrische Auf- 
lösung ohne Werth, denn er Ent, (vergl. Aulg. 3) die gerade Ver- 
bindungslinie der Punkte (~, B, y), (œ, 8”, y’); und obgleich jeder 

Salmon, Amal. Geom, der Kegelschnitie. 24 
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der Punkte, in welchen diese Linie die Curve schneidet, die Bedingung 
erfüllt, welche wir analytisch ausgedrückt haben, nämlich, dass die 
Schnittpunkte der geraden Verbindungslinie desselben mit den Punkten 
(x, 8, y) (a, 8”, y”) mit dem Kegelschnitt in einer durch den Punkt 
(a, B”, y) gehenden geraden Linie liegen, so können doch diese Li- 
nien, weil sie zusammenfallen, hier nicht Seiten eines Dreiecks sein. 


Aufg. 7. Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Be- 
rührung haben, so wird jede Tangente deseinen im Be- 
rührungspunkt in den Punkten, in welchen sie den an- 
dern, und in dem Punkte, in welchem sie die Berüh- 
rungssehne beider Kegelschnitte schneidet, harmonisch 
getheilt. 

Wenn wir in der Gleichung 

S + R= o 
die Ausdrücke le yma”, IB 4mp’, ly pmy 
für æ, B, y substituiren, wobei wir voraussetzen , dass die Punkte 
(œ, B, y), (a, B”, y”) der Gleichung S = o genügen, so erhalten wir 
(LR 4- m RYH 2m” = o. 
Wenn die Verbindungslinie der Punkte (œ, p’, y, («”, B”, y”) deu Kegel- 


schnitt S+R=o 

berühren soll, so muss diese Gleichung ein vollständiges Quadrat sein, 
und dies kann nur eintreten, wenn f” —= — 2 R'R” ist; dadurch wird 
die Gleichung in (IR — m RF = 0 


übergeführt und der Satz ist damit bewiesen. 


Aufg. 8. Die Mitlelpunkte aller der demselben Vier- 
eek eingeschriebenen Kegelschnitte liegen in der gera- 
den Linie, welche die Mittelpunkte der Diagonalen die- 
ses Vierecks verbindet. 

Denn sind Ba Rn Mo 
die Gleichungen seiner vier Ecken — wir gebrauchen Dreipunkt-Coor- 
dinaten — so ist die Gleichung des fraglichen Systems von Kegelschnitten 

ay = kßò, 
und daher die Gleichung des Centrums für cinen unter ihnen 


a + y = k (P + ò). 


Die Gleichung des Mittelpunktes der Diagonale « == 0, y = o ist 
aher Gia == n 
und die (des Mittelpunktes von 8 = 0, ð = o oiler 
B = o, la + mB 4 ny= o, 
wo l4 m+n=l 
5 ia m n 
ist, B + ge =z 0 


Damit ist der Satz bewiesen. (Vergl. Art. 71, Aufg. 4.) 


MAN 


WWW.rcCInN.Ol 


332. Wir haben bereits früher die Gleichung eines Kegel- 
schnitts gegeben, welcher einem Dreieck umschrieben 
t+- = ò 


h I 

ist, = + F ~ 

(Art. 134), und können genau in derselben Art, wie im Art. 135, 
beweisen, dass die Tangenten des Kegelschnilts in den Eckpunk- 
ten des Dreiecks durch 

IE + ma = 0, my E nb = o0, nap ly = o0 

dargestellt sind, und dass die drei Punkte, in welchen dieselben 
die Gegenseiten des Dreiecks schneiden, in einer geraden Linie 
liegen, deren Gleichung 


"+40 
n 


m 


m n 


ist; sowie endlich, dass die Verbindungslivien der Eckpunkte mit 
den Gegenecken des wmschriebenen Dreiecks, deren Gleichungen 

«a Ê Bioy ini prane 

l m m R 'n T 
sind, sich in einem Hunkte durcelischneiden. 


Man soll die Gleichung eines Kegelschnitts fin- 
den, welcher dem Dreieck « = o, B = o, y = o um- 
schrieben ist und sein Centrum in dem Punkte («, 8, y) 
hat. 

Die Polare eines beliebigen Punktes ist nach Art. 331 

a (myt aß) HB (na +iy)+y B+ ma) = o. 

Es wird nun offenbar in der Aufgabe gefordert, 2, m, n so 
zu bestimmen, dass diese Gleichung eine unendlich entfernte ge- 
rade Linie repräsentire. (Art. 100.) 


Im Art. 65 fanden wir die Gleichung einer unendlich ent- 
fernten geraden Linie aa+bß+cy == o, > 
wo durch a, b, c die Längen der Seiten des Fundamentaldreiecks 
repräsentirt werden; um die gegenwärtige Gleichung auf diese 
Form zu bringen, hat man 
l =a (bh tey —ad); m = p (ad tey — bh); n = ylar+bß—cy) 
zu setzen. In der nämlichen Weise können wir 7, m. n so be- 
stimmen, dass die Polare des Punktes (œ, p, y) eine gegehene 
gerade Linie Aa+BBß-+Cy =o 
wird, indem wir statt a, b, c vespeelive 4, B, € schreiben. 

24° 


www.rcin.org.pl 


= 2 


Wenn drei Punkte eines Kegelschnilts und eine 
vierte Bedingung gegeben sind, so liefert diese eine 
Relation zwischen /,m,n, und indem man iin diese Re- 
lation die eben gefundenen Werthe einsetzt, kann 
man den Ort der Centra des Kegelschnitts oder der 
Pole irgend einer gegebenen geraden Linie bestim- 
men. Wenn z. B. ein vierter Punkt des Kegelschnitts gegeben 
ist, so muss die Bedingung 

I m Je 

=” + F Tar — 0 
erfüllt sein und der Ort der Centra aller der einem Viereck um- 
schriebenen Kegelschnitte ist durch 
albB + ey — aa) Plaa+tcy—bß yliau »bBß— cy) 
repräsentirt, d. h. er ist ein Kegelschnitt, welcher durch die Mit- 
telpunkte des gegebenen Vierecks geht. 

Wenn dagegen eine Tangente des Kegelschnitts gegeben wäre, 
so müsste man haben 

VIatyYmB+YnC= o0, 
als die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt die gerade Linie 
Au -+ BB+ Cy =o 
berührt. (Art. 308, Aufg. 6.) 

Aus drei Punkten und einer Tangente bestimmt sich daher 

der Ort des Centrums durch die Gleichung 


y [aop Fey — uaj) +y Bpa tey —op)] +y (Cr W+aa—ey) = o, 


d. h. er ist eine Curve, die im Allgemeinen vom vierten Grade isl. 


333. Die Gleichung eines in ein Dreieck einge- 
schriebenen Kegelschnitts kann in einer von den Formen 
(Art. 136) 

yVlatymp+ yny == o, 
oder 

bet m4 n'y — 3mn By — Aniya —2lma f = o 
geschrieben werden. 


Die Gründe des Artikels 137 beweisen, dass die geraden 
Linien AD, BE, CF (Fig. 112, pag. 372), welche man von den 
Ecken des Dreiecks nach den Berührungspunkten des Kegel- 
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schnitts mit den respecliven Gegenseilen ziehen kann, sich in ei- 
nem Punkte schneiden, und durch die Gleichungen 


mp — y=o,ny—le=o, la — mf = o0 
repräsentirt werden; dass die Taugenten des Kegelschnitts in 
den Punkten, wel- ie 113. 
che diese Geraden 
ausser jenen Be- 
rührungs-Punkten 
der Dreiecksseiten 
noch mit ihm ge- 
mein haben, 

LP, MỌ, NR, IA 


den Gleichungen a 


2mß +2ny— la = 0,, Iny + 2la—mß = 0, Lla +- Imp — ny = o 
entsprechen und den, entsprechenden Dreiecksseiten BC, CA, AB 
in Punkten P, Ọ, R eiiner geraden Linie begegnen, deren Gleichung 
læ -4mp t ny =o 
ist. Auch bilden die: geraden Linien C4, CF, CB, CR ein har- 
monisches Büschel, alenn ihre Gleichungen sind respective 
p = o0, lu -— mp = 0, a = 0, l« + mp = o0. 


Wenn man die Berührungspunkte bestimmt, welche der Ke- 
gelschnitt mit den Seiten des Dreiecks haben soll, z. B. durch 
die Gleichzeitigkeit dier drei Paare von Gleichungen 

“e=ö, B — y7 = 0, 

B= o0, y~ a =o, 

pag « P=o, 
so dass sie den entwickelten Gesetzen genügen, so lässt sich die 
Gleichung des Kegelschnitts bestimmen. In dem gewählten Falle 
müssen die Bedingungen erfüllt sein 


mn’ —2mn= o, 

"Rt — anl = o, 

P + m— Imn = 0, 
d. h. l = m= n, 


so dass die Gleichung des Kegelschnittes ist 


at HB +y — apy — Aya — 2af = o. 
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Man soll die Gleichung eines Kegelschnitts fin- 
den, der dem Dreieck « = o0, p = o, y =o eingeschrie- 
ben istund dessen Centrum mit dem gegebenen Punkte 
(«, 6, y) zusammenfällt. 

Die Polare eines Punktes in Bezug auf diesen Kegelschnitt ist 
nach Art. 331 
allm -H ny — la) + Bm (le + ny — mp’) -+ pn (l + mp — ny) == o. 
Wenn diese gerade Linie mit der durch 

La + MB + Ny=o 
repräsentirten zusammenfallen soll, so müssen die Coelficienten 
l, m, n durch folgende Ausdrücke bestimmt sein 
I=L(MB'-+HNy’— Le');m=M(Le+Ny — MP); a—N(Le+Mß'—Ny'). 

Der Ort der Centra eines Kegelschnitts, welcher drei gerade 
Linien berührt und durch einen gegebenen Punkt (e”, 8”, y^) geht, 
ist durch 
Via WFT Hr MAYER 
dargestellt, d. i. ein Kegelschnitt,” welcher die Verbindungslinien 
der Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks berührt, welches durch 
die drei gegebenen Tangenten gebildet wird. 

Wenn der Kegelschnitl eine vierte gegebene Linie 

Aa+BBß+Cy=o 
berührt, so ınuss nach Art. 308, Aufg. 6, die Relation gelten 


I m n 
what Sa a 
der Ort der Centra ist daher durch 
albb + cy— ar blax -+ ey —b p) elaa-+bf cy 
Op J + rn l EL + - cy 


dargestellt, und ist also eine gerade Linie. 
Wenn der einem Dreieck « = o, B = o0, y = o umschrie- 
main 
e. 
einen demselben Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitt 
VLety MB+HVNy =o 
berühren soll, so muss nach der Anmerkung der Aufgabe 6 im 
Artikel 308 die Bedingung 
(UDI (m M3 + m N} = o 
erfüllt sciu; wir können auch ebenso den Ort des Centrums eines 
Kegelschnitts finden, der einem Dreieck eingeschrieben ist und 


p ? l 
bene Kegelschnitt -+ 
& 
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einen demselben Dreieck umschriebenen Kegelschnitt berührt, oder 
umgekehrt. 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher fünf gegebene 
gerade Linien berührt, kann auch leicht entwickelt werden; 
wenn diese geraden Linien durch 


«=o, =o, y=0, AdatBß+Cy=o, de+BB+CYy =g 
dargestellt sind, so gelten die beiden Bedingungsgleichungen 

l m n I N. 
rt sei AON 


und wir können aus denselben 7:m und l:n bestimmen. 


Aufg. 1. Welches ist die Gleichung des Kegelschnitis, 
der die fünf geraden Linien 

=o Bo, y nN a E 20 FB yo 
berührt? 

Wir haben l+mpa=o und l4 m — n =o. 
Die geforderte Gleichungg ist daher 


2 (— at + aß? + yR = o. 


Aufg. 2. Man soll die Gleichung des Kegelschuitts 
bestimmen, welcher die geraden Linien « = 0, = 0, 
y =o inihren Mitttelpunkten berührt. 


Auf. (at + (bpt + (ept = o. 
4ufg. 3 Unter welcher Bedingung repräsentirt die 
Gleichung 
(ei + (m piè + In y)3 =o 
cine Parabel? 
Aufl. DieGurve berührt die unendlich entfernte gerade Linie, wenn 
l m n 
aT b P o- gi 
ist. 


Aufg. 4. Den Ort des Brennpunkts einer Parabel zu 
finden, welche die drei geraden Linien @ =o, B = 0, 
y = o berührt. 

Wenn die Coordinaten eines Brennpunktes in einem Kegelschnitt, 
der dem Fundamental-Dreieck eingeschrieben ist, @,ß,y sind, so sind die 


geraden Linien, welche ihn mit den Ecken des Dreiecks verbinden, durch 
CHE Do, BER, TS 
EEE 

dargestellt; und weil die nach dem andern Brennpunkt gehenden Geraden 
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mit den Seiten des Dreiecks dieselben Winkel bilden (Art. 191), so sind 
dieselben nach Art. 57° à 
aa = fB, BB = yy, Yy = «e, 
und die Coordinaten des andern Brennpunkts sind 
bak ato 
TPF 
Wenn die Gleichung des durch den einen Brennpunkt beschriebe- 
nen Ortes gegeben ist, so können wir demnach ohne Weiteres die Glei- 
chung des durch den andern beschriebenen Ortes angeben; wenn der 
zweite Brennpunkt im Unendlichen ist, d. h. wenn 
«sin A+ p” sinB +y sinl = o, 
so liegt der erste in dem Kreise 
sind, sind ‚sul oO 
EEE Fire 
Die Coordinaten des im Unendlichen gelegenen Breunpunkts einer 


. I m n 
Parabel sind sin? A” sin? B’ sin?O” 


denn diese Werthe genügen ebensowohl der Gleichung 
a sin d +p sin B +y sint = o, 
als auch der andern 
} ia 4 Vmß + Vny = 0. 
In Folge dessen sind denn die Coordinaten des endlichen Brenupunktes 
sin?d sinto sin?O 


t m n 


Aufg. 5. Die Gleichung der Directrix dieser Parabel 
zu finden. 

Indem wir nach Art. 331 die Gleichung der Polare des Punktes bil- 
den, dessen Coordinaten sv eben gegeben worden sind, finden wir 

la (sin? B + sin’C — sin?4) + mPisin!C+ sint A — sin’ B) 

+nylsin®4+ sin? B — sin!C) = 0, 

oder 
la sin B. sin C. cos A + mß. sin C sin £ cos B -+ ny sin Asin B cos C = o. 


Indem man nach Aufgabe 3 für n seinen Werth substituirt, erhält 
man die Gleichung 
lsin B sin C (a cos 4 — y cos C) + msin Csin £ (f cos B — y cos C) = o; 
die Directrix geht also slets durch den Durchschnitt der Höhen des Drei- 
ecks. (Vergl. Aufg, 3, Art. 56; Aufg. 2, Art. 229.) 

Ueberall in den Betrachtungen der letzten Arti- 
kel kann an die Stelle des Dreilinien- Coordinaten - 
Systems das System der Dreipunkt- Coordinaten ge- 
setzt werden. Dann ist 

l weg 
_ = - = 0 
stit =. 
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die Gleichung eines dem Dreieck « = 0o, ß=o, y=o ein- 
geschriebenen Kegelschnitts, und ınan erkennt z. B. soforı aus 
der Betrachtung der Coefficienten-Summe, dass die allgemeine 
Gleichung der einem Dreieck eingeschriebenen Parabel 

l m I+m 


u er” 


sein muss, 
Auch kann man aus jener leicht die Gleichung des dem Drei- 
eck eingeschriebenen Kreises ableiten und erhält sie in der Form 


By cot LA + yacodB+eßcofl = o. 
Dagegen bezeichnet alsdann die Gleichung 


yla) + Ym + Va) = o 
allgemein einen dem Fundamental- Dreieck umschriebenen Kegel- 
schnitt, und die Gleichungen 
la — m = o, mB — ny = 0, ny — le = 0 
repräsentiren die Pumkte, in welchen die Tangenten des Kegel- 
schnitts in den Eckem des Fundamental-Dreiecks die Gegenseiten 
desselben schneilen. 


Für den umschriiebenen Kreis erhält man mit Hülfe dieser 
Bemerkung die Gleichung 


sind y'a- sin By B + sin Cy = o. 
Man kann aus diesen Gleichungen die der Mitlelpunkte die- 


ser Kreise und aus ihnen die Construction derselben mit Be- 
nutzung der Art. 67 wnd 70 leicht ableiten. 


334. Die vorhergehenden Entwickelungen enthalten eine be- 
deutende Anzahl von Belegen für die grossen Vortheile, welche 
die Anwendung dreiseitiger Coordinaten der analytisch -geometri- 
schen Untersuchung inshesondere dadurch gewährt, dass die durch 
sie erhaltenen Gleichungen homogen sind. ludem wir hier auf 
die Bedeutung dieses Umstandes und die Tragweite seiner Folgen 
näher eingehen, müssen wir, um uns zugleich in den Besitz des 
für solche Untersuchungen geeignetsten Algorithmus zu setzen, 
einige Betrachtungen einflechten, die zunächst rein algebraisch er- 
scheinen; indess wird ihr geometrischer Sinn bald genug zu Tage 
treten. 

Wir bezeichnen durch das Symbol a, , eine mit den Indices r, s 
veränderliche Grösse, und lassen die Indices alle ganzzahligen 
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Werthe von 1 bis z durchlaufen, wo z selbst eine ganze Zahl ist. 
Die algebraische Summe der 1.2.3....n Producte 
jener Grössen, welche man erhält, indem man in dem 
Producte ea. MAN: me 
die zugehörigen Indices in allen möglichen Arten 
permutirt, und in welcher die Vorzeichen der ein- 
zelnen Producte nach einem gewissen Gesetz be- 
stimmt werden, heisst die Determinante derselben; 
die einzelnen Grössen werden ihre Elemente genannt. Man 
kann dieselbe sonach durch 

N Re a T lna) 
bezeichnen, indem man & als das Zeichen für eine Summe gleich- 
artiger Grössen benutzt. 

Eine solche Determinante besitzt augenscheinlich rn? Elemente, 
und dieselben lassen sich nach der Uebereinstimmung der Indices 
in horizontale und verticale Reihen ordnen, so dass die bezeich- 
nete Determinante in der folgenden Schreibweise eine vollständige 
Uebersicht ihrer Elemente darbietet: 

Aula Gip... An 

Gri Vene Gip lin 

Saa aa M o 0, =ZH aara o Ta): 


. 


ee a > 0 

Jedes der Producte, deren algebraische Summe 
die Determinante bildet, enthält nach der Definition 
aus jeder Verticalreihe und ausjeder Horizontalreihe 
dieser quadratischen Anordnung einenund nur einen 
Factor. 

335. Wenn man das unter dem Summenzeichen stehende 
und dadurch zur Vertretung aller andern erwählte Product 


nn 


ai Cee Agar e Ann 

als das erste Glied und als positiv bezeichnet, so erhält jedes 
andre Glied das positive oder negative Zeichen, je nachdem es 
aus diesem ersten durch eine gerade oder ungerade Zahl von Per- 
mutationen der Indices erhalten wird. Das Glied i1- 423: @32° Aja 
z. B. geht aus dem entsprechenden ersten durch eine einzige Per- 
mutation der Indices hervor und muss daher negativ gesetzt wer- 
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den; das Glied a4. a23- @a2- a, ist positiv, weil es aus dem er- 
sten durch zweimalige Permutation der Indices erhalten wird. 
Bei jeder Permutation der Indices wechselt das Zei- 
chen, und so ist das letzterwälnte Glied auch positiv, weil es aus 
dem Vorigen durch eine einzige Permutation abgeleitet werden kann. 

Um statt der doppelten Indices einfache zu bekommen, kann 
man auch die Elemente derselben Horizontal- oder Verticalreihe 
durch übereinstimmende und von denen der andern abweichende 
Buchstaben unterscheiden und z. B. schreiben 

4, Du Cu D, 
Ar By Co Da 
A OOD 
Te Bis Cuo D, 

Doch ist dies nicht immer zur Förderung der Klarheil ge 
eignet. 

Die ausführlicheree Aufschreibung einer solchen Determinante 
bat vor der einfacherten und gedrängteren doch den wesentlichen 
Vorzug, dass man in ihr Veränderungen der einzelnen Elemente 
anschaulich verfolgen Ikann. 


= E + 4, B, O, Da. 


336. Diese Definitionen erlauben das auf die angegebene 
Art bezeichnete Aggregat, welches wir Determinante nennen, in 
voller Ausdehnung zu schreiben, z. B. 
E È ta- azg. Gaa = Ug. Aog. Ass F Qai- Ase Aia + asa. Giz. As 
— Oia. Gag. azs — Uzi. Qi. Uas — Cai. Ogg Ois 
Die blosse Uebersicht dieser Entwicklung zeigt, dass dieselbe 
mit der folgenden identisch ist 
Aıldaa- Asa Aza. Aaa) — Agıldız- As — Ase: Ga) 
F a3 ilt. Qas — arg. Aus ) 
oder dass man hat: 
| 


LIRTELSRTELT EN 


| 
Aaa, lz, | da Mia [Fret 


| F ayi 


Czas ae Gea | = Gi, 
y g Ays | | CEET 


-i 


Ayypüya 
Gy. Aat las | Ss, 


Es ergiebt sich aus dem Bildungsgesetz, dass darin eine all- 
gemeine Regel enthalten ist, die wir dabin aussprechen können, 
dass die Entwicklung einer Determinante der n* Ord- 
nung sich aus » Producten aus je einem Gliede einer 
und derselben Reihe und einer Determinante aus den 
Gliedern aller der Horizontal- und Verticalreihen, 
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in denen jenes Glied nicht enthalten ist, zusammen- 
setzt, und das von diesen ein jedes das positive oder 
negative Vorzeichen erhält, je nachdem die Indices 
seines ersten Factors beide zugleich oder nicht zu- 
gleich gerade oder ungerade sind. 


Nach derselben kann jede Determinante leicht entwickelt 
werden, z. B. 


To Yy l Ta Y öp Y |æ y 
Ly Yè 1| = PPPE ass ae er 
a | Z» Ys Vy Ys Tr, Ye 
| 2a Ya 1 


= na E Tays — Ts Yat Tyi — Trys. 

Man sieht, dass die hier gewählte Determinante den 
Flächeninhalt eines Dreiecks darstellt, sobald ihre 
Elemente x, %ı: £a Y2; Za Y die Cartesischen Coordina- 
ten seiner Eckpunkte repräsentiren. 7 


Wenn dagegen «,, Bi, Yı5 @2, Bos Y2; Œz, Pa, Ya die Coordina- 
ten dreier Punkte in einem System dreiseitiger Punkt-Coordinaten 
darstellen, so drückt die Bedingung 


| n Pu Yı 
Qa Po Ya) = 0» 
y Pur Ya 
Pa 7: Bu 7i | Boyi 
oder er — a & 
: Pa 73 s Bu 73 + ai Ba Ya 


= a, (Pa Ys — Baya) + vB — Biya) + as (Biye — Br) 0 
aus, dass diese drei Punkte in einer und derselben 
geraden Linie liegen; wären dieselben Elemente die 
Coordinaten dreier geraden Linien in einem System 
dreipunktiger Linien-Coordinaten, so sagt die nām- 
liche Bedingung, dass diese geraden Linien durch 
einen und denselben Punkt gehen. 


337. Wir treten solchen geometrischen Anwendungen, die 
zunächst nur noch in der Art merkwürdiger oder unerwarteter 
Uebereinstinmnungen erscheinen könnten, um Vieles näher, indem 
wir von der rein formalen Definition, mit der wir begonnen ha- 
ben, zur Betrachtung einer Hauptquelle solcher Formen überge- 
hen; diese ist die Elimination, 
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Das Resultat der Elimination von z Veränder- 
lichen zwischen z linearen und homogenen Gleichun- 
gen heisst die Determinante dieses Systems von Glei- 
chungen”). 

Wir beweisen die Identität der so definirten Determinanten 
mit den aus den vorigen Erklärungen hervorgehenden durch eine 
Reihe von Beispielen. 

Aus den beiden Gleichungen 

ACT Byee, 
o a e 
eliminiren wir die Veränderlichen z. B. dadnrch, dass wir die 
erste Gleichung mit B}, die zweite mit B, multipliciren und das 
letztere Product vom erstern abziehen; nach Unterdrückung des 
gemeinsamen Factors æ erhalten wir 
du B) 
Ay Br 
Die Elimination zwischen den Gleichungen 
Axt Ay = o, 
Bx + B,y= 0 
liefert dasselbe Resultat. 
Wenn man die direigliederigen Gleichungen 
E Ay + Az 0, 
BRE ee eo 
hat, so vollzieht man die Elimination, indem man æ und y zuerst 
durch z ausdrückt und die erhaltenen Werthe in die Original- 
Gleichungen einsetzt. 

Die Multiplication der ersten Gleichung mit B,, der zweiten 
mit 4 und die dann vollzogene Subtraction eliminirt y, und liefert 
du B, HD, 
k BET FA B, 


== 0. 


A, Bı — 4B, = 


2 = 0 


*) In dieser Form von Resultaten der Elimination hat Leibnitz die De- 
terminanten zuerst angewandt (1693); als ihr zweiter Erfinder ist Cramer 
(1750) zu bezeichnen. Der Name Determinante ist zuerst von Gauss und 
Cauchy gebraucht worden. 

Zahlreiche historische Notizen findet man in dem vortreflicheu Buche: 
Theorie und Anwendung der Determinanten. Von Dr. R, Baltzer, 
Leipzig 1857. 

Wir nennen sonst noch die ausgezeichnete Arbeit: TAëorie des Determi- 
nants ete. Par le Dr. F. Brioschi, vom Jahre 1854, die in der mehrfach be- 
reicherten französischen Uebersetzung von Dr. Combescure (Paris 1856) im 
Folgenden an einigen Stellen benutzt ist. 
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Durch Multiplication der ersten Gleichung mit B,, der zwei- 
ten mit 4, und nachherige Subtraction eliminiren wir x und er- 
halten ° 
An B; 
PIR A 

Durch die Substitution der aus beiden Gleichungen erhalte- 
nen Werthe von x und y in die gegebenen Gleichungen ergeben 
sich die Identitäten 


aea tale a talaa = 

teten) 
In derselben Weise findet man: 

ala altal altei a= 

am altae atA 5 


338. Darnach kann die Elimination zwischen den Gleichungen 

Ax + Buy Oz = o0, 

Axt Byt O= o, 

Ax + Buy + Oz = 0 
vollzogen werden, indem man die erste mit 
Ay, B, 
Ay B, 
Ay B 
An B, 
A B, 
A 
multiplicirt und die Producte addirt; denn die Cocfficienten von 
æ und y verschwinden nach dem Vorigen, und man erhält 


die zweite mit 


die dritte mit 


ae E. S T A 
C; Ay B, +G Aa B, +6, Au B, —ı 
oder 
Ay B, C, 
4, Ba Ca = 0 
An Bu G 
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Diese Determinante kann auch in den Formen 
B G | 2. 6 B, Cil 
+4 AtA ‚= 
2.6." 712,04 712,01 
| Ca 4, Go ne 
Cu As GA, 
geschrieben werden. 
Ueberhaupt ist das Resultat der Elimination aus den Glei- 
chungen Ac+By+Cz+Do+... —=n, 
Ad t Bay + CeDo... =o, 


A, 


Cu As 
| Cr A 


B, +#, +B, 


PERE EALE E EEN 


die Determinante 


339. Die Verglieichung der vorher bezeichneten Formen 
der Determinante, welche wir durch die Elimination zwischen 
Gleichungen mit drei Veränderlichen erhielten, zeigt, dass 

dir dar 4.8.0, 

Bi. Bu Bal = 4, Bs G 

Ci C G dy Bi Cs 
ist. 

Dass dies ganz allgemein richtig ist, d: h. dass eine Deter- 
minante ihren Werth nicht ändert, wenn man ihre 
Verticalreihen zu Horizontalreihen macht und um- 
gekehrt, geht aus dem Bildungsgesetz der Determinanten bereits 
hervor. 

Wir knüpfen daran eine Bemerkung in Betreff der Zeichen 
der Determinanten; sie ist in den folgenden Formeln ausgesprochen: 
|G Dar Co Qis Du ĉi 


ba 6 | ba C Ib Ô 

MED bys C3| == |. by, Cr] = tg b. > b, | ta | h 2 5 
la, bu 6 zs by, 6, I € 2 C| 3 Ĉĉ; 

a, ba, 6, Gas Oi © | 

ha b IE EEEE bi, c, [aa 

bs = — | a bu Ce) =A, ta +a š 
RR Dy Ca | bis 6 

y bp Ce ty, by, Ca] i 
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Wenn irgend zwei Reihen in einer Determinante 
mit einander vertauscht werden, so wechselt sie ihr 
Vorzeichen. 


Wenn zweiReihen identisch sind, so ist der Werth 
der Determinante Null; denn die Vertauschung dieser Rei- 
hen müsste nach dem Vorigen den Wechsel des Zeichens hervor- 
rufen, indess doch die Vertauschung zweier identischen Reihen 
unmöglich den Werth der Determinante verändern kann; derselbe 
muss somit Null sein. 


Der Satz von Paslcal kann sehr leicht durch die Betrach- 
tung der Determinanten bewiesen werden. In der That, sei 4BCDEF 
das eingeschriebene Sechseck, betrachte man das Dreieck ACE als 
Fundamental-Dreieck und repräsentire seine Seiten AC, CE, EA 
respective durch u = on oe 0, 
so kann man die Seiten des Sechsecks durch die folgenden Glei- 
chungen repräsentiren 

AB durch « = cy, BC durch « = b,ß, 
CD dusch f = aa, DE durch 8 = cy, 
EF durch y = bp, FA üurch y == aa. 


Alsdann ist die Gleichung eines durch 4, C, E gehenden 
Kegelschnitts von der Form 
l m n 
-+7 t >=o0, 
ab E 
und damit derselbe durch B, D und F gehe, müssen die drei Be- 


dingungsgleichungen 
I + mb + no = 0, 
lat m F no = o, 
la; + mhen = o0 
erfüllt sein; die sechs Punkte liegen also in einem Kegelschnilt, wenn 
ls bu ĉi 
g l, Cl = 0 
üy Dy 1 
ist. 
Wenn die Durchschnittspunkte von 4 B und DE, BC imd EF 
und von CD und FA, in einer und derselben geraden Linie 
Aat BE +Cy =o 
liegen sollen, so müssen die Gleichungen 
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Aut Bat E =o, 
db HB +0,=0, 
A + Ba + Cao 
erfüllt sein, oder dies geschicht unter derselben Bedingung 
1, 9, Ci 
ür l, & | = 0 
a. du 1 
unter welcher die sechs Punkte 4, B, C, D, E, F in einem Kegel- 
schnitt liegen. 


340. Aus der Definition ergiebt sich auch die folgende Eigen- 
schaft der Determinanten: Wenn man in einer Determinante 
alle Elemente einer Reihe mit demselben Factor mul- 
tiplieirt, so ist die Determinante selbst mit diesem 
Factor multiplicirt; denn jedes Glied ihrer Entwicklung ent- 
hält jenen Factor und enthält ihn nur einmal. 

Aus demselben Grunde kann eine Determinante als 
die Summe zweier andern Determinanten angesehen 
werden, sobald die Elemente einer Reihe alle als 
Summen zweier andern erscheinen; d. h. 


are, "a e Si Ey bes bi. tir But 
CA . bi ilas Das Co ag W Ca o 
üz ‚b; 3 i} | la, by. A Ay bu €, 


at + tyi a, ds.» 
oder | +. btp + = | tat Bi + 


Ay SA - x a, ‚b ,6y 
a, Pi , EN Id 1r bi €, is bis ©, |“ Bi 7i 
+ |rt 0, ht a ae by, Ca) + fë Bar Ya H | an bu Ca 
a, . 0; fr bu C; dy Du, C3 Oas Dys Ci 
| eu Bir fi 
üy Pu Fa |- 
ty, Du, s 


Man sieht leicht, welch ungemeiner Reichthum, von stalt- 
haften Umformungen daraus hervorgeht. Einen besonders er- 
wähnenswerthen Fall bezeichnen wir durch das folgende Beispiel: 
06, at ab, bu, €, a pabi Hpt bu 6 


bey +ab, Dor Cr |= | a; Haba + Per ba C) U. 5. w. 
as, by, C3 ; a bu €, a, + bgp pey bu C 
Salmon, Anal, Geom. der Kegelschnitte, 25 
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341. In der Aufgabe des Art. 3! haben wir den Satz an- 
geführt: Wenn eine gerade Linie sich um einen festen 
Punkt O dreht, und die Schenkel eines festen Win- 
kels vom Scheitel 4 in den Punkten B,C schneidet, so 
ist die Summe der reciproken Werthe der Flächen - 
zahlen der Dreiecke OBA, OCA constant. 


Der Beweis dieses Satzes kann durch die Betrachtung der 
Determinanten geliefert werden. Wir nehmen an, x, yp z, Seien 
die Coordinaten des Punktes A, £3, Y2, 2, die des Punktes O; als- 
dann sind die der Punkte B und C von der Form 

a ne as yeah: 

sen + pe, y= y + Pd, 
wenn a, b, c, d gegebene Grössen, «, ß aber unbestimmte Coclfi- 
cienten sind, welche der die Punkte B, C bestunmenden Transver- 
sale entsprechen. 


Daun ist 
I, Au Yı l,@, ‚Yı 
244AB0 = |l, 3y Y? |=| h, 33 rY =a An "a " 
1,8, a 1,2, tea,y, tab a 
und ebenso 
rer? l, T; ‚Yı , 
: - Pmt —y 
ly Los Yr j h Ta “Ya t | 
Daraus folgt 
Sa == Vir Y Yi 
Hot an) er — fa atm ad 
AABO AACO ap | nr 
N ) € ug 


Da aber die drei Punkte B, C, O in einer geraden Linie lic- 
gen, so hat man 
I, Zis Y: 
l, zu. Y | = ð, 


I, Cy Y 
und somit 


Te U Y — Y 
Lid BE Be, ab — Pd 
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b, a 
2 d, é 
folglich — 1)= —T , 
z 2\ 7410B tz ) C, =E Yr Yi) Erm TYY: 
oe: 8 Bern 


ein von den unbestimmten, durch die Drehung der Transversalen 
veränderlichen Grössen «, ß, unabhängiger Ausdruck. 


342. Auch die Resultate der Elimination zwischen 
Gleichungen höherer Grade können in der Form von 
Determinanten ausgedrückt werden. Man weiss, dass 
ein solches Eliminations-Resultat «die Bedingung liefert, unter 
welcher die Gleichungen eine gemeischaftliche Wurzel besitzen. 
Wenn dies der Fall ist, so muss unter den Resultaten der Sub- 
stitution der aus der einen Gleichung erhaltenen Wurzelwerthe in 
die andere eines mit Null identisch und somit das Product aller 
dieser Substitutions - Resultate selbst Null sein. Das bezeichnete 
Product kann aber als eine symmetrische Function der Wurzeln 
der ersten Gleichung durch die Coeflicienten derselben ausgedrückt 
werden und erscheint alsdann als das Resultat der Elimination 
zwischen beiden Gleichungen. Hat man z. B. die beiden Glei- 
chungen 


ax + bay + cy = o, at 4 bxy + cy = 
und siud «, ß die Wurzeln der ersten Gleichung, so ist das Pro- 
duct der Substitutions-Resultate , derselben in die zweite Gleichung 
(ae + ba te) lih + bB +) = aapt + abah + p) 
+ bap + adi t B) Hve lepe. 
f b c d A 
Aber es ist « + 8 = — A «aß == T also nach einer einfachen 
Umformung: 
(de — uč}? + (ab — ab) bed — b'e) = o. 
Dies ist identisch mit der Determinante: 


Euler gab*) ein Verfahren, durch welches die Eliminations-Resul- 


*) Histoire de l'Acad, de Berlin. 1794. p. 96 
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tante zwischen zwei Gleichungen vom m” und »“* Grade leicht er- 
halten werden kann. Es ist in dem folgenden Raisonnement nie- 
dergelegt: Wenn die beiden Gleichungen, in ihre durch die Wur- 
zeln bestimmten hinomischen Factoren zerlegt gedacht, einen ge- 
meinschaftlichen Factor besitzen, so muss. das nämliche Resultat 
erhalten werden, wenn wir die erste Gleichung mit den übrigen 
(n — ı) Factoren der zweiten und die zweite mit den übrigen 
(m — 1) Factoren der ersten multiplieiren. Das Product jener 
Factoren ist eine Function des (a — 1) Grades und die Mul- 
tıplication mit ihr führt daher z neue Constanten in die Rechnung 
ein; das Product dieser letzteren Factoren ist eine Function 
(m — 1)** Grades, durch welche m Constanten eintreten; die Er- 
gebnisse beider Multiplicaionen sind vom (m + n — 1)" Grade, 
und wenn wir beide Glied für Glied vergleichen, so erhalten wir 
(m + n) Gleichungen, aus denen wir die (m + n) neu eingeführ- 
ten Constanten eliminiren können. Das Resultat der Elimination 
zwischen diesen (m + n) Gleichungen ersten Grades ist mit dem 
identisch, welches man durch die Elimination zwischen den bei- 
den gegebenen Gleichungen erhält und es erscheint in Form ei- 
ner Determinante. Wir wählen als Beispiel die Gleichungen 


arpbayter ana tet day + dy mo. 
Die Multiplication derselben mit 
dat Bay +Cy und Lx -+ By 
liefert durch Vergleichung der entsprechenden Glieder die Bedin- 
gungen 


Aa — da ==, 
Ab + Ba — Áv — Ba = 0, 
Ac + Bb + Ca — dc — BV = 0, 
Be 4+ O — Ad — B'e =o, 

Ce — Bd = 0 


, ' 


und die Elimination der fremden Coefficienten 4, B, C, £, B 
zwischen diesen giebt 


I A RY E 

b a, o, b, a 

c, b, àa; č, b | = 0. 
o c, b, d, € 


00,00, d 
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343. Bezout's gleichzeitige Methode *) lässt sich aus folgen- 
dem Beispiel erkennen. Um die Elimination zwischen den Glei- 
chungen 
ay bey + cx + d? =o, dèt b'ey tiry p dy = o 
auszuführen, multipliciren wir die erste mit æ, die zweite mit a, 
und entfernen durch Subtraction das erste Glied; das durch y 
theilbare E ist 


mn a, 


a, ¢ 


A, A, d | 
- u” — 
Ad, Č | y 
Durch a! der ersten Gleichung mit «x + by und 
der zweiten mit ax + by erhalten wir chenso ein durch y? theil- 


bares Resultat und Fr 


y + 


a, 


a,€ e| b,d 
a atij kati E ig | zy+ vd F= o 
Endlich e wir die erste Gleichung mit 
de + brey + ir 
und die zweite mit aœ + bey -+ cy’, 
und erhalten ebenso wie "afi 
a, al d | i 
a, R et i d ty + d >’ 
Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Grössen 


a*, £y, y’ 
linear eliminireu, und wir erhalten eine Determinante, deren Ele- 
menle selbst Determinanten sind und deren entwickelte Form ist: 


ab — ab, ac ac, ad — ad 
ac — dc, ad — ad+ be —be, bë — Yd | = o0. 
ad — ad, bd — bi, cd — cd 


344. Endlich erwähnen wir die Gestalt, welche M. Syl- 
vester**) dem Verfahren der Elimination gegeben hat. Man mul- 
tiplieirt die Gleichung des m“* Grades mit. 

ap a? D a3 y? 
u. s. w., und die des z‘ mit 


D F g y? 
u. s. W., und erhält so (m + n) Gleichungen, aus denen die 
Grössen arta, miat y 


*) Histoire de l'Acad. de Paris. 1764. p. 298. 
**) Philosoph. Mag. 1840. 
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u. s. w. linear eliminirt werden können. Das Eliminationsresultat 
enthält dann keine der Veränderlichen mehr und ist auch das 
der gegebenen Gleichungen. 
So liefern die cubischen Gleichungen 
ax’ + bay Hceay +t dy’ =o, aa + baty + éxy + dy =o 
die folgende Reihe von sechs Gleichungen 
ax + ba'y + cy + dy’ ed 
ax'y + bat + cy’ + day! = 
axy + bxy +cay' + dy’ = o, 
dx + baty + éy + day = o 
aay + bayt t cty’ + day! -TF 
ady + Keyt cayt + dy = o. 
Die Elimination liefert alsdann die Determinante 
ù, b, c, d; 0,0 
"T, A A E, OY) 
Ò 0, G, bG d 
a,b,c,d,o,o 
0, a, b,c, d,o 
0, 0, a,b,c,d 
Wie die Determinantenform auf das Problem der Elimination aus 
Gleichungen höherer Grade mit drei Veränderlichen angewendet 
wird, mag hier zunächst ununtersucht bleiben. 


345. Wir schliessen daran die wichtigste aller Eigenschaften 
der Determinanten in dem Satze: das Product zweier De- 
terminanten ist eine Determinante, welche dieSumme 
der Producte aus den Elementen einer Reihe der ei- 
nenin die entsprechenden Elemente einer Reihe der 
andern zu ihren Elementen hat; d. i. 


Mis b, . ĉi rs Bi» Yı 
lrs Drs Ce |. | Gas Prs Fr 
üy, by, © UET Bs, Ys 


tey H Bip Gyi Gta p hbr ciy usA bpa H cy 
= | A, + babi +67, Aat -4 Dabe Fiya, Ats + babs $ Cyl. 

a + + Aste A baba H Ye Asta Vaba + caya 

Um diesen Satz sogleich in seiner ganzen Wichtigkeit zu cr- 
kennen, beweisen wir ihn aus den Betrachtungen der Eliminalion 
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und leiten damit zugleich die Ausdrucksweise desselben ab, welche 
der geometrischen Anwendung am nächsten steht. Der Beweis 
des gewählten speciellen Falles ist allgemein anwendbar. Die De- 
terminante, welche wir als das Product der beiden ersteren be- 
zeichnet hahen, ist das Resultat der Elimination zwischen den 
Gleichungen 
a + bb t ayj t (uut bhit eyy 
+ (aw t bibi E ay) = 0, 
lase, + hbi + yha + (arest bihi t Cya)y 
+ (a0, + babs + Ciya) = 0, 
laya, E bahi E syi) + (antr + bahr E ayay 
+ a + bibs Heya) z = o. 
Diese Gleichungen können durch die Substitutionen 


act my H a = X, 
Bæ + By + p= F, 
yT + yy F yz z 


| 


in der Form 
a£ + bF + oZ2=0, 
aX H uaF + Z = o, 
mA + BF 4 a = o 
geschrieben werden; aus diesen erhalten wir aber durch Elimina- 
tion die Determinante 


und erkennen, dass dieselbe ein Factor in dem Resultate der Eli- 
mination aus den gegebenen Gleichungen sein muss. Dasjenige 
System von Werthen der Veränderlichen x,y,z, welches den Glei- 
chungen 
Z=o, f=6 Z=o 

gleichzeitig genügt, würde aber augenscheinlich die drei gegebe- 
nen Gleichungen auch befriedigen, und es muss daher die Deter- 
minante der Substitution 

&, Bu 73 

Cys By Ya 

&y Pu Ya 


auch ein Factor der Determinante der gegebenen Gleichungen sein 
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Und wenn man endlich beachtet, dass jedes Glied der erst- 
genannten Determinante vom dritten Grade in den Elementen ist, 
ebenso wie jedes der zweiten, dass aber jedes Glied in der De- 
terminante des gegebenen Systems vom sechsten Grade in den 
Elementen @,, Œi, @,, & u. S. w. ist, so kann diese nur das Pro- 
duct jener beiden ohne Einmischung eines fremden Factors sein. 

Der Beweis lässt sich auch auf die Betrachtungen des Arti- 
kels 340 gründen, aber in der hier gegebenen Form erlaubt er 
uns, den Satz von der Multiplication der Determinanten in der 
folgenden wichtigen Form auszudrücken: 

Wenn ein System von linearen Gleichungen 

arð +b YH cZ =o, a, X Fo Yt ce, Z= o, aX +b Y+ e =o 
durch die Substitutionen ' 
X =a + By Pyje F= ae + By 12 Z =t ap Bay fr Ya? 
transformirt wird, so ist die Determinante des trans- 
formirten Systems das Product aus der Determinante 
des Öriginalsystems in die Determinante der Trans- 
formation. Man pflegt diese letztere den Modulus der Trans- 
formation zu nennen. 

346. Wir erwähnen die zuuächstliegende geometrische 
Bedeutung des Vorhergehenden. 

Wenn drei gerade Linien sich in demselben Punkte schnei- 
den, so müssen ihre Gleichungen so’beschallen sein, dass dieselben 
zusammengehörigen Werthe der Veränderlichen als Coordinaten je- 
nes Punktes allen drei Gleichungen genügen. Dies geschieht nur 
dann, wenn das durch die Elimination der Veränderlichen erhaltene 
Ergebniss durch die Coeflicienten der Gleichung bewährt ist. Sind 
die Gleichungen der geraden Linie in Cartesischen Coordinaten ge- 
geben, so ergiebt sich diese Bedingung, indem man aus den bei- 
den ersten Gleichungen die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
ableitet und die erhaltenen Wertlie an Stelle der Veränderlichen 
in die dritte Gleichung substituirt. (Siehe Artikel 34, vergl. Ar- 
tikel 30). Sind die Gleichungen der geraden Linien in punktuel- 
len Dreiseits- Coordinaten gegeben, also homogene Gleichungen 
zwischen drei Veränderlichen, so liefert die Elimination der Ver- 
änderlichen die. fragliche Bedingung. In beiden Fällen muss die 
Determinante des Systems von Gleichungen gleich Null sein, wenn 
die geraden Linien einen gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt 
haben sollen. 
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Ganz das Nämliche gilt von der Frage nach der Bedingung, 
unter welcher drei Punkte in einer geraden Linie liegen, wenn 
man lineare Dreiecks- Coordinaten angewendet hat. 


Auch bei diesen einfachsten Problemen der analytischen Geo- 
metrie hat der Satz von der Multiplication der Determinanten schon 
seine Bedeutung. Dass drei gerade Linien sich in einem Punkte 
schneiden, oder dass drei Punkte in einer geraden Linie liegen, 
ist eine Eigenschaft der von jenen Geraden oder Punkten gebil- 
deten Figur, welche von der Lage des Coordinatensystems völlig 
unabhängig ist; wenn das Vorhandensein dieser Eigenschaft durch 
die Identität irgend einer Function der in den Gleichungen jener 
geraden Linien oder Punkte auftretenden Constanten mit Null an- 
gezeigt wird, so muss diese Identität auch nach jeder beliebigen 
Coordinaten-Transformation noch fortbestehen. Die allgemeine Coor- 
inaten-Transformation entspricht aber genau einem speciellen Falle 
von dem, was man sonst eine lineare Substitution nennt, d. h. der 
Substitution von Werthen von der Form 


X= uathuy +yz, F= a,x Hp tyz, Z= ax + bay + yaz 
an Stelle der ursprünglichen Variabeln X, F, Z. (Vergl. Artikel 9, 
10). Da nun die Determinante der transformirten Gleichungen 
das Product ist aus der Determinante der ursprünglichen Glei- 
chungen und der Determinante der Substitution, so ist sie 'stels 
mit jener zugleich Null und die Uebereinstimmung des analyti- 
schen Ergebnisses mit dem geometrischen Sinn desselben ist of- 
fenbar. 


347. Wir verweilen einen Augenblick bei derjenigen speciel- 
len Form der linearen Substitution, welche mit der 
Transformation der Coordinaten gleichbedeutend ist. 


Wenn wir beide Systeme als rechtwinklig und als vom näm- 
lichen Anfangspunkte voraussetzen, sodass die Achsen des einen 
als Ox, Oy, die des andern als OX, O Y bezeichnet werden mö- 
gen, so lassen sich die Transformations-Pormeln in der Form schrei- 
ben 

x = Xc0osx0OX + Fcosa0YP, 
y = Xcosy0OX + FYcosyOF. 
Dabei unterscheiden wir, ob die Winkel beider Achsen-Sy- 


www.rcin.org.pl 


= vo 


steme durch Drehungen von einerlei oder zweierlei Sinn erzeugt 
sind und setzen für den ersteren Fall: 
aY—= 0X 4+ XOY, vOoX—=yNc+x0N, 
yOY = y0x 4040F; 

und wegen z0y = W' = XOF 
cos tO F = — snx0N, cos yOX = sinz=0X, cos yOF = cos «ON. 

Dagegen ist für den zweiten Fall oder 

xûy = 90", XOF = — %', 

eos tO F = sin LOX, cos yOX = sin xOY, cos y0 F = — 008 2X. 

Beim Uebergang zu einem System von gleichem Drehungs- 

sinne ist daher eine Substitution von den Coefficienten 

cos 0X, — sin 20X 

sin 2OX, cós c0X, 
beim Uebergaug zu einem System von entgegengesetztem Drehungs- 
sinne aber die Substitution von den Coefficienten 

cosx, sin ON, 

sm OX, — cos t0X 
zu machen; die Determinante jener Substitution ist + 1, die dieser 
letzteren — 1. 

Die Coordinaten-Transformationenrechtwinkliger 
Cartesischer Systeme sind also gleichbedeutend mit 
linearen Substitutionen, deren Determinante = + 1 
ist, oder für welche das Quadrat der Determinante der 
positiven Einheit gleich ist. 

348. Wir wissen, dass eine solche Substitution die Ei- 
genschaft haben muss, dass die Summe der Quadrate 
deralten Veränderlichen von der Summe der Quadrate 
der neuenVeränderlichen nicht abweicht. (Art.10, Aufg.5.) 
Man kann ebenso wohl diese Eigenschaft aus jener vorherangegebenen 
als umgekehrt jene aus dieser ableiten; man hat die durch dieselben 
ausgezeichnete Substitution als eine orthogonale bezeichnet und 
darf sie auf eine beliebige Anzahl von Veränderlichen übertragen. 

Wenn nämlich eine Funetion der Veränderlichen X, Y, Z durch 
die Substitution ¥ = mx + by + a? +.... 

Y = ar Foy +cat.. 
Z = qx + bhy taz t.... 
u. s. w. transformirt, so dass 


+ o a e E S a i bla 27... 
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so haben die Coefficienten folgende Haupteigenschaften : 
atata t. =], 
+++... = j, 
etetea t... ==; 


Er 


ab, tab, E ah +... —0 
a + ar, tat... 0 
bici H bye, E bats H- 50, 


wos Kiga pae o Ta aa 


weil 

+++. =r+ır+rZH+.. 
= (ax +hy test PF (ase + by ez +. -f 
+ (ast by +i ie 
= aF RE +y? b, 14b, aiT J+ 
+2ylab t a,b, Fabs t -H 


ist. 
Das Quadrat der Determinante einer solchen Substitution ist 
= l, weil lais Oae Osa de i Aa Pirar | 
0.04 CN, E E 
ay br Cpe | | Uss pi Yoe 


. . | . 
ist, wenn man setzt 
m= a tata t... 
a, = tb E abh + abh t.. 


tts C a e a a EE 
ĝi b,a, + bra, + bit H...’ 


B = btt btd t... , 
= bie F ue t best, 
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Pi = Ct to, + eras +..., 
Ye = Cib, + Gh t Gb +..-. 
7 = er + A a i a N 


u. Ss. W 


In Folge des Vorhergehenden reducirt sich aber die letzte 
Determinante auf ihr Anfangsglied 


e e N 
weil alle die Glieder derselben auf der einen Seite der Diagonal- 
reihe œ, &a, p3, u. s. w. verschwinden. 


Ueberdies genügen die Coelficienten jener Substitution auch 
den Identitäten 


atbh tett... = l, 
aat bita t. =], 
at t bibi E Gat o = o0, 
mas + bibs + Ge t o == 0, 


4, E beb + GG tt. = 


u. s. w., doch sind sie durch das Vorige schon genugsam cha- 
rakterisirt. 


Die z? Coefficienten einer solchen Substitution sind durch 


nin 1) 
n + —— 
2 
Bedingungsgleichungen verbunden und können daher als Functio- 
- ala t) n— n 
nen von a rl 
2 2 


unbestimmien Grössen angesehen werden. 


349. Die Anwendung, die wir zunächst beifügen, knüpft an 
die Aufgabe 6 des Artikels 233 an. 

Wenn gy, xy”, <&”y die Coordinaten dreier Punkte 
einer Ellipse sind, so kann der Inhalt des von ihnen 
gebildeten Dreiecks durch die Halbachsen der Ellipse 
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und die den Seiten des Dreiecks parallelen Halbdurch- 
messer derselben ausgedrückt werden, wie folgt: Wir 
setzen 


nt EA E „3° r O 4 7 a 

at T o Ai a A E Da er 
PR en De PR N 

+ — 1 =£, = 1p, ZT R. 
PT a’ T b* } at + bt 


Bezeichnen wir sodann den Inhalt des Dreiecks durch M, so kann 
derselbe ebensowohl durch die Determiuante 


ee 
a’ b = 
ab| x" y" 
u zu, 
+ 2 u... l ; 
E 
T Ye 1 
als durch die andere 
e y 
gr i i 
_a | E y 
— y mom == ) 
2 ab i d 
E y” 
h 
a $ 


ausgedrückt werden. (Vergl. Art. 31.) 


Wenn wir nach der allgemeinen Multiplicationsregel das Pro- 
duct dieser Determinanten bilden, so erhalten wir mit Hilfe der 
obigen Symbole 


4 B, D 

t? 

= B-C. E| = M, 
D, E, F 


und durch Entwicklung 
ab 
M= Z (4E 4 CD + FR —aRDE — ACH). 


Ist das Dreieck der Ellipse 


g y? 
zt nml 
a b 


eingeschrieben, so ist 
d=0, Co FF = 


und die Grössen B, D, Æ lassen sich wie folgt ausdrücken: Wir 
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nennen g, k, k die Seiten des Dreiecks und G, H, X die ihnen 
respective parallelen Halbdurchmesser der Ellipse; dann ist 


“ ne ~ mng z 
- x —T ) y —y g 
L p er Be p a E ” 
2 a? + IR G" 
f “ne ~ n. q 
(& — x y — t h 
— 2D = ` el, 
a® bt H' 
2? "e 2 
(t — g (4 4 k 
— 98 = — + OEE = =i 
at b° k® 
> alık 
somit M = lab. —,, 
3 GHK '. 


welcher Ausdruck, wie man leicht sieht, sofort aus den Gleichun- 
gen jener Aufgabe über den Halbmesser des umschriebenen Krei- 
ses unsres Dreiecks hervorgeht. 


350. Die folgenden Entwicklungen beziehen sich auf solche 
Kegelschnitte, welche durch zwei feste Punkte gehen 
und eine gegebene gerade Linie berühren. Wir lassen die 
Coordinaten der Punkte durch «,ß, y; «',ß',y und die laufenden 
Coordinaten durch æ, y, z bezeichnet sein und setzen 


2, y, z ay z | 2, y2 
a, By | = u; | aB ys = |€ By =m, 
d, b, c «,ß, y a,b, c 


indem wir a,b, c, s als willkürliche Coefficienten betrachten. Als- 
dann ist 
uw — Ż == 0 
die Gleichung eines Kegelschnittts, welcher durch die zwei gege- 
benen Punkte geht, weil jede der durch v, v w bezeichneten 
Determinanten durch die Voraussetzung . 
ei, Ban a 
ebensowohl, als durch 
Bo yel,s 
mit Null identisch wird. Wir bezeichnen ferner durch 
lx + my + nz = o 
die gegebene gerade Linie. 
Aus den Gesetzen der Determinanten ergiebt sich die Identität 
lx + my + nz, x,y, =z | 
la + mB + ny, a, B. 7 
læ + mB + n yı a, Py 
| la + mb + nc, abc 
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Wir denken diese Determinante nach den Gliedern der ersten 
Verticalreihe zerlegt und bringen dadurch und mit Hilfe der Sub- 
slitutionen 

WET 
aby | =D, 
a,b, c 
Id + mb + ny)s = A, 
la+ mB. 4+4 ny = — B, 
(lu + m tn) = — C. 
die vorige Identität iu die Form 
(læ + my + n:) Ds +4 du 4 Bv 4 Cw =o. 
Aus derselben schliessen wir, dass 
lx + my + nz = o0 
mit Au + By 4 Cw= o0 
identisch, ist und drücken nun die Bedingung aus, unter welcher 
die durch die letztere dargestellte gerade Linie den Kegelschnitt 
uw — = 0 
berührt. 

Die gemeimschaftlichen Punkte der beiden bezeichneten Oerter 

befriedigen die Gleichung 
Au + Cw + Bylum) = 0 


oder (du + Cm) — B'uw = o, 
und damit dieselbe gleiche Wurzeln habe, muss 
P == 440 


und in Folge dessen auch 


BR — 4A Cu w 
sein. 


Durch 
— Bo == lx + my 4+ nz) Ds 4 Au + Cw 
erhält man 
[Au + Cw + (lx 4 my + uz) Ds! = 44Cum 
und daraus 


Yiau) + yU] + Ue + my + nz) Ds = o, 


oder 


F (Au) + View) + py (lz 4my -+ nz) -y (Ds). yv—-ı == 0. 
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Wenn wir hierin die Werthe von 4, C, D, u, w einsetzen und 
den gemeinschaftlichen Factor Vs unterdrücken, so wird die Glei- 
chung des Kegelschnitts 


T Ye 2 


aP y|) 


a,b, è 


y (le + mp + ny) yí 


| E, Ya Z 
&', p’. 7 
a, b, c 
u, ĝi y 
č, f; 7 


a,b, c 


+ iyYla +mß + ny)y\ 


+iyie + my + nz y 


In dieser Form ist die Gleichung völlig symmetrisch zu den 


Identitäten 
læ + my + nz = o. 


u y:| EE AE 
w, By | = o, € By | = o 
a, b, € a b,j 


welche drei gerade Linien repräsentiren. 


351. Wenn man verlangt, dass der gesuchte Kegelschnitt die 


zwei Punkte @,ß8,y; a, 8, y enthalten und die drei geraden Linien 
Læ -t my + nz= o, be -+ my + nzo, ke + my Rz o 


berühren soll, so müssen die drei Gleichungen 


ylw + mp ny) y (l w 


Hiyla + mh +ny) y ile, By) 


tiyile t my + na) y (€p) = o0. 


y —— 
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y,z 
Vile + mE + nyy | «,ß.y 


la b,c 


) 


+i} ‘(lh + mÊ + ny) yí e, p. y ) 


| Z, Y, Z 
abe 


aß. 
+ i y ihe + my + nz) y ( | @, t r! } = 0, USW., 


a,b, € 


r 


welche man erhält, indem man l, m,i, ni; l, Ma, na; h. Ma, Ny 
nach einander an die Stelle von ?, m,n treten lässt, mit einander 
identisch sein, weil sie alle den gesuchten Kegelschnitt repräsen- 
tiren sollen. Die Bedingung dieser Identität wird durch Elimina- 
tion von a,b,c aus denselben erhalten und ist 


yila -+ mB + my), y (la -+ m, + nay) Vihe + mp nay) 
yie tmp +Hny). yu, + mb +n) y (e + mf +n,y) =0, 
ylle + my + nz) ylle + m,y +n), Viha + my + nsz) 


d. i. die Gleichung des verlangten Kegelschnitts. 


Wenn man dagegen die Bedingung verlangt, unter wel- 
cher derselbe Kegelschnitt durch die zwei Punkte 
(a, b, y) (@,ß,y) geht und die vier geraden Linien 

hæ + my + nz = o, he + my + m: = ð, 

he + my + nz =o, læ 4+ my + nz = o 
berührt, so kann man auf eine Gleichungsform zurückgehen, 
welche noch die unbestimmte Constante s enthält, um dann vier 
Bedingungsgleichungen zur Elimination der vier Constanten a, b, 
c, s aufstellen zu können. Wir erhalten eine solche aus 


B! — 440 
durch Wurzelausziehung in der Form 
B = aylac 
oder — B+2YA9 = o, 


und durch Einsetzen der Werthe von 4, B,C 


la + mb 4 ne 4 lisy (la + mB + ny) (l€ + mB + ny) = o0, 


Salmon, Anal. Geom, der Kegelschnitte, 26 
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Indem wir in dieser Gleichung !, m, n nach einander in 7}, 
Mis N; le, Ma, Na; lg, Mg, Na; ly, my, Ng überführen und aus den so 
erhaltenen vier Bedingungsgleichungen die Grössen a, b, c, s eli- 
miniren, finden wir 
P n E- TELL SP TE r n te ed, 
ls mp, np Vihe + mP + ny) (he + mp +y) 
lam, ny Vila +m p + ny) (et mp ny) 
l» my ny, Vihe + mB + ny) (bed + mB + ny) 
fi x F s F 
lo my ny Vlie +m + ng) ha + mp + ny) | 
als die verlangte Bedingung. 


— 0 


352. Offenbar sind die vorhergehenden Entwicklungen direct 
auf Kreise anwendbar, als auf Kegelschnitte, welche durch die- 
selben zwei imaginären Punkte im Unendlichen gehen. In Erin- 
nerung an die Bestimmungsweise dieser letzleren erhält man sofort 
alsdieGleichung des Kreises, der die drei geraden Linien 

dx t By +C =o, 
Ax -+ By -+ O= o, 


Aw + Buy + (, o 
berührt: 
yet By +t), Vtt Byt O) VAF By +0) 
yla + Bi, Y 4 + Bil), V, + B,N = 0; 
va B], VU, — Bi. VA; — Bi) 


und als die Bedingung, unter welcher das von den vier 
geraden Linjen 


Axt By +C =0, 
Ax + By +t 0 =o, 
dx + By +t G= o0, 


Ax + Biy + C = 0 
gebildete Viereck einem Kreise umschrieben ist: 
A, B, C, VE F E) 
Ay Bu Co VIARF BA 

BC, Viat + Br) 
Ay By C, VF BA 


== 0. 


353. Dass ein Kegelschnitt durch zwei feste Punkte gehe, ist 
ein specieller Fall von der doppelten Berührung desselben mil 
einem gegebenen Kegelschnilt. 
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Man kann demnach einem Kegelschnitt die Bedingung auferlegen, 
dass er durch vier feste Punkte gehe und einen gege- 
benen Kegelschnitt berühre. Die festen Punkte mögen als 
Durebschnitte zweier gegebenen Kegelschnitte angesehen werden, 
deren Gleichungen 

S o 0 
sind. Jeder Kegelschnitt, welcher durch ihre Durchschnittspunkte 
geht, ist unter der Form 

S+ kS =o 
dargestellt und der Coefficient % durch die Bediugung zu bestim- 
men, dass der gesuchte Kegelschnitt den durch die Gleichung 

S = 

repräsentirten berühre. 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Berührungspunktes durch 
E, n, é, indess die laufenden Coordinaten x, y, z sein mögen, so 
ist die Tangente des Kegelschnitts 


Ba = E 
in diesem Punkte zugleich auch die Tangente des Kegelschnitts 
S+kS=o0 


in demselben Punkte, d. h. sie ist in Bezug auf beide Kegel- 
schnitte die Polare jenes Punktes, Da wir wissen, dass die Po- 
laren eines Punktes in Bezug auf alle diejenigen Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Punkte gehen (Artikel 330, Aufg. 1), 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, so geht jene 
Tangente durch den Punkt, in welchem die Polaren ihres Berüh- 
rungspunktes in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 
S = o, S= 0 
sich schneiden. Der fragliche Berührungspunkt ist dem- 
nach einer von den Punkten, für welche die Polaren 
in Bezug auf die drei Kegelschnitte 
Deo, Ken 
sich in einem Punkte durchschneiden, und wenn wir den 
Ort solcher Punkte suchen, so bestimmt derselbe in den drei Kegel 
schnitten zugleich diejenigen Punkte, in welchen jeder derselben 
von denjenigen Kegelschnitten berührt wird, die zugleich mit den 
beiden andern durch dieselben vier Punkte gehen. Die Polaren ei- 
nes Punktes £, n, & in Bezug auf die drei Kegelschnitte 
Bu, Se Si 
sind aber nach Artikel 331 durch die Gleichungen 
26 * 
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JS 15 18 
TETE = =o, 
dz dy dz 
„ds ds, dS 
Frhr n 2 = Frim 
„ds, dS, „ds 
11 ee 


dargestellt. Damit dieselben durch den nämlichen Punkt gehen, 

muss die Bedingung 
d5 dS ds 
dæ’ dy' dz 
dS, dS; ds, 
da’ dy ” dz 
dS, dS dS, 
dz dg” de 


erfüllt sein, und diese oder 
ds (> dS, dS, dS, 
dx 


’ dS /dS, dS, dS, ds, 
) dy FF "da de = 

dS fdS, dS, dS, dS,\ __ 

dz Fr = dx En) ie 
ist daher die Gleichung des fraglichen Ortes. Die Symmetrie der- 
selben zeigt, dass sie «die allgemeine Auflösung des Problems ent- 
hält: Man soll zu drei gegebenen Kegelschuitten die- 
jenigen andern Kegelschnitte bestimmen, welche mit 
zweien der erstern dieselben Durchschnittspunkte 
haben und den jedesmaligen dritten berühren. Sie ist 
vom dritten Grade und man erkennt daraus, dass es für jede 
Gruppe von,vier festen Punkten sechs Kegelschnitte 
giebt, welche sie enthalten und zugleich einen ge- 
gebenen Kegelschnitt berühren; jeder der sechs Punkte, 
welche dieser dritte Kegelschnitt mit der durch uusre Gleichung 
dargestellten Curve dritten Grades gemein hat, bestimmt einen der 
Kegelschnitte, welche der Aufgabe entsprechen. 

354. Diese Curve des dritten Grades geht auch 
dureh die Durchschnittspunkte der Gegenseiten und 
der Diagonalen der Vierecke, welche je zweien der ge- 
gebenen Kegelschnitte zugleich eingeschrieben sind. 

Denn diese Punkte sind durch die gleichzeitige Existenz der 
Gleichungen 
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AS dS, 
— — = 0, 
dx dx 
ds ds, 
-— k — = t 
dy + dy j 
IS 1S 
yi + k os = 6 
dz dz 


bestimmt. Unter dieser Voraussetzung ist aber die allgemeine Glei- 
chung bewährt, wie wir aus ihrer Darstellung in Form einer De- 
terminante durch die Bemerkung erkennen, dass in jeder Deter- 
minante die mit irgend einer Constanten multiplieirten Elemente 
der zweiten Reihe den correspondirenden der ersten hinzugefügt 
werden können, ohne ihren Werth zu ändern. 


Wenn unter den vier Punkten, welche die drei Ke- 

gelschnitte 

S= o, S= 0, S= 0 
paarweise gemeinschaftlich haben, zwei sind, welche 
allen dreien zugleich angehören, so muss die gerade 
Verbindungslinie derselben dem von uns untersuch- 
ten Orte angehören, sodass derselbe in eine gerade 
Linie und einen Kegelschnitt zerfällt. Denn für jeden 
Punkt dieser geraden Linie ist der ihm conjugirte vierte harmo- 
nische Punkt in Bezug auf die Strecke zwischen jenen beiden 
Punkten der Convergenzpunkt der ihm entsprechenden Polaren in 
Bezug auf die bezeichneten Kegelschnitte. Es kann endlich 
auch geschehen, dass der untersuchte Ort in drei ge- 
rade Linien übergeht. In welcher Beziehung alsdann die drei 
Kegelschnitte 

S = o, Sao, S= 0 
zu einander stehen müssen, werden wir weiter unten erkennen. 
Nach dem Vorigen müssen wir schon hier schliessen, dass die 
drei geraden Linien die Seiten des Dreiecks sein wer- 
den, welchesdieDurchschnittspunkte der Gegenseiten 
und der Diagonalen des Vierecks der gemeinschaftli- 
chen Punkte zu Ecken hat. 

Das erstere ist der Fall, wenn die drei Kegelschnitte Kreise 
sind, denn solche haben die mehr erwähnten zwei imaginären 
Punkte im Unendlichen gemein. Wir wollen diese Bemerkung als- 
bald weiter verfolgen und zuvor nur noch anführen, wie auch 
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durch die Voraussetzung der untersuchte Ort in eine gerade Linie 
und einen Kegelschnitt zerfällt, dass einer der gegebenen Kegel- 
schnitte sich in eine gerade Linie Z == o deformire oder dass z. B. 
San 26 
übergehe. Denn alsdann ist Z= o ein Factor in der oben ent- 
wickelten Gleichung vom dritten Grade. Diese Voraussetzung ent- 
spricht dem Falle, dass zwei der gegebenen Kegelschnitte unter 
sich und mit dem gesuchten eine doppelte Berührung haben, in- 
dess dieser letztere zugleich einen gegebenen dritten Kegelschnitt 
berührt. 


355. Wenn drei Kreise gegeben sind und man ver- 
langt den Ort desjenigen Punktes zu bestimmen, des- 
sen Polaren in’Bezug auf dieselben in einem Punkte 
convergiren, oder, was nach dem Vorigen dasselbe 
sagt, den Ort der Punkte zu finden, in denen jeder 
dieser Kreise von denjenigen Kreisen berührt wird, 
welche mit den beidenandern die nämliche Chordale 
haben, so muss dieselbe allgemeine Gleichung, welche 
wir im vorigen Artikel entwickelten, die Antwort 
enthalten. Wir haben bereits bemerkt, dass die gerade Ver- 
bindungslinie des allen drei Kegelschnitten gemeinsamen Punkt- 
paares, d. h. im jetzigen Falle die unendlich entfernte gerade 
Linie, dem fraglichen Orte angehört und schen leicht, wie je- 
der ihrer Punkte wirklich die Eigenschaft besitzt, dass seine 
Polaren in Bezug auf die gegebenen Kegelschnitte in demjeni- 
gen andern Punkte in ihr convergiven, welcher dem ersten in 
Bezug auf jene beiden festen Punkte harmonisch conjugirt ist. 
Dass die gefundenen Kegelschnitte in dem jetzt betrachteten 
Falle Kreise sein müssen, liegt darin begründet, dass sie durch 
die nänlichen zwei unendlich entfernten imaginären Punkte 
gehen müssen, welche den gegebenen Kreisen gemeinschaftlich 
sind. Wir fügen aber hinzu, dass auch die Curve zweiten Gra- 
des, welche mit der gemeinschaftlichen Sehne der gegehenen Ke- 
gelschnitte zusammen den Ort ausmacht, welchen die allgemeine 
Gleichung des dritten Grades im vorigen Artikel repräsentirt, ein 
Kreis sein muss, weil auch sie durch die den gegebenen Kegel- 
schnitten gemeinsamen Punkte hindurchgeht. 


> MO = 


356. Und indem wir ferner bemerken, dass dieser Kreis der- 
jenige ist, welchen man*) in Bezug auf die drei gegebenen Kreise 
den Orthogenal-Kreis genannt hat, gewinnen wir ein neues 
gewissermassen mehr elementares Feld für unsre Betrachtungen. 
Bekanntlich ist der Mittelpunkt des Orthogonal-Kreises das Radical- 
Centrum oder der Chorda!-Punkt der drei Kreise und sein Halb- 
messer die Länge der von da aus an dieselben zu ziehenden Tan- 
genten. Wir beweisen zur Ergänzung des Vorhergehenden von 
ihm den Satz: Wenn 

Um — 0m), — 0m Uno 
die homogenen Gleichungen von drei gegebenen Krei- 
sen siud, so ist die Gleichung ihres Orthogonal-Krei- 
ses durch die Determinante 

| dU, dU, dU, 


dæ’ dy' dz 


dU, dU dU; | = o 
dx’ dy’ dz 

dU, dU, dU, 

de’ d; y! dz 


repräsentirt, 

Wenn zwei Kreise sich rechtwinklig durchschneiden, so ist 
ihre gemeinschaftliche Sehne in Bezug auf jeden von ihnen die 
Polare vom Mittelpunkte des andern. Um diese Eigenschaft ana- 
Iytisch auszudrücken, setzen wir voraus, dass die Gleichungen der 
drei Kreise Un 0, VA ES 


: e T i a 
durch die Substitutionen — und = für æ und y homogen gemacht 
z z 


worden seien, und dass die Coordinaten ihrer Mittelpunkte re- 
DE DE DE 
A A, . A Ar Ay 4 
die Coordinaten des Mittelpunkts des Orthogonalkreises aber durch 
D E 
4 dA 
repräsenlirt werden, indess die Gleichung desselben durch 


spective durch 


p= g 


dargestellt sei. 


*) Vergl, Plücker's Anal. geom. Entwickelungen. Bå. 1. p.56, 
107 u. f. 
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DE 
Alsdann ist die Gleichung der Polare des Punktes A in 
Bezug auf den Kreis U, = o 


7, 
DE +ET +: m z 


: : (2 EN. 
und die Gleichung der Polare des Punktes | —, =) in Bezug auf 
A 


den Kreis U=o 


dU dU EB — 


f 
D: Ta tay + ET: 


Wir haben die Bedingung auszudrücken, unter welcher diese 
beiden Gleichungen dieselbe gerade Linie repräsentiren; dazu 
deuken wir uns die Gleichungen der beideg Kreise U = 0, U, =0 
in der Form 

A + y)—2Daz mE yz + F? So, 
ALR t y’) — 2 Dez — 2E yz + Fi = o 
gegeben, und in analoger Weise die der beiden andern Kreise 
U, = 0, U,=r, 
welche zunāchst nicht in Betracht kommen. 

Die damit vorgenommene Entwicklung liefert die Bedingungs- 

gleichung in der Form 

AF, — 2 DD, — 2ER 4 AF = o. 
Ebenso erhält man aus den Gleichungen der beiden andern Kreise 
U, = 0, U, = o durch Aufstellung derselben Beziehung zum Or- 
thogonal-Kreis U = o die Gleichungen 

AF, — 2 DD, — 2 EE, + AF = 0; 

AF, — 2 DD, — 2 EF, + A, F = 0- 


357. Zwischen diesen drei Gleichungen und der Gleichung 

des Orthogonal-Kreises selbst 
A (£+ 4’) — 2Daz — 2Eyz + F? = o 

kaun man die Constanten 4, D, E, F in seiner Gleichung elimi- 
niren und erhält dadurch dieselbe in der Form 
F ih 
Fa » Du Zu 4 
| re 
-ty gz, yz, z | 
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Diese Determinante ist aber mit der folgenden identisch 
Fi: Dz— Ey, Dz— Az, Ez — Ay. A 
Faz — De — Ey, Da — Ar, E — Ay, A 
Fyz — Die — Ey, Dyz — Ax, Ess — Ay, A; 


[Z] 


| o 0 0 


denn man kann sie aus ihr herleiten, indem man die Elemente 
der verschiedenen Reihen mit x, y oder z multiplieirt und "mit 
den Elementen der einen Reihe die von einer oder zwei andern 
Reihen verbindet. *) 

Man muss jedoch bemerken, dass man bei dieser 'Transfor- 
mation den Factor 2° in alle Glieder der Gleichung eingeführt 
hat; wir kommen nachher darauf zurück. 

Zunächst kann die vorige Determinante in der Form geschrie- 
beu werden dU, dU, dU, 

je u 
av, dU, dt, 
dz' dx’ dy' 
dU, dU, dU, 

SCHE la À 


A, 
di 


o [77 o z? 


und diese ist mit 

dU aü, AD, | 
dy’ dz 
dat, 
j dæ’ dy ' dz 
dU, dU, dU, 
| dæ’ dy’ dz 


identisch, so dass wir mit Unterdrückung des Factors z° die Glei- 


chung dU, dU, dl, | 
| dæ' dy' dz | 


dU, dU, dU, 
da dy ' dz 
dU, dU, dU, 
De ae 


*) Man schreibe in der untern Horizontalreihe an Stelle der Elenıente 
Ə 9 s 
afz + yts — at: — yts, as — atz, yès yt, 28 
und zerlege die dann erscheinende Determinante in ihre einzelnen Partial- 
Determinanten; man findet, däss sie àlle bis Auf die Vorige verschwinden. 
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erhalten, welche der Satz aulstellte. Sie ist die Gleichung des 
Orthogonal-Kreises. Der noch in ihr enthaltene Factor z= o be- 
deutet nach den Voraussetzungen, die wir bei der Entwicklung 
gemacht haben, die unendlich entfernte gerade Linie, und wir wis- 
sen aus den vorherigen Entwicklungen, in welcher Weise und 
unter welchem Gesichtspunkte sie mit dem Orthogonal-Kreis zu 
ein@n geometrischen Orte zusammengehört. 


358. Wir knüpfen daran noch die kurze Erörterung ei- 
ner doppelten Interpretation, deren die Gleichung 
des Orthogonal-Kreises nach dem Vorigen fähig ist. 

Durch die Entwicklung der partiellen Differentiale erhält sie 
die Form 

Ax — Dz, Ay— Ez. —Dx — Ey + Fe 
Aw — Die. Ay— Ez, — Dix — Ry + Fa | = o, 
dx — Die, dy = Ez, — De — Ey + Fy 
die wir schon im vorigen Artikel gefunden haben; durch Auflö- 
sung derselben ergiebt sich das Aggregat 
(Fz—D, c— Ey) (Ay— ki) Awm) ly — E) Amam) + 
(Fz—D,0— Eu) Ay—Ez)Aa—D,)—(Ay— El Aa—Dz2)] + 
(Fz— D,c— Ey) (Ay—kelAc—De)—Ay— Erz) A,c—D;2)|=e. 

In demselben besteht jedes Glied aus zwei Factoren, deren 
einer die Polare des Ursprungs der Coordinaten in Bezug auf den 
einen Kreis, deren andrer die Central-Linie der beiden andern 
Kreise darstellt. 

Wenn daher die Symbole 


I=0,m—=0,1=0 
die Gleichungen dieser Central-Linie und die anderu 
ker. Fo 


die Gleichungen jener correspondirenden Polaren repräsentiren, 
so kann die Gleichung des Orthogona-Kreises in der Form 

I + ma + nr = o 
geschrieben werden. 

Wenn man endlich in der eben betrachteten Determinante 
den mit z multiplicirten Elementen der dritten Verlicalreihe die 
mit æ und y respective multiplieirten der ersten und zweiten hin- 
zufügt, welches ohne Veränderung ihres Werthes geschehen kann, 
so erhält man in der dritten Verticalreihe die linken Seiten der 
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Gleichungen der Kreise selbst; bedenkt man nun, dass die De- 


terminante 
Ax — Diz, Ay— Ez 


Ax — Dz, Ay — Ez 


den doppelten Inhalt des Dreiecks repräsentirt, welches von den 
Mittelpunkten des ersten und zweiten Kreises mit dem Punkte 
(£, y, z) gebildet wird, und dass das Substitutions - Resultat der 
Coordinaten eines Punktes in die Gleichung eines Kreises das Qua- 
drat der Tangente ausdrückt, die man von demselben an den 
Kreis ziehen kann, so ergiebt sich eine neue Form und Interpre- 
tation der Gleichung des Orthogonal-Kreises. Bezeichnen wir näm- 
lich die Längen der 'Tangenten, die man von einem Punkte des 
Orthogonal-Kreises an die gegebenen Kreise 
U= ó, UV, =0, u, =od 

ziehen kann, durch «a, b, c und die Inhalte der Dreiecke, welche 
diesen Punkt zur Spitze und die Gentral-Linien der Kreise 

U, = ô; U= 0i U= 0, U= 0; UV, =0,; Uco 
respective zur Basis haben, durch «,d, c, so gilt für jeden Punkt 
des Orthogomal-Kreises die geometrische Relation 


a a 4 bV Hd —o. 


359. Wir beschliessen diese Untersuchung mit einer allge- 
meinen Bemerkung. Die Function 
ds ds ds 
dæ’ dy F 
dS, dS, d5, 
dz’ d y’ dz 
dS, dS, 
dy’ dz 
welche mit Null verglichen den untersuchten Ort re- 
präsentirt, würde durch eine beliebige lineare Trans- 
formation nicht geändert werden; denn es träte zu ihr 
nur die Determinante der Substitulion als ein Factor hinzu, wel- 
ches die Identität mit Null nicht aufheben kann. Wir beweisen 
dies kurz wie folgt: Wenn in den Gleichungen S=o, S,=o, 
Se = 0 die Veränderlichen v, y, z durch die Werthe 


wa + by + cg, y= g bn + ck, =a i thb nytei E 
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# . . a - - 
ersetzt werden, so gehen die Differentiale, welche die Determi- 
nante bilden, in folgende über 


ds d S ‚ds „aS ds ds „aS „ds 
- = 4 a a —, =~ =b — b — +b —, 
ds dx dy ds dn dx dy dz 
ads ds ‚daS „as 


er A r 
mit entsprechenden Werthen für die von S,, S, In Folge dessen 
ist nacn dem Multiplications - Theorem der Determinanten 


dS dS dS ad S dS das 

dE dny” af I dæ" dy ` dz 

dS, dS, dS, AH „. 5: das, as, 

Be ar dz” dy?” dz 
TEE 


ds, dS, dS 
dg ’ an ' ag 

Wir haben also in dieser Gleichung eine solche Function der 
Coeflicienten und der Veränderlichen der gegebenen Functionen, 
welche dureh eine lineare Substitution nicht anders als durch Hin- 
zutreten der Determinante dieser letzteren als Factor verändert 
wird und erkennen darin die geometrische, von der Lage des 
Coordinatensystems vollkommen unabhängige Zusammengehörigkeit 
der gegebenen Curven mit der durch unsre Function dargestellten 
Curve ausgedrückt. 

Die Functionen solcher Natur hat man nach lacobi als Functio- 
nal-Determinanten bezeichnet; Mr. Sylvester hat ihnen neuer- 
dings den Namen Covarianten beigelegt, welcher augenschein- 
lich ihre wesentliche Eigenthümlichkeit sehr wohl bezeichnet. Mau 
kann darnach sagen, dass die Gleichung des Orthogonal- 
Kreises eine Covariante von den Gleichungen der 
drei gegebenen Kreise ist. Govarianten repräsenti- 
ren überhaupt andre Curven, welche mit den gegebe- 
nen eine von der Wahl der Coordinaten-Achsen unab- 
hängige Relation haben. Wir werden deshalb in weiteren 
allgemeinen Untersuchungen denselben oft begegnen. 

360. Die Bedingung, welche erfüllt sein muss, da- 
mit eine Gleichung des zweiten Grades zwei gerade 
Linien darstellt, wird als die Diseriminante dieser 
Gleichung bezeichnet. : . a 

Wir finden jene Bedingung durch folgende Betrachtungen. Wenn 
ein Kegelschnitt in zwei gerade Linien zerfällt, so geht die in Be- 


ds, dS ds 
de’ dy’ dz 
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zug auf ihn genommene Polare jedes Punktes durch den Durebschnitts- 
punkt der beiden Geraden, sie ist die vierte Harınonikale zu ihnen 
und der geraden Linie, welche ihren Durchschnuitispunkt und den 
gegebenen Punkt verbindet. Die durch 
‚as ‚ds ‚ds 
rt 
dargestellte gerade Linie geht aber nur dann stets durch einen 
festen Punkt, wenn die Gleichungen. 
as dS__dS 
da "aĝ d 
gerade Linien repräsentiren, die sich in cinem Punkte schneiden; 
wir bemerken, dass es die Polaren von den Eckpunkten des Fun- 
damental- Dreiecks sind, welche durch diese Gleichungen darge- 
stellt werden. Wenn wir daher die Bedingung bilden, unter welcher 
die Gleichungen 
aa+b"B + by = o, aß+tbytba—o, a'y tba + bh =o 
gerade Linien darstellen, die durch einen und denselben Punkt 
gehen, indem wir die Grössen «, ß, y zwischen diesen Gleichun- 
gen eliminiren, so erhalten wir die Discriminaute der gegebenen 
Gleichung in der Form 
a, bV | 


bd, b | =0, 
bb a” | 
oder abp ab? + adh? — aaa’ — 2bb b" = 0, 


wenn wir die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts in der Form 
des Artikel 328 voraussetzen. Für die sonst gebrauchte allgemeine 
Gleichung 
da +2Bay+Cy?+2Der+2Eyz + Fr=o 

ergiebt sich die Discriminante als- das Resultat der Elimination 
zwischen den Gleichungen 

dcey By -+Dz = o0, 

Bz+Cy +&kz=o, 


Dx+tEy +Fz = 0 
in der Form 
| d, B,D 
B, C, E |= o0 
| D, E, F 
oder AECID 4FB' — 2B DE — ACF = o. 


(Vergleiche Art. 78, 79, 156.) 
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361. Rein algebraisch definirt man die Discrımi- 
nanteals dieBedingung,unter welcher eineGleichung 
gleiche Wurzeln besitzt. Wenn man die Gleichung durch 
&inführung einer neuen Veränderlichen homogen macht, so wird 
diese Bedingung für die Existenz gleicher Wurzeln durch Elimi- 
nation von æ und y zwischen den derivirten Gleichungen 

ds ds 
dx = 0, dy 2z 
gefunden. 

Die Discriminante einer gegebenen homogenen 
Function einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen 
wird erhalten, indem man dieselbe nach einander in 
Bezug auf alle diese Veränderlichen differentiirt und 
zwischen den resultirenden Gleichungen die Verän- 
derlichen eliminirt. Die geometrische Bedeutung verbleibt dem 
allgemeinen Falle hei drei und vier Veränderlichen; die Identität 
der Diseriminante mit Null zeigt das Vorhandensein eines Doppel- 
punktes an. 


In Folge ihrer Bildung ebensowohl als in Folge 
dieser ihrer geometrischen Bedeutung besitzt die 
Discriminante den Charakter der Unveränderlichkeit 
allen linearen Transformationen gegenüber. Wenn die 
zu vollziehende lineare Substitution ist 
=a X+b, te, y=4,X+b,/+44,2=0,X+b,F7+c4Z, 
so ist die Bedingung, unter welcher die transformirte Gleichung 
zwei gerade Linien darstellt durch die entsprechend gebildete De- 
terminante 
Aa, + Ba, + Da, Abi + Bb + Dbhpyde + Bat Do 

Ba, + Ca + Ea, Bbh, + Ch + Eb, Ba + Ca + Eco 
Da, + Ea, + Far Dbh 4 Eby + Fby De, + Ecs + Fe 


ausgedrückt, und das Multiplications-Theorem der Determinanten 
zeigt sogleich, dass dieselbe mit dem Producte 


A Gp bu €, 
B, C, E| Xay, bu C 
D, EF üp Ùp ĉ; 


identisch und also gleich Null ist, wenn der erste Factor dessel- 
“ben Null ist. 
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362. Aus den Gleichungen zweier Kegelschnitte 

ad + ap + ap + bby + 20ya + 2b aß = o0, 

A + AP+ Ay + 2Bßy+ 2Bya+2B’aß—= o, 
welche wir in gewohnter Weise durch die Symbole 

Se zone) 
vertreten wollen, können wir die Gleichungen» ihrer 
Durehschnittssehnen bilden, indem wir die Discrimi- 
nante von kS +S =o 
aufsuchen; dieselbe wird augenscheinlich gefunden, indem wir 
in die Discriminante von S = o für a, b, a' u. s. w. die Werthe 
ka+ 4, kb+ B, ka + £, u. s. w. substitwren. Die Verglei- 
chung des so erhaltenen Ausdrucks mit Null liefert für die Be- 
stimmung von k eine cubische Gleichung, wie es aus geometri- 
schen Gründen der Fall sein muss; denn es können durch die 
vier Durchschnittspunkte A, B, C, D beider Curven drei Paare 
von geraden Linien AB, CD; AC, BD; AD, BC gezogen werden, 
deren jedes einen der Kegelschnitte kS + S, =o repräsenlirt. 
Wenn wir die Wurzeln jener cubischen Gleichung durch X, k”, 
k” ausdrücken, so sind die Gleichungen dieser drei Paare von 
geraden Limien 
S+KS=o S+KS=o, Stk” S= o. 

Die besprochene cubische Gleichung ist aber 
k?’ en + ab? + h’ aaa” — 2b0b) + k [4° — aa‘) 
+40" — aa) we A (0? —aa)) + 28 (ab — b b") HR lb — bb) 
+24 PR b" — bw) Klal Bt — A L yH a BE" — AA) + a (B — AA) 
+2 (AB—B B") +20 (4 B' — B” B) + 2b" (A B"—B B')) + (AB? 
+ AB? + AB" — AK RBE B co. 
Die Coelficienten derselben sind von einer charakteristischen Sym- 
metrie der Form; wenn wir die Discriminante von S == o durch 
4 und die von S,=o durch 4, bezeichnen, so ist offenbar das 
absolute Glied unserer Gleichung mit 4, und der Coefficient von 
k, mit 4 identisch; a Jys der rer von JE 


dd ‚dd n = A „dd 
P i= EE T. io 3" —n , 
da + Zar! TF + +4 dù 
und der von k | 
dd dd „dd dd ‚dd „dd 
—— ; I >> 
rat Dr arzt 


wie es auch aus der Entstehung der Gleichung mit Hilfe des 
Taylor'schen Satzes abgeleitet werden kann. Wir wollen diese 
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beiden Functionen durch die Symbole © und ©, abkürzend be- 

zeichnen, so dass die obige cubische Gleichung in der Form 
k*.dA +k’. O +4k. 0, +4 4 =0 

zu schreiben ist, 


363. Aus der Natur der Bedeutung, welche diese 
Gleichung besitzt, folgt, dass die Coefficienten 4, @, 
9, 4, in derselben ihr gegenseitiges Verhältniss durch 
keineTransformation der Coordinaten verändern kön- 
nen; denn die Werthe von k, für welche kS + S,= 0 ein Paar’ 
gerade Linien darstellt, können nicht von der Lage der Coordi- 
naten -Achsen abhängig sein. Man bezeichnet jene Coefficienten 
deshalb als Invarianten, indem manals eine Invariante 
jede Verbindung aus den Coefficienten einer gegebe- 
nen Function benennt, welche der entsprechenden 
Verbindung ausden Coefficienten der durch eine be- 

"liebige lineare Substitution transformirten Function 

entweder gleich istoder welche von dieser nur durch 
den als Factor hinzutretenden Modulus der Trans- 
formation abweicht.*) 
5 Wir wenden diese Betrachtung auf die Frage nach 
dem Dreieck an, welches gleichzeitig dem Kegelschnitt 
S — o eingeschrieben und dem Kegelschnitt S =o um- 
geschrieben ist. Wenn es ein solches Dreieck giebt, und 


x = o0, yY = 0, T= 0 
die Gleichungen seiner Seiten repräsentiren, so muss man die Glei- 
chungen S = Ò, S; = 0 


in die Formen 
2lzy+ryz: + zt) =, 
(Artikel 332) und 


Pa? + m’y? + n’? — 2lmacy — Imnyz — In lz = ò 
(Art. 333) bringen können. In diesem Falle ist 
d= ?, 
= l+ m+n)’, 
O, = 4lmn (l4 m +n), 
A = — i m n., 
Es besteht somit die Relation 
0° = 40 4. 


+*+) Sie hat sonst den Namen Formen-Determinante erhalten, 


N\WW\W.rFCIN.O 


— 47 — 


Dieselbe muss, der vorhin erwähnten Natur der darin auftre- 
tenden Factoren nach, von den gewählten Fundamental-Linien un- 
abhängig sein und drückt daher ganz allgemein die Bedingung 
aus, welche für das gleichzeitig ein- und umgeschrie- 
bene Dreieck erfüllt sein muss. In entwickelter Form und 
für die allgemeinen Gleichungen lautet sie wie folgt: 

[a (B? — Ad A") Ha (BR? — A A) pa (BT AAA bA BE B") 
+W (dB — BB + 26" (AB — BR! =4 (4B? + A'B? 
+ L B? — Ad A — 2B E B") [A (b —a a") + A (b? — a" a) 
+A (Vaad) +2 Blab—bb) +2 2 (a b —b" b) + 28" (ab —bt'y). 


364. Die Bedingung zu finden, unter welcher zwei 
Kegelschnitte S = 0, S = o einander berühren. 


Wenn von den vier Durchschnittspunkten zweier Kegelschnitte 
zwei, A, B, zusammenfallen, so ist das Paar gerader Linien 4C, BD 
mit dem andern Paar BC, 4D identisch und in diesem Falle muss 
daher die im vorigen Artikel betrachtete cubische Gleichung in k 
ein Paar gleiche Wurzeln haben. Die Bedingung dafür ist das 
Verschwinden ihrer Diseriminante. Um dieselbe zu bilden, machen 


wir die Gleichung durch die Substitution Æ — ~= homogen und eli- 


miniren die Veränderlichen zwischen den beiden partiellen Diffe- 
rentialen derselben, nämlich 
34,0” + 20xy + 0y’ = 0, 
Ox’ +209,2y+ 34y?’ = 0. 
Dazu multipliciren wir jede dieser Gleichungen mit æ und y 
und erhalten 


342’ + 20x’y + Oxy’ == 0, 
asx’ y + 202 + 0y’ = 0, 
Ow? +20 y + 3A ay? = 0; 


Or’ y +20, xy’ +3 4, y? = 0; 
daraus aber durch Elimination die Deteriminante 


3d, 20, 0. 0 
v, 34, 20, 8, 
8, 29. 34. 0 
0, ©, 20, 34, 


Salmon, Anal, Geom. der Kegelschnitte, i 27 


www.rcin.org.pl 


— 418 — 


Indeın man sie entwickelt, erhält man 

0:0? + 1844, 00, 440°’ +74’ + 14,9. 

Wenn in diesem Ausdruck an Stelle der Grössen 4, 4,, ©, ©, 
ihre Werthe aus den Coefficienten der Gleichungen beider Kegel- 
schnitte eingesetzt werden, so ist die entstehende Bedingungsglei- 
chung in diesen Coefficienlen vom sechsten Grade, und wir schlies- 
sen daraus, dass die Aufgabe „durch vier Punkte einen Ke- 
gelschnitt zu beschreiben, der einen gegebenen Ke- 
gelschnitt berührt“, im Allgemeinen sechs Auflösungen an- 
nimmt. (Vgl. Art. 353 E.) 

Wenn einer der beiden Kegelschnitte S = o, S, = 0, in zwei 
gerade Linien zerfällt, so ist nothwendig eine der Wurzeln der 


Gleichung 
Je + OK + 0k44 di =o 


mit Null identisch und daher 


dym o 
Die vorher erhaltene allgemeine Bedingung geht daher in 
e = 440, 


über. Diese Gleichung, welche auch die Bedingung ist, unter 
welcher die Gleichung 
) À Ak ee = o, j , 

gleiche Wurzeln hat, zeigt also an, dass eine jener beiden gera- 
den Linien, welche die Gleichung S, = o nach der Voraussetzung 
repräsentirt, den Kegelschnitt S = o berühre. 

Aufg. 1. Welches ist die Bedingung, die erfüllt sein 
muss, damit zwei Kreise sich berühren? 


Aufg. 2. Beweise, dass der Kreis, welcher durch die 
Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks geht, jeden der 
vier Kreise berührt, welche demselben Dreieck inner- 
lich und äusserlich eingeschriehen werden können. 


365. Unter welcher Bedingung berührt die gerade 
Linie la + mp + ny = o 
den Kegelschnitt S= o0? 
Zur Beantwortung der Frage bilden wir von der Gleichung 
KS + (la 4 m + ny? =o, 
d. h. von der Gleichung des Kegelschnittes, welcher mit dem gege- 
benen eine doppelte Berährung besitzt, für die die gegebene ge- 
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rade Linie die Berührungssehne ist, die Discriminante. Sie wird 
in der Form 


£ 14 £ 
Ak + [r ea + m? =. + n’ = +mn 44 +nt 


da da da db 


dd 
db 
+ Im u kè 
"T ii 
gefunden, denn der Coefficient von k und das absolute Glied ver- 
schwinden, wie man leicht aus geometrischen Gründen erkennt. 
Wenn S, iu zwei verschiedene lineare Factoren zerfällt, so ist 
einer der Werthe von % gleich Null und das absolute Glied man- 
gelt der allgemeinen Gleichung, welche dasselbe bestimmt; wenn 
zudem die beiden linearen Factoren idenlisch sind, wie jetzt vor- 
ausgesetzt wird, so muss noch eine zweite Wurzel der Gleichung 
gleich Null sein und folglich der Coefficient von & verschwinden. 
Wem im ersten Falle die beiden durch S, == o dargestellten ge- 
raden Linien als das Paar 4C, BD betrachtet werden, so reprä- 


sentirt dieselbe Gleichung, wenn sie ein vollständiges Quadrat ist, 
zugleich das andere Paar 4D, BC. 


Daher ist die obige Gleichung zur Bestimmung von k zu ge- 
brauchen; man erhält aus ihr 
P 2a + m? = 
fyel da da 
d 
und durch Einsetzen dieses Werthes in die Gleichung 
KS + ia + mB + nyt =o 
ee E 1.d d 
(e ART. „d d 


4 dd 22) 
atmn g +n? ay T" gy S 


— d |ia + mÊ + ny =o 

als die Gleichung des Tangentenpaares, welches die 
gerade Linie 

la + mB + ny =0 
zur Berührungssehne hat. 

Setzen wir aber endlich voraus, dass die durch 

la+mß+ny=o 
dargestellte gerade Linie denKegelschnitt S= o selbst 
berühre, so fällt auch das Tanugentenpaar AZ, CD mit 
ihr oder mit S =o zusammen, und alle drei Wurzeln 
der cubischen Gleichungsind Null, so dass dieselbe durch 
k’ dividirt werden kann. So erhalten wir die nämliche Bedingung 

r Ji- 
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wie im Art. 111, als unter welcher die gerade Linie 
la + mp + ny = o 
den Kegelschnitt S — o berührt, in der neuen Form 
m? — + n? ee + mn = +ni Ra + Im 
da da da” dh db 
oder nach den Coeflicienten entwickelt 
Pi — aa”) + mè (b? — aa) + n? (b? — aa’) + 2mn (ab — bb”) 
+ 2mlla b — bb) + 21m lab" —bh)) = 0, 
für welche wir abkürzend das Symbol 
O =o 


dd 
db 


0, 


eingeführt haben. 


366. Man kann diese Bedingung auch in der Form 
einer Determinante erhalten, wie folgt: Ist («, B, y) der Be- 
rührungspunkt der Tangente, so ist die Gleichung seiner Polare 
durch - 

90, (ac + by + bB) + Bla b + by + de) + 2yıla’y+bB + da) =o 
repräsentirt, und die Bedingungen, unter welchen diese mit der 
geraden Linie la + mB + ny =o 
selbst zusammenfällt, sind 

2a, + ab" B, + 2b y — io, 

2b, + 2a BiH 2by, — m= o, 

b'a, +25, + 2a y, — n= 0; 
fügen wir diesen noch die Bedingung 

la + mË, + ny = o0 

hinzu, welche erfüllt sein muss, weil der Punkt (œ, 8, y) auch der 
gegebenen geraden Linie angehört, so können wir die Coordina- 
ten œ, ß, y linear eliminiren und erhalten die fragliche Bedingung 
in der Form 


l, m, nn, o | 

Ihre Entwickelung zeigt sie mit dem obigen Ergebniss identisch. 

Wenn der Kegelschnitt S+ k S, =o die gerade Li- 
nie” la + mß+ny=o 
berühren soll, so wird die Bedingung, unter welcher 
dies allein stattfindet, durch die Substitution von 
ka+A kb + Bu sw für a, b u. s. w. in 

| 
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erhalten. Da das Resultat die unbestimmte Grösse k im zwei- 
ten Grade enthält, so erkennen wir, dass die Aufgabe, „ei- 
nen Kegelschnitt zu beschreiben, der durch vier 
Punkte geht und eine gegebene gerade Linie Dbe- 
rührt“, zwei Auflösungen annimmt. 


4ufg. Unter welcher Bedingung berührt die gerade 
Linie letmß+ny=o 
deu Kegelschuitt S+ («+ mB + ry = 0! 
Aufl. Die Bedingung ist © + K = o, wenn wir durch A das 
Resultat bezeichnen, welches man durch die Substitution von 
mn — nm, nl! — In, Im’ — ml 


für @, 8, y in S erhält. 


367. Man soll die Coordinaten des Pols der gera- 
den Linie Jæ + mB + ny =o in Bezug auf den Kegel- 
schnitt S= o bestimmen. 

Wenn diese Coordinaten durch «, BR y bezeichnet werden, 
so muss die Function 

‚ds ‚das Ss 
43 +8 T +7 z mit 
mit lau + mB + ny 
identisch sein. Man erhält daraus die Bedingungen 
aa, + bB ttp =l, 
b'at ab, + by =m, 
ba, + bp, + ayn 
und durch diese œ, proportional zu 
id — da” + m ab — bi +n ab — bb), 
u. s. w.; Werthe, welche in der Form 
dO dð dO 
neg Om ga e a 
geschrieben werden können. 


308. Wir kenren von diesen allgemeinen Betrachtungen zu 
einigen einfachen Anmerkungen über die Diseriminante eines 
einzelnen Kegelschnitts zurück, welche nur Früheres unter 
allgemeinerem Gesichtspunkt wiederholen sollen. 

Wenn wir die Discriminante 


4 B, D 
BIC" 
ID E F 
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(Vgl. Art. 360) aus ihren Partial-Determinanten zusammensetzen, so 
nimmt sie die Formen 

F(B? — 40) + E(AE— BD) + D(CD — BE), 
oder C(D? — AF) + E(4E — BD) + B(BF — DE) an. 

In der ersteren begegnet uns die Grösse (B? — AC), von de- 
ren Werth nach dem Früheren (Vergl. Art. 90) die Gattung des Ke- 
gelschnitts abhängt, welchen die allgemeine Gleichung darstellt. Die 
beiden andern in Parenthese stehenden Binome der ersten Entwick- 
lung sind die Zähler in den Werthen der Mittelpunkts-Coordinaten der 
Curve. Wir zeigten in denArt. 157—159, dass die erstere Grösse bei 
einer Coordinaten-Transformation ungeändert bleibt und erkennen 
jetzt, dass dies wieder aus dem allgemeinen Grunde der Fall war, 
weil sie eine, von der Lage des Achsen-Systems, auf welches man 
sie bezieht, unabhängige Eigenschaft des Kegelschnitts ausdrückt, 
nämlich das Vorhandensein von reellen und verschiedenen oder 
von zusammenfallenden Punkten in unendlicher Entfernung, oder 
das Imaginärsein der unendlich entfernten Punkte. Sie gehört da- 
her gegenüber den besonderen linearen Transformationen, welche 
eine Aenderung des Coordinaten-Systems ausdrücken, zu der Klasse 
der Invarianten. (Vgl. Art. 304.) 

Wenn wir die Discriminante wie früher durch 4 und diese 
Invariante durch A, endlich die andere Partial-Determinante von 
analoger Form durch ð bezeichnen, so lässt sich die vollständige 
Classification der Curven zweiter Ordnung einfach durch folgende 
Tabelle ausdrücken: 

A >o, Elliptische Formen. 
A < o, Reelle Ellipse. 
d = o, Punkt; zwei sich schneidende imaginäre Ge- 
rade. 
d > o, Imaginäre Ellipse. 
A = o, Parabolische Formen. 
4 < o, Parabel. 
d = o, Zwei parellele) reell für ð < o, 
ee ? zusammenfallend Pie D=o, 
’ imaginär für d > o. 
A œ> o, Parabel. 
A < o, Hyperbolische Formen. 
A < o, Hyperbel. 
dA = o, Zwei sich schneidende Gerade. 
4 > o, Hyperbel. 
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369. Einige weitere Betrachtungen knüpfen wir 
an den Umstand an, der so oft in den früheren Ent- 
wickelungen bemerklich ward, dass nämlich die 
zweckmässige Wahl der Goordinaten-Achsen der 
geometrischen Untersuchung grossen Vorschub lei- 
stet. In der That, die einer gestellten Frage als Antwort entspre- 
chende Gleichung, die Gleichung einer Curve, kann dadurch auf ihre 
einfachste Form gebracht und beweglicher und brauchbarer gemacht 
werden als sie sonst ist; wir brauchen nur an (die Vortheile zu er- 
innern, welche die Anwendung der auf die Achsen bezogenen Glei- 
chung für die Untersuchung der Ellipse und der Iyperpel mit 
sich brachte. Wir erinnern gleichzeitig an die allgemeine Eigen- 
schaft der Kegelschnitisgleichnung, aus welcher dies als ein spe- 
eieller Fall hervorgeht; wenn wir ein Dreieck zum Fundamental- 
dreieck wählten, welches sich selbst conjugirt ist, d. h. in wel- 
chem jeder Eckpunkt der Pol der gegenüberliegenden Seite in 
Bezug auf den Kegelschnitt ist, so redueirte sich die allgemeine 
homogene Gleichung desselben auf die Form 

L + M?—= R (Art. 303 f.). 

Wir erkennen diese jetzt als mit der allgemeinen Form der 

Mittelpunktsgleichung der Kegelschnitte 
Ax + Cy} =F 


» . o M £ N on 
identisch, welche durch die Substitution von = und = für x und 
es z. 


y in die Form Ax a Cy = Fe 

übergeht, und bemerken, dass diese Uebereinstimmung der Mi 
deshalb stattfindet, weil zwei conjugirte Durchmesser der Curve 
zusammen mit der unendlich entfernten geraden Linie auch ein 
Dreieck bilden, welches sich selbst conjugirt ist; derm diese Letz- 
tere ist die Polare des Mittelpunktes und der unendlich entfernte 
Punkt des einen Durchmessers hat den andern Durchmesser zu 
seiner Polare. 


370. Es giebt für jeden Kegelschnitt unzählig viele 
sich selbst conjugirte Dreiecke. Man kann dies ebenso, 
wie aus dem Vorigen geometrisch, auch analytisch aus der Theo- 
rie der linearen Transformationen schliessen ; denn wenn es sich 
darum handelt, die allgemeine Gleichung 

A£ + 2Bxy + Cy +2Daz + 2Eyz + Fr? =o 
in die Form aX? +’ +cZ2=o 
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zu bringen, so muss dies, wenn es überhaupt möglich ist, durch 
eine Coordinaten-Transformalion, d. h. mittelst einer linearen Sub- 
stitution vollzogen werden können. Die allgemeine Form einer 
solchen Substitution ist 
X= ux + By + yz Y= uat hy tyz Z= de +ß"y+y":. 
Ob die transformirte Form mit der ursprünglichen identisch 
gemacht werden kann, ist offenbar eine Frage, die nur von der 
Möglichkeit abhängt, die entsprechenden Coefficienten zwischen der 
Entwicklung von 
alax ypy +y Hble t pyty) Hel et B yty — 0 
und der ursprünglichen Gleichung zu identificiren; die Zahl der 
daraus entspringenden Bedingungsgleichungen kann sechs nicht 
überschreiten, und es bleibt daher ein Ueberschuss willkürlicher 
Constanten in der Transformation, auch mit Berücksichtigung der 
Bedingung, welche für die Coeflicienten jener linearen Substitu- 
tion erfüllt sein muss, wenn sie eine Goordinaten-Transformation 
ersetzen soll. Die Zählung der CGoustanten zeigt auch, 
dass es füralle die durch die GJeichung 


S HRS =o 
repräsentirten Kegelschnitte ein Dreieck giebt, wel- 
ches sich selbst conjugirt ist. 


Die Beziehung auf dies Dreieck gewährt der Untersuchung 
jenes Systems den Vortheil, dass die Gleichung aller ihm angehö- 
rigen individuellen Kegelschnitte in der einfachsten Form erschei- 
nen. Es ist das Dreieck, welches die Durchschuitts- 
punkte der Gegenseiten und den’ Durchschnittspunkt 
der Diagonalen des zur Basis dienenden Vierecks zu 
Ecken hat. Seine Seiten sind die Orte der Durchschnittspunkte 
correspondirender Strahlen der beiden Büschel von gleichem Dop- 
pelschnittsverhältniss, welche von den Tangenten der Kegelschnitte 
des Systems in je zwei Ecken des Vierecks gebildet werden. 


Wenn man die Gleichung S + k S= 0 als die Glei- 
chung aller der Kegelschnitte ansieht, welche die- 
selben vier geraden Linien berühren, oder wenn man 
die Interpretations-Methode der trimetrischen Li- 
nien-Coordinatenanwendet, so existirt ein Sich selbst 
conjugirtes Dreiseit; die Seiten desselben sind die 
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Diagonalen des gemeinschaftlich umschriebenen Vier - 
seits und zugleich die Enveloppen der Verbindungslinie corre- 
spondirender Punkte der beiden Reihen von gleichem Doppelschnitt- 
verhältniss, welche von den den Seiten des Vierecks angehörenden 
Punkten der Kegelschnitte des Systems gebildet werden, 

Wenn das gemeinschaftliche ein- oder umschriebene Viereck 
sich auf ein Punkte- oder ein Tangenten-Paar redueirt, d. i. wenn 
die betrachteten Kegelschnitte eine doppelte Berührung mit einan- 
der haben, so ist das gemeinschaflliche sich selbst conjugirte 
Dreieck und Dreiseit unbestimnit; denn für jenes ist nur der Durch- 
sehnittspunkt der gemeinschaftlichen Tangenten als eine Ecke und 
ihre Berührungssehne als eine Seite anzunehmen, während die 
Lage der beiden dieser Seite angehörigen Ecken in ihr unbestimmt 
ist; für dieses ist nur der Durchschnittspunkt der gemeinschaftli- 
chen Tangenten als eine Ecke und die Berührungssehne als die 
gegenüberliegende Seite anzunehmen, während die Lage der bei- 
den von jener Ecke ausgehenden Seiten unbestimmt ist, wenn 


auch natürlich immer durch die Beziehung der harmonischen Thei- 
lung gebunden, 


Sind unter den gemeinschaftlichen Punkten oder Tangenten 
der Kegelschnitte drei zusammenfallende, so dass die Kegelschnitte 
eine Berührung zweiter Ordnung besitzen, so isl das gemeinschaft- 
liche conjugirte Dreieck auf einen Punkt, den Berührungspunkt, 
und das gemeinschaftliche conjugirte Dreiseit auf eine Gerade, die 
dreifache Tangente reducirt; ebenso bei der Berührung dritter 
Ordnung. 


371. Der analytische Charakter einer Coordinaten-Transfor- 
mation in trimetrischen Coordinaten ist leicht zu bezeichnen. 


Wenn die Gleichung der geraden Linie 


zese+tysne— p = o 
in die Form 
IL + mM + nN=o. 


gebracht werden soll, und 


L = x cosa, +y sin «, — pr 
M = x cosa, +y sine, — Pr 
= g% cos, +y sin e, — P; 


sind, so müssen die Coefficienten /, m, n von den Formen 
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&, sin A 
l= 
COS y SIN Cy — Pi 
COS àp, SIN Cp — Pr 
COS Cy, SIN Cy — m | 
& sin B 
m = a a 5 ; 
COS Qy, SIN a, — P| 
COS Cg, SİN Cy — Pål 
COS a, SIN a. — pal 
&, sin C 
Bm m aT 
COS Cp SIN Gj, — Pi 
| COS Ctp, SiN Cp — Pr 
COS Qy SIN Gy, — Pa 


sein, wenn man durch A, B, C die Winkel des Dreiecks Z = o, 
M = o, N =o an den Ecken M = 0, N= 0; N = 0, L = 0; 
L = o, M == o respective und mit &,, &, & die Längen der Per- 
pendikel bezeichnet, welche von denselben Eckpunkten auf die ge- 
rade Linie æ cos «~; + y sin «q; — pi = 0 
gefällt werden. 
Führt man noch zwei solche gerade Linien 
zcos« + y sin a — p = 0, 
x cos a” + y sin a” — p= 0 
ein und bezeichnet die entsprechenden Coefficienten durch 
lis Mis ni Und lg, Mgs Mg 
respective, so erhält man dieselben proportional den Dreilinien- 
Coordinaten 74, Na N3; Ču Éa É der Ecken M = o, N = 0; N = 0, 
L = 0; L = o, M = o in Bezug auf das von diesen drei geraden 
Linien gebildete Fundamental-Dreieck. 
Wenn die Gleichung g@(&,y, z) == o 
in die neue Gleichung 
plax +bytco.mce+hytc aw t bsy + a= o 
transformirt wird, wo die Grössen a,, az, as; bi, bas bai Ci Ca, Ca TE- 
spective die Dreilinien-Coordinaten der Punkte (y, 2), (z, x), (æ, y) in 
Bezug auf das Fundamental-Dreieck x, = o, y, = 0, z, = o sind, 
so kann die Entwicklung mit Hilfe des Taylor’sehen Satzes vollzo- 
gen werden, Wir bezeichnen zur Abkürzung wie folgt: 
dS, d S, d S, 
A= T, 2 “ur ur 


S, = p (bi bibs), 
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und können dann die Entwicklung unter der Voraussetzung, dass 
S =— o die allgemeine Gleichung des zweiten Grades repräsentirt, 
schreiben wie folgt: 
ses tH SLTH A ayt A yz t A elo. 
ab be oa 
Darin sind nach den Definitionen 


S, = da’+?2Baa, + Ca! 4 2Da a, + 2Ka,a, + Fast, 

S, = Ab! + 2Bbb, + Cbf + 2D b, bs + 2Eb,b, + Fbs. 
u. 8. wW. 

= 2a (4b, + Bh, + Dh) + 2m (BU + Ch + ED) 

ab + 20, (Db, + Ed + Fb) 

A = 2b, lde, + Be + De) + 2b, (Be + Ce + Ec) 

. ud ? + 2b, (De, + Ec, + Fe), 
u. S. W. 


Durch die besondere Wahl des neuen Fundamental - Dreiecks 
kann die transformirte Gleichung vereinfacht werden; wenn die Ecken 
des neuen Fundamental-Dreiecks in der Curve liegen, so werden 

S, = S, = ț S, == 0, 
und die Glieder, welche die Quadrate der Veränderlichen enthal- 
ten, verschwinden aus der Gleichung; in Folge dessen ist die all- 
gemeine Gleichung der dem Fundamental-Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitte 
Axy + Ay:+Arı=o 
ab be ca 

Wenn jede der Seiten des Fundamental-Dreiecks die Polare 

der’ gegenüberliegenden Ecke desselben ist, so verschwinden in 


Folge der Relation 
N =j A — A = 6 


ab be ea 
die Glieder, welche die Producte der Veränderlichen enthalten und 
die Gleichung des auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck bezoge- 
nen Kegelschnitts wird 
S t Sy rem. 
Auch kann man 


& =S= 0n AEN m 0 
ab ac 


machen und die allgemeine Gleichung in der Form 
Ss..." + Â yz: =o 
be 


erhalten. 
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In Rücksicht auf die im Anfang dieses Artikels gegebenen 
Entwickelungen kann man noch die Goefficienten 


Srp S,» Se: A, As A 


ab be ca 
mit Hilfe der Bestimmungsstücke des neuen Fundamental-Dreiecks 
ausdrücken; wir dürfen dies dem Leser überlassen. 


372. Es bedarf nur der Erinnerung an die Entwicklungen 
der Art. 362, um die folgenden Sätze zu beweisen: Die sechs 
vckpunkte zweier Dreiecke, die sich selbst conjugirt 
sind, liegen in demselben Kegelschnitt — und: Die 
sechs Seiten zweier sich selbst conjugirten Dreiecke 
berühren denselben Kegelschnitt. 


Im Art. 362 haben wir die Diseriminante der Gleichung 
ES + $ = o 
entwickelt, d. h. die Bedingung, unter welcher diese Gleichung 
zwei gerade Linien repräsentirt. Diejenigen Werthe von k, welche 
der Bedingung genügen, dass jene Discriminante durch sie mit 
Null identisch würde, fanden wir nothwendig als von dem Coor- 
dinaten-System unabhängig, auf welches der Kegelschnitt S — o 
bezogen wurde; sie müssen bei jeder Coordinaten-Transformation 
ungeändert bleiben, d. h. eine lineare Transformation stört das 
Verhältniss der Coefficienten von %°, #2, kt u. %° nieht, welche in 
der dort zur Bestiinmung von % erhaltenen cubischen Gleichung 
auftreten. Denken wir uns nun zwei Dreiecke, welche in Bezug 
auf einen und denselben Kegelschnitt sich selbst conjugirt sind 
und bezeichnen die Seiten des einen durch 
Eh Nee — 
die des andern durch 
u=, ueo, 0; 
wobei wir voraussetzen, dass diese Symbole Constanten implicite 
enthalten, so kanu die Gleichung des Kegelschnitts in den Formen 
L + yE zmo aud Pt Hmo 

ausgedrückt werden, 

Die Gleichung eines andern Kegelschuitts ist, bezogen auf das 
erste Dreieck 

A +2Bzy + Cy +2Dxxr +2Eyz + Fr == o, 
in Bezug auf das zweite aber 

au? + 2buv + cv!-H2dum + 2evw + fw = o. 
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Wir müssen also die Relation haben 
AI 4 Bzy +.. ++ +) a + uwt o tl + H”), 
und wenn wir die Discriminante von jeder der beiden Seiten die- 
ser Gleichung bilden und die entsprechenden Coeflicienten von % 
vergleichen, so ergeben sich die beiden Bedingungsgleichungen 

AC+F=aHtcH+[/f, 
(AC — BR) + (CF—EN) +4 (4F — Dt) = (ac — b?) + lef — ei +laf— d’). 

Wenn nun jener Kegelschnitt durch die drei Ecken des er- 
sten Dreiecks und durch zwei von den Ecken des zweiten hindurch 
geht, so müssen die Coefficienten 4, C, F, a,c sämmtlich Null 
sein und daher nach der ersten Bedingungsgleichung auch 

t= t 
d. h. derselbe Kegelschnitt geht auch durch die dritte Ecke des 
zweiten Dreiecks. . 

Und wenn ein Kegelschnitt die Seiten des ersten Dreiecks und 
zwei von den Seiten des zweiten berührt, so müssen von den 
sechs Gliedern der zweiten Bedingungsgleichung fünf identisch mit 
Null sein; es ergiebt sich daraus, dass auch das sechste den Werth 
Null haben muss, d. h. dass derselbe Kegelschnitt auch die dritte 
Seite des zweiten Dreiecks berührt. Deshalb schneiden sich dann 
auch die geraden Verbindungslinien der correspondirenden Ecken 
zweier solcher Dreiecke in einem Punkte und die correspondiren- 
den Seiten in Punkten einer geraden Linie. (Vergl. Art. 331, 
Aufg. 2 u. 3.) 

Man kann in derselben Art beweisen, dass wenn zwei Drei- 
ecke demselben Kegelschnitt eingeschrieben sind, 
ihre Seiten alle denselben Kegelschnuilt berühren. 


373. Wir haben in Art. 363 als ein Beispiel für den Gebrauch 
der Invarianten die Frage nach der Bedingung berührt, welche 
erfüllt sein muss, wenn ein Dreieck zugleich einem Kegelschnitt 
S = o eingeschrieben und einem andern Kegelschnitt S, = o um- 
schrieben sein soll. 

Man kann in derselben Art nach dem gleichzeitig ein- 
und umgeschriebenen Polygon fragen. 


Beide Untersuchungen lassen sich behandeln als Schlussfra - 
gen der Aufgaben: Welches ist der von der dritten Ecke 
eines Dreiecks beschriebene Ort, dessen drei Seiten 
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einen Kegelschnitt S = o berühren, während seine 
zwei ersten Ecken einen Kegelschnitt § == o durch- 
laufen? 


Welches ist der Ort, den die freie Ecke eines Poly- 
gons durchläuft, wenn seine Seiten sämmtlich einen 
Kegelschnitt S, = o berühren, während alle seine 
übrigen Eckpunktein einem Kegelschnitt S= o liegen? 


Ihre Erledigung findet sich augenscheinlich alsdann in der 
Antwort auf die Frage: Unter welcher Bedingung fällt der 
gefundene Ort mit dem Kegelschnitte S = o zusam- 
men? 


Die zur Beantwortung nöthigen Operationen lassen sich, wenn 
man sich zunächst auf ein Dreieck beschränkt, auch so zusam- 
menfassen: Man bildet die Gleichung des von einem beliebigen 
Punkte an den Kegelschnitt S, == o geleglen Tangentenpaares, so- 
dann die Gleichung eines der Paare von geraden Linien, welche 
von den Durchschnittspunkten dieser Tangenten mit dem. Kegel- 
schnitt S = o bestimmt werden und drückt endlich die Bedingung 
aus, unter welcher eine dieser geraden Linien den Kegelschnitt 
S, = o berührt. 


Es hat keine Schwierigkeit, nach dem Vorangegangenen die 
bezeichneten Schritte nach einander auszuführen. Wir ziehen es 
aber vor, einen Weg einzuschlagen, welcher sich den erst gege- 
benen Andeutungen unmittelbarer anschliesst und namentlich ge- 
eignet scheint, die algebraische Methode recht deutlich vor Au- 
gen zu führen. 


Wenn x = o, y = 0, z = o die Gleichungen von drei gera- 
den Linien repräsentiren, so können die Gleichungen 
ayz+ßzr--yay=o, oder S= 9, 

Pr? mty? pn?! — ayz — bza — cay = o, oder S= o 
zwei Kegelschnitte repräsentiren; der erste derselben ist dem 
aus den drei gegebenen geraden Linien gehildeten Dreieck um- 
schrieben. 

Man erhält aus beiden Gleichungen die dritte 
wS — S= yz (wa + a) +zr(mß + b)+ xy (wy + e)ta? m’y’— 


— nt, 
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in welcher » eine willkürliche Constante ist; sie repräsentirt einen 
Kegelschnitt, welcher durch die vier Durchschnittspunkte der Ke- 
gelschnitte S = o, S, = o hindurch geht. 
Wenn man die partiellen Differentialquotienten der Gleichung 
wS —S,=o 
nach x, y, z nimmt, d. i. 
z(w b + b) + ylwy + o) — 2lfz=o, 
zlwy + c) + z(wa + a) — ım’y= 0, 
ywa + a) rain + b) — 2r: = 0, 
so fordert die Gleichzeitigkeit dieser Gleichungen, dass die Deter- 
minante derselben mit Null identisch sei. Diese Determinante, 
— sie ist die Discriminante der Function w S — S, — 
— ıl,ny+onß+b 
wy +e — Im, wapa 
wB +b, wa +a, —ın 
ist in Bezug auf w vom dritten Grade und man kann daher die 
fragliche Bedingung in der Form 
aon? + an? + aw + a, = 0 
schreiben und hat für die hier eingeführten Constanten die Werthe 
ao = a y, (4) (Art. 362.) 
a, = la + mp H n'y + aby 4 bya + cah, (0) 
t, = ua? + WPm + 2oyn® + abe + Bea + yab, (9,) 
a, == Pa + mh + ne + abe — 4Pm'n®. (4,) 


374. Die Durchschnittspunkte der geraden Linie 


== 0 
mit dem Kegelschnitt 
w S — S= 0 


werden durch die Gleichung 
my? + nè? — yz(we + a) = 0 


bestimmt, und wenn die beiden Durchschnittspunkte, wie es für 
die Berührung sein muss, zusarmmmenfallen sollen, so muss diese 
Gleichung ein vollständiges Quadrat sein, d. h. man muss haben 
mn —a 


w = 


& 
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Wir wollen diesen speciellen Werth von w durch æ, bezeich- 
nen, so dass 
a == 2mn — am, 
ist. 
Analoge besondere Werthe von w, welche wir durch w, und 
w, ausdrücken wollen, er&eben sich aus den Forderungen, dass 
die geraden Linien y = 0, z = o resp. die Kegelschnitte 
WS — Ss = 0, MS — S = 0 
berühren sollen, und sie sind durch die Gleichungen 
b=2nl — B m, 
è = 2im — y m; 
mit den Constanten verbunden. Das Dreieck der geraden Linien 
t= 0, Yy = 0, z= 0 
ist dann dem Kegelschnitt S= 0 
eingeschrieben und den Kegelschnitten 


mS — S = 0, 
m, S — S, =z 0, 
wm, S — S = 0 


umgeschrieben. 


Wenn wir die vorher gefundenen Werthe von «, b,c in die 
Coeflicienten der Diseriminante subslituiren, so werden diese 
a, =aßy, a, = (lla + mp 4 ny)’ —aßyle, tw, + m) 
a, = (la + mB + ny) (Imn — law, — mw, —nym,) 
+ apylw, mw, + m,w, + wyw), 
a, = (imn — law, — mB mw, — nym,)’ — aßyw, w,m,. 
Wir vereinfachen sie und die folgenden Untersuchungen durch 
die Substitutionen 
t = la + mÊ + ny, u = Hmn — law, — mpw, — nyw, v = Imn. 
Wir betrachten diese drei Werthe wi, w, w als die Wur- 
zeln einer cubischen Gleichung und setzen demnach 
m? + Am? + Bw 4 C= o = (w — w) (w — w,) (w — m,). 
Dann gelten nach den Relationen zwischen den Coeflicienten 
und Wurzeln der Gleichungen, welche man gewöhnlich Newton 
zuschreibt, die drei Bedingungen 


?=a — aA, 2tu = a, — aB, U =a —a,l 
und man erhält daraus 
F = 2 
4la, — a, 4) (a, — a, C) = (a; — a B)’. 
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Aus jenen drei Bedingungsgleichungen ergiebt sich aber auch, 
indem man in der vorausgesetzten cubischen Gleichung die Coef- 
ficienten 4, B, C durch ihre Werthe in 4, u, «a, a... ersetzt, 
Dw? + tuw 4 u’ = (lw + u)’ = amw + am? + aw +a, 


=z a (w — w) (w — mw) (W — w,). 


Man kann denmach schreiben 
to + u —y a,m? + amw’ +a,m+a,—A,+ A mwt mw? HA mw n EA 


= g (w), 

und erhält 

A? = Pe 
“n 

An +24,4, =4, 

4 +24,4,+ 24,4, = ţa 

m tu= A tAm tAm Ew te 

tm, + u= A +4; FAm HAm Ho, 

t= dA; + 4, (w, — m) t A,lm,? et em)... 

u = A — mwm P, 
wenn 


P= d; t Awm tm) tAlt mm mw) an 
geselzt wird. 


Au w= a, — a,l 
folgt TAA E aat UIIE d LA E a 
i a,b,w, = dy (dg — u). 
Sonach ist 
2 
ad, — u 
w, = m reae] 
ayw, wy 
[j 
> — f Dika 2 
oder m, =z (mm P — 24,P). 
u 
Wenn nun die Voraussetzungen 
w, == My r= 0 
gemacht werden, oder wenn a = 2mn, b= 2n] ist, so sind die 
geraden Linien e Oa 


Tangenten des Kegelschnitts S, = o und des Kegelschnitts 
tS — S, = 0; 

man findet aber zugleich wegen P = 4, 

dely _ 400 


a, +4, un 


W3 


Salmon. Anal. Goom. der Kegelschnitte. 28 
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Die dritte Seite z = o berülmt also den Kegelschnitt 
(a? — +a, a) S — tapaj S mo: 
da dieser aber für 
ü, = ġa, 0, 

sich auf den Kegelschnitt S, — o reducirt, so sind die Bedingun- 
gen, unter welchen das Dreieck x = o, y == o, z = o gleichzei- 
tig dem Kegelschnitt S = o eingeschrieben und dem Kegelschnitt 
S, = 0 umgeschrieben ist, 


a:= 2mn, b = 2m, a,’ = a iy 


375. Wenn mw w, = o ist und nicht zugleich w, — o, so 
wird 
P= A, + Am EAn t. 
æ =— o berührt den Kegelschnitt S, = o, und man hat die Re- 
lationen 
aw, = — 24, (A, HAm, HAm H) 
amw mwy = m 2A (mw H Aw t Amt +.. 


24l t Am; — (da tA mw pA mw En) 
=24[4 + A w, — plm.)]. 
also apt, w, — 24,(4, FA mwm — 24,9 lm,). 


Darans folgt 


en, mw? — im, A, w, w (4A, +4, m) = 
if 172 BET 
44, ([plw,)] At 4w]. 
j aS 
Da aber 24,41, =a,4'—— 
7 +a, 
ist, so wird 
w? 
rat an U ak 2 
p (m, (4,+ An = „ (ta, iym, + taa, — a’) 
5 


Indem man substituirt und reducirt, erhält man 
Ay w mwy — Ama, mwy — aga, wyw, = tatw, + 40,0, —a,?, 
woraus für w, —= o wieder der Werth 
ve — 4a,4, 


N'y = 
P aaz 


hervorgeht, wie oben. 


Wenn mm DEFG ein dem Kegelschnitt S —= o eingeschrie- 
benes Viereck ist, dessen drei Seiten DE, EF, FG zugleich den 
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Kegelschnitt S, = o berühren, so muss die Seite DF im Dreieck 
DEF nach dem Vorhergehenden einen Kegelsehmitt 
”"»S—S=o 


berühren, wo 


a’, = +l is 


tioa 
ist. 
Ebenso ist im Dreieck DFG die Seile FG eine Tangente des 
Kegelschnitts S = o, die Seite DF Tangente des Kegelschnitts 
pS ar S, = 0 
und somit die Seite DG Tangente eines Kegelsehnitts 
w, S —S,==0, , 
in dessen Gleichung die Grösse w, aus der oben entwickelten Re- 
lation 


2 2 2 4 ==, n 4 E 2 
am, mw, — Augl MWy — 24,0,0,w, = Mgl MW + ta a, 
hervorgeht, wenn man darin den Werth von p an die Stelle von 


w, Setzt; somit ist 
16a, (Baa; +a,’ — 4a,a,a, 


sc FL FE ft ' 
ay +a, 3 


d. h. der von der vierten Seite berührte Kegelschnitl hat die 
Gleichung 
16a (8a,0,? + a,’ — 4a,a,a,) S— la,’ — 3a, 0)? S, —o, 
und redacirt sich somit für 
Ba,a,” + a, — $u, a, t; o 


auf den Kegelschnitt 


Hätte man ein Fünfeck DEFGH, dem Kegelschnitt S = o 
eingeschrieben, dessen Seiten DZ, EF, FG, GH den Kegelschnitt 
Si = o berühren, so ist die Seite HP Tangente eines Kegelschnitts 
m, S — S = o und man hat die Grösse w, zu bestimmen. 

Im Dreieck DFG berührt FG den Kegelschnitt S, = o und 
man hat also zwischen w, und , die Relation 
a, mw mw, 

Im Dreieck DGH ist die Seite GH ebenso "Tangente des Ke- 
gelschnitts S, — o, und also 


2 
> B 9 = ‚ = > 
jaaa, 2a twy W, = 44,a,w, +4a,a,—a, 


| Ni AR ' > a — a 
am m, tapa, 2a ,a,w m, 4u,0,W, + $a a, $ 


29 * 
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Durch Subtraction findet man 


2 2 y f 
ag w, (w, + w,) = ta,a, + 2a,a,n,, 
und durch die erste Gleichung . 
2 2 er a er, 
a, ww, m, = la +4, 4; +4,4; wis 
$o la (p — w,) 
m; 3 — riet 
Gy W3 W4 


Nun kennt man w, und %w,, folglich auch w, {fu derselben 
Weise wird die Auflösung auf Polygone von beliebig grosser Sei- 
tenzahl übertragen. 


376. Um den Kreis derjenigen algebraischen Formen, welche 
in der Untersuchung der Kegelschnitte hervortreten und von we- 
sentlichem Eintluss sind, vollständig zu umschreiben, haben wir 
dem Bisherigen noch eine Entwicklung anzuschliessen, deren geo- 
metrische Bedeutung im ersten Abselnitt des folgenden Kapitels 
hervortreten wird. 

Wenn man in einer Determinante eine bestimmte Anzalıl Zei- 
len und ebenso viele Reihen unterdrückt, so bleibt eine neue De- 
terminante” übrig, welche man als eine Partial -Determinante 
der gegebenen bezeichnet; man kann nach der Zahl der unter- 
drückten Zeilen und Reihen erste, zweite, dritte u. s. w. Partial- 
Determinanten unterscheiden. 

Wir haben im Art. 336 gesehen, dass jede beliebige Deter- 
ininanle sich aus Producten von je einem Element einer beslimm- 
ten Reihe und einer Determinante aus den Elementen aller der 
Horizontal- und Vertical-Reihen, in denen jenes Element nicht ent- 
halten ist, zusammensetzen lässt; die Determinanten, welche hier 
als Factoren zu den Elementen einer bestimmten Reihe hinzutra- 
ten, sind dieselben, welche wir jetzt als die Partial-Determinanten 
nach diesen Elementen zu bezeichnen haben. 

Nach dem Bildungsgesetz der Determinanten und der Natur 
des Differentials kann man eine solche Partial-Determi - 
nante auch als den Differential-Quotienten der Origi- 
nal-Determinante bezeichnen, welcher in Bezug auf 
das Element derselben genommen ist, dem sie ent- 
spricht. 

Es sind diese Partial-Determinanten, welche in der Auflösung 
von Systemen linearer Gleichungen eine entscheidende Rolle spie- 
en; das System 
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at + by + ez tdw = à, 
aw + by + e + dw = h, 
Ayt + bay 7 GE + dyw = f: 
apt + by + az + dw == w 
z. B. wird aufgelöst, indem man mit den Partial-Determinanten von 
Ar Djo Cro dh | 
dr, du, Cys d 
Gas bse Cis ds |? 
| Gi» bis Css dy 
welche respective den Elementen #,, a, a,, a, entsprechen, und 
die wir durch A,, Az, As, Aa bezeichnen mögen, die Gleichun- 
gen derselben der Reihe nach multiplieirt; durch Addition ver- 
schwinden die Goelficienten von y, z, w, während der Coefficient 
von x die vollständige Determinante wird, welche vorher ge- 
schrieben worden ist; d. i. man erhält 
Gyr Br Cio th 
EEE ur antat tar 
üa» dur Che d, 
und analog 
Qai du, Cio d; 
E r) rÈ n i B5 + Bmt B+ Bo 


By dir Cge di 


u s. w, womit die Auflösung des Systems gegeben ist. 


Wir haben nicht sowohl solehe directe Anwendungen der Par- 
tial-Determinanten im Auge, als vielmehr den aus ihnen abgeleite- 
ten Begriff einer Determinante mit adjungirten Elemen- 
ten. Man erhält eine solche als die Determinante, 
deren Elemente die Partial- Determinanten der Ele- 
mente der ursprünglichen Determinante sind. 


Nach der vorigen Bezeichnung wäre die der vorhergehend 
geschriebenen Determinante entsprechende Determinante mit ad- 


jungirten Elementen 
Ai Bun Cu Di 
dai Buy Cu» D, 
4, Bs. 0, Ds 


Ay By Co D, 
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Es ist eine der merkwürdigsten und nächstlie- 
gendsten Eigenschaften einer solchen Determinante 
mit adjungirten Elementen, dass sie, mit der Origi- 
nal-Determinante multiplieirt, eine Potenz dieser 
letzteren hervorbringt, und daher selbst einer Potenz 
derselben gleich ist; der Exponent dieser letztern ist 
um Eins kleiner als die Zahl der Reihen oder Zeilen 
der gegebenen Determinante. 

Man gewinnt diese Eigenschaft ohne Weiteres aus der An- 
wendung der Multiplications-Regel des Art. 345. 


377. In Rücksicht der linearen Transformatio- 
nen gewinnen diese Determinanten mit adjungirten 
Elementen eine Bedeutung, indem man sie als Sub- 
stitutions-Determinanten auffasst, 


Wenn zwei Reihen von Veränderlichen x, y, z, &, n, ¢ in einer 
geometrischen Untersuchung auftreten und die eine Reihe x, y, z 
dureh die linearen Suhstitutionen 

ax Hy tyz. t tH piy Hy? eset By + re 
transformirt wird, so dass 
| æn Pu y| 
tn Par Y2 
LET Ps 7s 
dje Determinante der Substitution ist, während die zweite Reihe 
ë, n, E durch die Substitutionen 
AÈ tBmtOK, Ait Bmt CE, A54 Bmt CE 
transformirt wird, in welcher die Coefficienten die Elemente der 
Determinante 


er 
d. i. die Partial -Determinanten der vorigen sind, so werden 
diese Substitulionen als reciproke bezeichnet. 

Wenn in der Function xg + yn + z£& die Veränder- 
lichen x, y, z und &,n,& durch reciproke Substitutio- 
nen linear transformirt werden, so bleibt dieselbe 
ungeändert. 
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Man erhält nämlich als den neuen Coeflicienten ven é die 
Grösse A, œ, + 4,0, + A; %, d. i. die Determinante 4 der Sub- 
stitution, und ebenso dieselbe Determinante als Coefficienten von 
yn und z&; die Coefficienten aller übrigen Glieder verschwinden, 
wie z. B. der von xy, d.i. 

Bw + Bao + Be, 
u. s. w. In Folge dessen wird xë + yn + 2¢ in 4 (æE + yn + 9) 
transformirt. 


378. Wir haben eine Covariante als eine abgeleitete Function 
der gegebenen definirt, welche ihre Beziehung zu der ursprüngli- 
chen Function unverändert beibehält, wenn beide durch dieselben 
livearen Substitutionen transformirt werden. 


Wennaber die primitive und die abgeleitete Func- 
tion ihre gegenseitige Relation behalten, wenn man 
die Veränderlichen durch reciproke Substitutionen 
trausformirt, so wird die abgeleitete Function als 
eine Contravariante der primitiven bezeichnet. 

Ein derartiger Zusammenhang besteht zwischen den Functionen 

a + ayp a't t 2byz + 2bze + 2b" xy = o, 

(aa WEH (a am bh (aa amb E HAV — țșabi t e baa b tE 
+ Abb — a b” é = o. 

Als die geometrische Bedeutung dieses Zusammenhanges kön- 
nen wir hier nur erinnern, dass lelztere Gleichung die Bedingung 
ist, unter welcher die gerade Linie 

ti +y t:i = 0 
den durch die primitive Gleichung dargestellten Kegelschnitt be- 
rührt. 

Ihre weitere Bedeutung werden wir im ersten Abschnitt des 
folgenden Kapitels erkennen, wo wir den Begriff einer zu einer 
gegebenen Curve Reciproken näher zu untersuchen gedenken. 
(Art..400 u. folg.) Die Gleichung derselben ist immer eine Con- 
travariante von der Gleichung der Curve. 

Sie unterscheidet sich wesentlich von der Covariante, denn nach 
einer linearen Substitution erhält man eine andere reciproke Curve 
zu der nämlichen primitiven ; sie ist eine Contravariante, eben weil 
sie die Bedingung darstellt, unter welcher die gerade Linie 

»?5tyntei=o 
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den gegebenen Kegelschnitt berührt; denn da diese letztere Func- 
tion durch reciproke Substitutionen ungeändert bleibt, so müssen 
wir dasselbe Resultat erhalten, sei es nun, dass wir é, y, & in der 
Function h 
aa — bE 4 (aa b + .. 

transformiren, oder dass wir direct die Bedingung bilden, unter 
welcher die gerade Linie 25 + yn + z= o den durch die trans- 
formirte Gleichung von as + ay’... 
repräsentirten Kegelschnitt berührt. 

Wir erinnern hier zunächst nur noch daran, dass eine Con- 
travariante der allgemeinen Gleichung zweiten Grades in Form 
einer Determinante geschrieben werden kann, nämlich (Art. 366.) 


a 
= 
> 

un 


Die Vergleichung mit Art. 360 lehrt, dass hier zur Diserimi- 
nante der allgemeinen Gleichung nur noch die neuen Veränderli- 
chen ġ, n, ¢ und die Null als Elemente hinzutreten. 


379. Wir haben in den vorhergehenden Entwicklungen die 
wesenllichsten Partien einer Algebra der linearen Transformatio- 
nen in ihrer geometrischen Bedeutsanmkeit, und so weit sie an den 
homogenen Gleichungen ersten und zweiten Grades mit drei Ver- 
änderlichen zur Erscheinung kommen, nach einander vorgeführt. 

ludem wir zurückblicken, finden wir die Hauptgrundzüge 
einer analylisch-geometrischen Untersuchung der den Gleichungen 
beider ersten Grade entsprechenden Formen darin vereinigt. Wir 
haben in den Invarianten und der Discriminante Coeflicienten-Ver- 
bindungen kennen gelernt, welche durch eine lineare Translor- 
mation nicht verändert wurden. Die Identität derselben mit Null 
war der analytische Ausdruck bestunmter charakteristischer Eigen- 
schaften der durch die Gleichung repräsentirten geometrischen 
Form. In dem Umstande, dass eine lineare Transformation unter 
der Voraussetzung, die Substitutions Determinante habe den Werth 
+ 1, einer Coordinaten-Transformation äquivalent war, fanden wir 
für die Natur der so repräsentirlen Eigenschaften die nähere Be- 
zeichnung, dass sie von der Lage des Coordinatensystems unab- 
hängig sind. In der Aufgabe, diejenigen Functionen der Coefli- 
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cienten einer homogenen Form zu bestimmen, welche durch H- 
neare Transformation nicht geändert werden, ‚ist daher die Auf- 
gabe der Entwicklung aller charakteristisch verschiedenen geome- 
trischen Formen, welche jener algebraischen Form entsprechen, 
inbegriffen. Speciell fanden wir die Classification der Kegelschnitte 
von der gefundenen Invariante abhängen. 

Wir haben in den Covarianten und zuletzt in den Contrava- 
rianten die Gleichungen andrer geometrischen Formen kennen ge- 
lernt, welche zu der primitiven in einer durch lineare Substitu- 
tionen unstörbaren Relation sind und wenigstens von den Cova- 
rianten erkannt, dass jene Unveränderlichkeit gegenüber der Wahl 
aller möglichen Coordinatensysteme stattfindet. 

Wenn dies von den Contravarianten augenscheinlich’ nicht 
gilt, so ist es unsere nächste Aufgabe, dem geometrischen Sinne 
dieser algebraischen Zusammenhänge nachzuforschen; der erste 
Abschnitt des folgenden Kapitels führt zur Erledigung dieser Frage, 
soweit sie hier folgen kaun. 

Wenn aber die Transformation der Goordinaten nicht der all- 
gemeinen linearen Substitution, sondern nur einer besondern Art 
einer solchen entspricht, so ergieht sich daraus die andre Aufgabe, 
zu untersuchen, welchen geometrischen Siun diese allgemeine li- 
neare Substitution habe; es wird damit allen hierher gehörigen 
Ergebnissen und Begrilfen ein neues weiteres und fruchtbares Feld 
der Anwendbarkeit erworben. Dieser Anforderung entspricht der 
dritte und letzte Abschnitt des folgenden Kapitels. 

Wir werden Gelegenheit haben zu zeigen, wie auch die Ent- 
wicklungen des zweiten Abschnitts in «diesem Kapitel, welche eine 
wichtige Klasse von Eigenschaften der Kegelschnitte in entsprechen- 
der Ausführlichkeit behandeln, zu diesen Begriffen und Ergebnis- 
sen in enger Beziehung stehen, und erkennen darin das Band, 
welches sie mit denen des vorbergehenden und denen des nach- 
folgenden Abschnitts verknüpft. 

Endlich weisen gerade diese Entwicklungen am deutlichsten 
über die Theorie der Formen ersten und zweiten Grades hinaus. 
Dieselben allgemeinen Ideen müssen, das ist unzweifelhaft, auch 
die analylische Geometrie der Formen beherrschen, welche höhe- 
ven Graden en!sprechen als dem zweiten. In ihnen scheint die 
allgemeine Grundlage einer wahrhaften analytisch - geometrischen 
Untersuchung gegeben. Wenn aber die Beschränkung auf die 
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Formen der beiden ersten Grade, die wir uns bier aufzuerlegen 
hatten, manche Besonderheit in Gefolge hat, welche nur eben 
ihnen angehört, so ist damit hinreichend angedeutet, wie einer 
allgemeinen Untersuchung der höheren Graden der Gleichungen 
entsprechenden geometrischen Formen eine breitere wissenschaft- 
liche Grundlage in der allgemeinen Algebra der linearen 'Transfor- 
mation gegeben werden müsse, 


Sechszehntes Kapitel. 
Geometrische Methoden. 


l. Die Methode der reeiproken Polaren *). 


380. Wenn ein fester Kegelschnitt Zund eine beliebige Curve 
S gegeben sind, so können wir eine andere Curve s in folgender 
Art erzeugen: Wir ziehen irgend eine Tangente zu S und nehmen 
ihren Pol in Bezug auf £. Der Ort dieses Pols ist eine Curve s, 
welche die Polar-Curve von S in Bezug auf £ genannt wird. 
Der Kegelschnitt Z, rücksichtlich dessen der Pol genommen ward, 
heisst der Hills-Kegelschnitt**). 

Wir haben früher (Art. 227, Aufg. 21) ein wichtiges Beispiel 
von Polar-Curven untersucht und bewiesen, dass die Polar-Curve 
eines Kegelschnitts in Bezug auf einen andern Kegelschnitt eine 
Curve des zweiten Grades ist. 

Um auszudrücken, dass ein Punkt der Pol einer 
geraden Linie in Bezug auf den Kegelschuittl £ ist, 
wollen wir ihn kurz als den dieser Linie entsprechen- 
den Punkt bezeichnen. Weil also die Erklärung des Zusam- 
menbangs zwischen den beiden Curven S und s zeigt, wie jeder 

*) M. Poncelet führte diese schöne Methode in die Wissenschaft ein; 
man findet seine Darstellung derselben im 1V. Bande von Crelle’s Journal. 


**) Im Zusammenhange mit andern Betrachjungsweisen wird auch die Be- 
zeichnung dieser Curve als Directrix der Reciprocität vielfach ge- 
braucht, 
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Punkt der Curve s der Pol einer Tangente der Curve S in Bezug 
auf den Kegelschnitt ist, so können wir jetzt die gegenseitige Be- 
ziehung beider Curven dadurch ausdrücken, dass wir sagen, jeder 
Punkt von s entspreche einer Tangente von S. 


381. Der Durchschnittspunkt zweier Tangenten 
der Curve S entspricht der Verbindungslinie der ent- 
sprechenden Punkte von s. 


Dies folgt aus der Eigenschaft des Kegelschnitts Z, nach wel- 
cher der Durchschnittspunkt zweier beliebigen geraden Linien der 
Pol der geraden Linie ist, welche die Pole jener geraden Linien 
verbindet. (Art. 103.) 


Nehmen wir dabei an, dass die zwei Tangenten der Curve S, 
von welcher dieser Satz handelt, unendlich nahe sind, so dass ihr 
Durchschnittspunkt der Curve angehört, so sind die entsprechen- 
den Punkte der Curve s nothwendig auch unendlich nahe benach- 
bart und ihre gerade Verbindungslinie ist eine Tangente dieser 
letzteren Curve. (Art. 99, 116.) Für diesen Fall geht daher der 
obige Satz in den folgenden über: Wenn eine Tangente der 
Curve Seinem Punkte der Curve s entspricht, so ent- 
spricht dem Berührungspunkt jener Tangente in S die 
Tangente dieses Punktes an s. 


Man sieht. daraus, dass die zwischen beiden Curven beste- 
hende Beziehung reciprok ist, d. h. dass die Curve S in der- 
selben Art aus der Curve s abgeleitet werden kann, in welcher 
diese Curve s aus der Curve S hervorging; darauf bezieht sich die 
Benennung solcher Curven als reciproke Polaren. 


382. AufGrund dieses Zusammenhangs können wir 
aus jedem Satze über die Lage von Linien oder Punk- 
ten in Bezug aul die Curve S einen anderu Satz ablei- 
ten, welcher von der Lage von Punkten oder Linien 
bezüglich der Curve s handelt, 


Wenn wir z. B. wissen, dass eine Anzalıl von Punkten, welche 
mil der Figur S verbunden sind, in einer geraden Linie liegen, so 
schliessen wir daraus, dass die entsprechenden mit der Figur s ver- 
bundenen geraden Linien sich in einem Punkte schneiden (Art. 103), 
und umgekehrt: Wenn eine Anzalıl von Punkten der Figur Sin einem 
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Kegelschnitt liegen, so müssen «die entsprechenden geraden Linien 
der Figur s die Polare dieses Kegelschnitts in Bezug auf den Ke- 
gelschnitt Z berühren; oder wenn allgemein der Ort eines 
zu S gehörigen Punktes eine Curve S, ist, so ist die 
Enveloppe der entsprechenden zus gehörigen gera- 
den Linie die reciproke Polare von S,. 


383. Der Grad der reciproken Polare einer Curve 
ist der Zahl von Tangenten gleich, welche von irgend 
einem Punkte an diese Curve gezogen werden können; 
nach dem in Art. 313 eingeführten Sprachgebrauch sagen wir, dass 
er ihrer Klasse gleich ist. 


Denn der Grad der Curve s ist mit der Anzahl von Punkten 
identisch, in denen eine gerade Linie diese Curve schneidet; und 
einer Anzahl von Punkten der Curve s, die in einer geraden Linie 
liegen, entspricht die nämliche Anzahl von Tangenten der Curve S, 
welche durch den dieser Linie entsprechenden Punkt gehen. 


Wem also S ein Kegelschnitt ist, an welchen, wie wi wis- 
sen, von einem Punkte aus zwei und nur zwei reelle oder ima- 
ginäre Tangenten gezogen werden können, so schneidet eine ge- 
rade Linie die Curve s in zwei und nur iu zwei reellen oder ima- 
ginären Punkten, und wir erkennen auch so, unabhängig von dem 
im Art. 227 gegebenen Beweise, dass die Reciproke eines Kegel- 
schnitts eine Curve zweiten Grades ist. 


384. Wir wollen die Art der Ableitung eines Satzes 
aus einem andern nach dieser Methode für den Fall 
durch Beispiele näher erläutern, wo die Gurven $ 
und s Kegelschnitte sind. 


Aus Art. 291 kennen wir den Satz: Wenn ein Sechseck 
einem Kegelschnitt S eingeschrieben ist, so sind die 
Durchschnittspunkte seiner Gegenseiten 4 und DÐ, 
Bund E, C und Fin derselben geraden Linie. Nach 
dem Vorigen schliessen wir daraus, dass in einem Sechs- 
eck, welches dem Kegelschnitte s umschrieben ist, 
dieVerbinduugslinien der Gegenecken a und d, b und e, 
c undf sich in einem Punkte schneiden. (Art. 289.) Wir 
erkennen also, dass die Sätze von Pascal und Brianchon zu- 
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einander reciprok sind; und in der That ist der Letztere auf 
diese Weise zuerst erhalten worden. 

Um «dem Leser möglichst einfach Gelegenheit zur eigenen Ue- 
bung in der Anwendung dieser Methode zu bieten, wollen wir 
eine Anzahl von Sätzen mit Danebenstellung ihrer reeiproken Sätze 
anführen. Der Leser möge zuerst sorgfältig die Beweisgründe 
aufsuchen und prüfen, durch welche der eine aus dem andern 
hervorgeht und dann versuchen, bei andern Beispielen die reci- 
proken Sätze selbst aufzustellen, ohne sie vorher in der hier ge- 
gebenen Fassung zu lesen, Er wird zuletzt finden, dass die zur 
Bildung des reeiproken Satzes führende Operation auf einen fast 
mechanischen Prozess sich reducirt , dessen wesentlichstes Stück 
die Vertauschung der Worte „Punkt“ und „gerade Linie“, 
„ eingeschrieben‘ und „umschrieben“, „Ort“ und ,„ Enveloppe‘, 
u. s. w. ist. 


Wenn zwei Ecken eines Dreiecks 
sich in festen geraden Linien bewe- 
gen, während dbe Seiten sich um fe- 
ste Punkte dreliem, so ist der von sei- 
ner dritten Ecke «durchlaufene Ort ein 
Kegelselmilt. (Aufg. 4, Art. 302.) 

Der vom dritten Eckpunkt durch- 
laufene Ort wird zu einer geraden Li- 
nie, wenu die Pumkte, um welche die 
Seiten sich drehen, in einer geraden 
Linie liegen. (Aufg. 5, Art. 47.) 

In welchem andern Falle ausser die- 
sem wird der Ort der dritten Ecke eine 
gerade Linie? (Aufg. 6, Art. 47.) 


Wenn zwei Seiten eines Dreiecks 
durch feste Punkte gehen, während 
die Ecken sich in festen geraden Li- 
nien bewegen, so ist die Enveloppe 
der dritten Seite ein Kegelschnitt. 


Die Enveloppe der dritten Seite 
wird ein Punkt, wenn die von den 
Eckpunkten des Dreiecks duvchlau- 
fenen geraden Linien sich in einem 
Punkte schneiden. 

In welchem andern Falte ausser lie- 
sem geht die dritte Seite durch einen 
festen Punkt? (Aufg. 3, Art. 49.) 


Wenn zwei Kegelschnitte sich berühren, so be- 


rühren sich ihre reeiproken Curven ebenfalls; denn 
das erste Paar hat einen Punkt und die ibm angehörige Tangente 
gemein, demnach ist dem zweiten die entsprechende Tangente und 


der zugehörige Berührungspunkt gemein. Ebenso haben die 
Reciproken zweier Kegelschnitte eine doppelte Be- 


rührung, wenn diese selbst eine solche doppelte Be- 
rührung besitzen. 

Wenn ein Dreieck einem Kegel- 
schnitt umschriehen ist und zwei 
seiner Ecken sich in festen geraden 
Linien bewegen, so ist der Ort der 


Wenn ein Dreieck einem Kegel- 
schnitt eingeschrieben ist, und zwei 
seiner Seiten durch feste Punkte ge- 
hen, so ist die Enveloppe der dritten 
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dritten Ecke ein Kegelschnitt, der mit Seite ein Kegelschnitt, der mit dem ge- 
dem gegebenen eine doppelte Berüh- gebenen einedoppelte Berührung hat. 
rung hat. (Aufgabe I, Art. 302.) (Aufg. 2, Art. 302.) Vergl. Art. 326. 


385. Wir zeigten im Art. 381, dass, wenn die Tangenten 
pt, pt der Curve s den Punkten P, P der Curve S entsprechen, 
auch die Tangenten der Curve S in den Punkten P, P den Be- 
rührumgspunkten p, p der Tangenten pt, pé der Curve s entspre- 
chen müssen; in Folge dessen entspricht der Durchschnittspunkt 
Q dieser Tangenten der Berührungssehne pp, und wir erkennen 
daraus, dass einem Punkte Q und seiner Polare PZ in 
Bezug auf die Curve S eine gerade Linie pp und ihr 


Pol g in Bezug auf die Curve s entspricht. 


Wenn zwei Punkte eines Kegel- 
schnitts und zwei seiner Tangenten 
gegeben sind, so geht die Verbin- 
dungslinie der Berührungspunkte die- 
ser letzteren durch einen festenPunkt. 
(Art. 287.) 

Die Polaren eines festen Punktes in 
Bezug auf alle durch vier gegebene 
Punkte möglichen Kegelschnitte ge- 
hen durch einen und denselben Punkt. 
(Art. 111, Aufg. 3.) 

Der Ort des Pols einer festen ge- 
raden Linie in Bezug auf alle die den 
nämlichen Viereck umschriebenen ke- 
gelschnitte isteinKegelschnitt. (Art. 
330, Aufg. 2.) 

Die geraden Linien, welche die 
Ecken eines Dreiecks mit den Gegen- 
ecken des Dreiecks verbinden, wel- 
ches als sein Polar-Dreieck in Bezug 
auf einen Kegelschnitt zu betrachten 
ist, schneiden sich in einem Punkte. 
(Art. 331, Aulg.2) 

In einen Kegelschnitt ein Dreieck 
einzuschreiben, dessen Seiten durch 
drei gegebene Punkte gehen. (Art. 
331, Aufg. 6.) 


Wenn zwei Tangenten und zwei 
Punkte eines Kegelschnilts gegeben 
sind,so bewegt sich derDurchschnitts- 
punkt der diesen letzteren angehöri- 
gen Tangenten desselben in einer ge- 
raden Linie. 

Die Pole einer festen geraden Linie 
in Bezug auf alle die mil den nänli- 
chen vier Tangenten möglichen Ke- 
gelschnitte liegen in derselben gera- 
den Linie. 

Die Enveloppe der Polare eines fe- 
sten Punktes in Bezug auf alle dic dem 
nämlichen Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt. 


Die Punkte, in welchen die Seiten 
eines Dreiecks von den Gegenseilen 
des Dreiecks geschnitten werden, «las 
als-sein Polar - Dreieck in Bezug auf 
einen Kegelschnitt erscheint, liegen 
in einer geraden Linie. 


Uin einen Kegelschnitt ein Dreieck 
zu beschreiben, dessen Ecken in drei 
gegebenen geraden Linien liegen. 


386. Für den Fall zweier Kegelschnitte S, S und der reci- 
proken Kegelschnitte s, s erkennen wir, dass jedem Punkte, wel- 
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cher den Curven S und S gemeinschaftlich ist, eine Tangente 
entspricht, welche den Curven s und s gemeinschaftlich angehört, 


und 


ebenso einer Durchschnittssehne vou S und S ein Durch- 


schnittspunkt gemeinschaftlicher Tangenten von s und s. 


Wenn drei Kegelschnitte zwei 
Punkte und somit eine Selme ge- 
mein haben, so schneiden sich ihre 
drei anderen gemeinschaftlichen Seh- 
nen in einem Punkte. (Art. 290.) 


Wenn drei Kegelschnitte zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten besitzen, 
oder wenn jeder von ihnen eine dop- 
pelte Berührung mit einem viertenKe- 
gelschnitt hat, so gehen ihre sechs 
Durchschnittssehnen zu dreien durch 
dieselben Punkte. (Art. 288.) 


Oder: Drei Kegelschnitte, deren 
jeder mit einem vierten Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung hat, können 
als solche betrachtet werden, welche 
vier Radical- Centra besitzen. (Art. 
141.) 


Wenn zwei Kegelschnitte sich be- 
rühren, so schneiden sich die Tan- 
genten derselben, welche in den End- 
punkten einer beliebigen, durch den 
Berührungspunkt gehenden Sehne an 
sie gelegt sinl, in der gemeinschaft- 
lichen Selne beider Kegelschnitte. 


Wenn man durch den Durch- 
schnitts-Punkt  gemeinschaftlicher 
Tangenten zweier Kegelschnitte zwei 
beliebige Sehnen zieht, so schneiden 
sich die geraden Verbindungslinien 
ihrer Endpunkte in der einen oder 
andern von ihren gemeinschaftlichen 
Sehnen. (Art. 288.) 


www.r 


Wenn drei Kegelschnilte zwei 
gemeinschaftliche Tangenten besi- 
tzen, so liegen die Durchsehnitts- 
punkte der andern drei Paare ihrer 
gemeinschaftlichen Tangenten in ei- 
ner geraden Linie. 


Wenn drei Kegelschnitte zwei ge- 
meinschaftliche Punkte besitzen, oder 
wenu jeder von ihnen eine doppelte 
Berührung mit einem vierten Kegel- 
schnitt hat, so liegen von den sechs 
Durchschnitts-Punkten der gemein- 
schaftlichen Tangenten drei und drei 
in derselben geraden Linie. 


Oder: Drei Kegelschnitte, deren 
jeder mit einem vierten Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung hat, können 
als solche betrachtet werden, welche 
vier Achsen der Aclınlichkeit besitzen. 
(Vgt. Art. 150.) 


Wenn zwei Kegelschnitte sich be- 
rühren, so geht die Verbindungslinie 
der Punkte derselben, in welchen die 
von einem beliebigen Punkte ihrer je- 
nem Berührungspuukte entsprechen- 
den gemeinschaftlichen Tangente an 
sie gezogenen Tangenten sie berüh- 
ren, stets durch den Durchschnitts- 
punkt der gemeinschaftlichen Tan- 
genten beider Kegelschnitte. 


Wenn man in der gemeinschaftli- 
chen Seline zweer Kegelselnitte ir- 
gend zwei Punkte wählt und von ilh- 
nen an die Kegelschnitte Tangenten 
zicht, so gehen die Diagonalen der 
von ihnen gebildeten Vierecke durch 
den einen oder andern von den Purch- 
schnittspunkten der gemeinschaftli- 
chen Tangenten beider Kegelschnitte. 
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Wenn jeder der zwei Kegelschnitte 
4 und B mit einem dritten Kegel- 
sechuitt § eine doppelte Berührung 
hat, so schneiden sich ihre Berülı- 
rungssehnen mit demselben und ihre 
Durchschnittssehnen nut einander in 
einem Punkt und bilden ein harmo- 
nisches Büschel. (Art. 287.) 


Wenn jeder von drei Kegelschnit- 
ten A, B, C mit einem vierten S eine 
«doppelte Berührung hat, und wenn 
überdies die Kegelschnitte 4 und B 
beide den Kegelschnitt C berühren, so 
schneiden sich die Tangenten in ih- 
ren Berührungspunkten in einer ge- 
meinschaftlichen Sehne "der Kegel- 
sehnilte 4 und B. 
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Wenn jeder der zwei Kegelschnitte 
4 und B mit einem dritten Kegel- 
schnitt S eine doppelte Berührung 
hat, so liegen die Durchsehnitispunk- 
te ihrer den Berührungspunkten mit 
S entsprechenden Taugenten und die 
Durchsehnittspunkte der Tangenten, 
welche 4 und B gemeinschaftlich 
sind, in einer und derselben geraden 
Linie und die erstern Punkte sind den 
letziern harmonisch conjugirt. 


Wenn jeder von drei Kegelschnit- 
ten 4, B, C mit einem vierten $ eine 
doppelte Berührung hat, und wenn 
die kegelschnitte 4 und B überdies 
den Kegelschnitt C berühren, so geht 
die gerade Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte durch einen Durch- 
schnitts - Punkt gemeinschaftlicher 
Tangenten der Kegelschnitte d uud B. 


-T a h N 
Man bemerkt leicht, dass die vorigen Sätze denen analog 


sind, welehe in dem Art. 155 und den vorhergehenden Art. in 
der Theorie dreier Kreise aufgestellt und angewendet worden 
sind; jedem der dortigen Sätze entspricht ein Satz in der Theo- 
rie dreier Kegelschnitte, die in denselben vierten 
Kegelschnitt eingeschrieben sind, (Vergl. Art. 353.) Das 
Analogon der Aufgabe des Apollonius ist alsdann die Aulgahe: 
Zu drei Kegelschuitten, welche alle demselben Kegel- 
schnitt eingeschrieben sind, denjenigen vierten Ke- 
gelschnitt zu bestimmen, der sie alle berührt und 
gleichfalls demselben Kegelschnitt eingeschrieben 
ist. Die Untersuchung derselben ist eine sehr nützliche Uebung, 
die wir dem Leser empfehlen. Nur in dem Schlusse 5) des Art. 
155 findet eine wesentliche Differenz statt, die daraus entspringt, 
dass die drei gegebenen Kegelschnitte nicht ein Radical - Centrum, 
sondern vier solche Punkte haben. In Folge dessen wird die Linie 
ab” nun construirt, indem man den Pol von S S'S" mit irgend ei- 
nem der vier Radical-Centra verbindet und das Problem nimmt 
demnach 32 Auflösungen an, statt der 8 im Falle dreier 
Kreise. 

Wir fügen dem noch die Sätze hinzu, welche dem Schlusse 
6) des Art. 155 entsprechen; sie sind: 


‚pl 


Die Berührungssehne des geforder- 
ten Kegelschnittes mit dem umschrie- 
benen Kegelschnilt S geht durch den 
Durchschnitt einer der Aehnlichkeits- 
Achsen der drei gegehenen Kegel- 
schnitte mit der Polare eines ihrer 
Rtadical-Centra in Bezug auf den Ke- 
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Der Durchschnittspunkt der ge- 
meinschaftlichen Tangenten des ge- 
forderten Kegelschnitts mit dem um- 
schriebenen Kegelschnitt $ liegt in 
der geraden Verbindungslinie eines 
ihrer Radical-Centra mil dem Pol ei- 
ner ihrer Aehnlichkeits-Achsen in Be- 


gelschnilt S. zug auf den Kegelschnitt S. 


387. Wir haben bisher den Hilfskegelschnitt X als einen 
ganz beliebigen Kegelschnitt vorausgesetzt; es ist jedoch ge- 
bräuchlicher, diesen Hilfskegelschnitt einen Kreis sein 
zu lassen. Wir wollen in dem Folgenden diese besondere An- 
nahme überall machen, so dass überall, wo nicht ausdrücklich 
das Gegentheil erwähnt ist, unter Polar-Curven solche Polaren ge- 
meint sein sollen, welche mit Bezug auf eine kreisförmigeDi- 
rectrix gebildet sind. 

Wir wissen aus Art. 117, dass die Polare eines Punktes in 
Bezug auf einen Kreis zu der Verbindungsfinie dieses Punktes mit 
dem Gentrum senkrecht ist, und dass das Product der Entfernun- 
gen (dieses Punktes und seiner Polare vom Centrum dem Quadrat 
des Radius gleich ist. Auf Grund dieser Beziehung kann der ge- 


genseitige Zusammenhang zwischen solchen Polar-Curven, die auf 
eine kreisföormige Directrix bezogen sind, wie folgt ausgedrückt 
werden: Wenn man von einem beliebigen festen Punkte 
0 (Fig. 114) auf jede Tangente der Curve S eine Senk- 
rechte OT fällt, so ist der Ort eines Punktes p in der- 
selben, welcher so bestimmt wird, dass das Rechteck 

Fig- 114, 


OT.Op einer constanten 
Grösse k? gleich sei, die 
reciproke Polare der Cur- 
ve 5. Denn dies ist völlig gleich- 
bedeutend mit dem Ausdrucke, 
nach welchem der Punkt p der 
Pol der geraden Linie PT in Be- 
zug auf den festen Kreis ist, der 
den Punkt O zum Centrum und 
die Länge k zum Halbmesser hat. 

Nach Art. 381 schliessen wir daraus, dass die Tangente pt 
dem Berührungspunkt P entspricht, d. h. dass die gerade Linie 
OP zu pt senkrecht und dass OP. Ot = k? ist. 


Salmon, Anal. Geom. der Kegelschnitte, 
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Es ist leicht nachzuweisen, dass durch die Veränderung der 
Grösse k die Form der Curve s nicht geändert wird; da in den 
meisten Fällen nur in dieser letzteren das geometrische Interesse 
ruht, so kann man den zur Directrix gewählten Kreis 
ganz ausser Betracht lassen und s als die reciproke 
Curve von S in Bezug auf den Punkt O bezeichnen. 
Alsdann nennen wir diesen Punkt den Ursprung- der Reci- 
proeität, 

Die Vortheile, welche die Anwendung eines Kreises als Hilfs- 
kegelschnitt gewährt, entspringen aus den beiden folgenden Sätzen, 
die aus dem oben Gesagten hervorgehen und uns in den Stand 
setzen, nicht nur Sätze, welche sich allein auf die Lage beziehen, 
sondern auch solche Sätze durch diese Methode zu transformiren, 
welche die Grösse von Linien und Winkeln betreffen: 

Die Entfernung eines Punktes P vom Ursprung ist 
der reeiproke Werth von der Entfernung der entspre- 
chenden geraden Lfnie pt. 

Der von irgend zweigeradenLinien 70, TO gebil- 
dete Winkel TOT ist dem Winkel »0p gleich, welcher 
am Ursprung durch die entsprechenden Punkte p,p 
bestimmt wird; denn Op ist senkrecht zu TO und Op’ senk- 
recht zu TO. 

Wir werden einige Beispiele von der Anwendung dieser Prin- 
eipien geben, nachdem wir vorher die folgende Aufgabe unter- 
sucht haben. 


388. Die reciproke Polare eines Kreises in Bezug 
auf einen andern Kreis zu finden. 
Die Aufgabe fordert, den Ort des Pols einer Tangente PT 
des Kreises € in Bezug auf den Kreis O zu bestimmen. (Fig. 115.) 
Sei MN die Polare des 
Mittelpunktes C in Bezug auf 
den Kreis 0, so besteht, wenn 
wir die Punkte C und p und 
ihre Polaren ZN und PT be- 
trachten, nach Art. 127 die 
Relation 
oe Op 
EP pN 


Fig. 115, 
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(N ist der Fusspunkt des von p auf die Polare MN gefällten Per- 
pendlikels); in dieser ist aber das erste Verhältniss constant, weil 
sowohl OC als CP constant sind. Es ist also die Entfernung des 
Punktes p von dem Punkte O zu seiner Entfernung von der Ge- 
raden MN in dem constanten Verhältniss OC: CP, d. h. der Ort 
des Punktes p ist ein Kegelschnitt, für welchen O ein 
Brennpunkt und MN die entsprechende Directrix und 
dessen Excentricilät 0C: CP ist. Die Excentriecität ist dem- 
nach grösser oder kleiner als Eins, je nachdem O ausserhalb oder 
innerhalb des Kreises C ist, und sie ist gleich Eins, wenn der 
Punkt O in der Peripherie desselben liegt. A 


Die reciproke Polare eines Kreises ist ein Kegel- 
schnitt, der den Ursprung zum Brennpunkt und die dem 
Centrum entsprechende geradeLinie zurDirectrix hat, 
und welcher eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, 
je nachdem der Ursprung innerhalb oder ausserhalh 
des Kreises oder auf demselben liegt. 


389. Hiernach machen wir zunächst von dem zweiten Salze 
des Art. 387 Gebrauch zur Ableitung einer Reihe von 
KEigenschaftem, welche sich auf die Grösse von Win- 
keln beziehen. 


Zwei Tangenten eines Kreises ma- Die gerade Linie, welche vom 
chen mit ihrer Berührungssehne glei- Brennpunkt eines Kegelschnitts nach 
che Winkel. dem Durchschnittspunkt zweier Tan- 


genten desselben gezogen wird, hal- 
birt den Winkel, welchen ihre Berüh- 
rungssehne am Brennpunkt spannt. 
(Art. 193.) 


Denn der Winkel zwischen einer Tangente PQ und der Be- 
rührungssehne PP’ ist dem Winkel gleich, der am Brennpunkt 
von den entsprechenden Punkten p, g gespannt wird; ebenso ist 
der Winkel OPP dem von p und g am Brennpunkte gespannten 
Winkel gleich, und wegen QPP = OP? ist daher pOg — p Og. 

Jede Tangente eines Kreises ist Jeder Punkt eines Kegelschnitts 
senkrecht auf der Verhindungslinie fasst mit dem Durchschniltspunkt der 
ihres Berührungspunktes mit dem ihm entsprechenden Tangente mit der 


Centrum. Directrix am Brennpunkt einen rech- 
ten Winkel. 
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Wir ermnern dabei, dass die Direetrix des Kegelschnitts dem 


Centrum des Kreises entspricht. 


Jede gerade Linie ist senkrecht zu 
der geraden Verbindungslinie ihres 
Pols mit dem Centrum des Kreises. 


Die gerade Linie, welche einen 
Punkt mit dem Centrum cimes Kreises 
verbindet, macht mit den durch die- 
sen Punkt an den Kreis gezogenen 
Tangenten gleiche Winkel. 


Der Ort des Durchschnittspunk tes 
derjenigen Tangenten eines Kreises, 
die einander unter gegebenem Win- 
kel schneiden, ist ein concentrischer 
Kreis, 


Die Enveloppe der Berührungs- 
sehnen derjenigen Tangenten eines 
Kreises, welche sich unter einem ge- 
gebenen Winkel schneiden, ist ein 
eoncentrischer Kreis. 


Wenn man von einem festen Punk- 
te an eine Reihe coneentrischer Kreise 
Tangenten zieht, so ist der Ort der 
Berührungspunkte ein durch den fe- 
sten Punkt und das gemeinschaftli- 
che Centrum gehender Kreis. 


Jeder Punkt fasst mit dem Durch- 
schnittspunkt seiner Polare mit der 
Directrix einen rechten Winkel am 
Brennpunkt. 


Wenn der Punkt, in welchem eine 
gerade Linie die Directrix schneidet, 
mit dem Brennpunkt verbunden wird, 
so halbirt die Verbindungslinie den 
Winkel zwischen den Radien vecto- 
ren der Punkte, in welchen die gege- 
bene gerade Linie den Kegelschnitt 
schneidet. 

Die Enveloppe der Sehnen eines 
Kegelschnitts, welche einen gegebe- 
nen Winkel am Brennpunkt spannen, 
ist ein Kegelschnitt von dem nämli- 
chen Brennpunkt und derselben Di- 
reelrix. 


Der Ort der Durchschnitispunkte 
der Tangenten eines Kegelschnitts, 
deren Berührungssehnen am Brenn- 
punkt einen gegebenen Winkel span- 
nen, ist ein Kegelschnitt von dem- 
selben Brennpunkt und derselben Di- 
recirix. ’ 

Wenn eine feste gerade Linie eine 
Reihe von Kegelschnilten schneidet, 
die denselben Brennpunkt und die- 
selbe Direetrix haben, so ist die En- 
veloppe der in den Durchschnitis- 
punkten an diese Kegelschnitte ge- 
legten Tangenten ein Kegelschnilt 
von demselben Brennpunkte, welcher 
sowohl die feste gerade Linie als die 
gemeinschaftliche Direetrix berührt. 


Wenn wir die gerade Linie in unendlicher Entfernung vor- 
ausselzen, so ergiebt sich als ein specieller Fall des letzteren 
Satzes, dass die Enveloppe der Asymptoten aller der- 
jenigen IHyperbeln, die denselben Brennpunkt und 


dieselbe Directrix haben, 


eine Parabel ist, die den- 


selben Brennpunkt hat und die gemeinschaftliche Di- 


rectrix berührt. 
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Wenn durch einen Punkt eines 
Kreises zwei zu einander rechtwink- 
lige Sehnen gezogen werden, so geht 
die Verbindungslinie ihrer Endpunkte 
durch das Centrum desselben. 


Der Ort der Durchschnittspunkte 
derjenigen Tangenten einer Parabel, 
welche einander rechtwinklig durch- 
schneiden, ist die Direcetrix. 


Wir sagen „eine Parabel“, weil die Polare des Kreises in Be- 
zug auf den Punkt, von welchem die Sehnen ausgehen, als auf 


einen Punkt seiner Peripherie eine Parabel ist. 


Die Enveloppe einer Sehne im 
Kreise, welche an einem gegebenen 
Punkte seiner Peripherie einen vor- 
geschriebenen Winkel spannt, ist ein 
concenlrischer Kreis. 


Wenn die Basis und der Winkel 
an der Spilze eines Dreiecks gege- 
ben sind, so ist der Ort der Spitze 
ein Kreis, welcher «durch die End- 
punkte der Basis gelht. 


Der Ort des Durchschnittspunktes 
der Tangenten einer Ellipse oder ly- 
perbel, welche einander rechtwink- 
lig schneiden, ist ein Kreis. 


(Art. 388.) 


Der Ort der Durchschniltspunkle 
derjenigen Tangenten einer Parabel, 
welche einander unter gegebenem 
Winkel schneiden, ist ein Kegel- 
schnitt, der denselben Brennpunkt 
und dieselbe Directrix hat. 


Wenn von einem Dreieck zwei Sei- 
ten nach ihrer Lage und der von der 
Basis an einem bestimmlen Punkte 
gespannte Winkel gegeben sind, so 
ist die Enveloppe der Basis ein Ke- 
gelschnitt, von welchem dieser Punkt 
ein Brennpunkt ist und der die bei- 
den gegebenen Seiten berührt. 


Die Enveloppe der Selme eines Ke- 
gelschnitts, welche an einen gege- 
benen Punkte einen rechten Winkel 
spannt, ist ein Kegelschnitt, welcher 
diesen Punkt zum Brennpunkt hat. 


Im Art. 134 bewiesen wir den Satz: Wenn man von ei- 


nem Punkt in der Peripherie eines Kreises auf die 
Seiten eines ihm eingeschriebenen Dreiecks Perpen- 
dikel fällt, so liegen ihre Fusspunkte in einer gera- 
den Linie. 


Wenn wir jenen Punkt zum Ursprung der Reciprocität wäh- 
len, so entspricht dem in den Kreis eingeschriebenen Dreieck ein 
Dreieck, welches einer Parabel umschrieben ist; es entspricht 
auch dem Fusspunkt der auf eine gerade Linie gefällten Senk- 
rechten die durch den entsprechenden Punkt senkrecht zu seiner 
Verbindungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade, so dass 
wir den Satz erhalten: Wenn wir die Ecken eines Drei- 
ecks, welches einer Parabel umschrieben ist, mit 
dem Brennpunkt derselben verbinden und in jenen 
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Eckpunkten auf diesen Verbindungslinien Senkrechte 
errichten, so gehen diese dureh denselben Punkt. 
Wenn man daher über «der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem 
Brennpunkt als Durchmesser einen Kreis beschreibt, so geht der- 
selbe durch die Ecken des umschriebenen Dreiecks. Und somit: 
Wenn drei Tangenten einer Parabel gegeben sind, so 
ist der Ort des Brennpunktes derselben ein Kreis, 
welcher dem von jenen gebildeten Dreieck umschrie- 
ben ist. (Art. 225.) 

Der Ort des Fusspunktes der Senk- Wenn man von irgend einem Punk- 
rechten vom Brennpunkt einer Ellip- te aus nach einem Kreise gerade Li- 
se oder Hyperbel auf die Tangente nien zieht und in den Endpunkten 
derselben ist ein Kreis. derselben Senkrechle auf ihnen er- 

richtet, so ist die Enveloppe dieser 
Letzteren ein Kegelschnitt, der den 
festen Punkt zu seinem Brennpunkt 
hat. 


390. Nachdem wir im letzten Artikel die Methode, nach wel- 
cher auf Winkel bezügliche Sätze transformirt werden, hinreichend 
durch Beispiele erläutert haben, gehen wir dazu über, zu zei- 
gen, in welcher Weise Sätze transformirt werden, in 
welchen die Grössen von durch den Ursprung gehen- 
den geraden Linien auftreten. Solche Transformationen 
geschehen auf Grund des ersten Satzes im Artikel 387. Wir 
wählen als ein Beispiel den Satz, dass die Summe (oder die 
Differenz, wenn der Ursprung ausserhalb des Kreises liegt) der 
Senkrechten, die vom Ursprung auf ein Paar paral- 
leler Tangenten eines Kreises gefällt werden kön- 
nen, constant und dem Durchmesser des Kreises 
gleich ist. 

Nun entsprechen zwei parallelen Linien zwei Punkte in einer 
durch den Ursprung gehenden Geraden, und man erhält den Satz: 
Die Summe der reciproken Werthe der Segmente einer 
Focal-Schne in der Ellipse ist constant. 

Aus Artikel 195, Aufgabe 1, wissen wir, dass diese Summe 
dem reciproken Werth des Halbparameters der Ellipse gleich ist, 
und da das gegenwärtige Beispiel lehrt, dass dieselbe nur vom 
Durchmesser und nicht von der Lage des reciproken Kreises ab- 
hängig ist, so ist zu schliessen, dass die reeiproken Curven 
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gleicher Kreise in Bezug auf irgend einen Ursprung 
denselben Parameter haben. 

Das Rechteck der Segmente jeder Das Rechteck aus den Senkrech- 
durch den Ursprung gezogenen Sch- ten, die man vom Brennpunkt auf 
ne eines Kreises ist constant. zwei parallele Tangenten fällen kann, 

ist constant. 


Daher ist mit der durch den Ursprung an einen Kreis zu 
ziehenden Tangente auch die conjugirle Achse der reciproken Hy- 
perbel gegeben. 

Der Satz, dass die Summe der Entfernungen eines Ellipsen- 
punktes von den Bremnpunkten constant ist, kann ausgedrückt 
werden, wie folgt: 

Die Summe der Entfernungen des Die Summe der reeiproken Werthe 
Brennpunktes von den Berührungs- der Senkrechten, welche man von 
punkten paralleler Tangenten ist einem beliebigen Punkte aus auf sol- 
constant. che zwei Tangenten eines Kreises 

fällen kann, deren Berührungsselne 
durch jenen Punkt gelt, ist constant. 


391. Mit Hilfe. des in Artikel 127 gegebenen Satzes kann man 
diese Transformmationen auch auf solche Sätze an- 
wenden, welche sich auf die Grösse von geraden Li- 
nien beziehen, die nicht durch den Ursprung gehen. 


So wissen wir z. B., dass das Product der Perpendikel, die 
man von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnitts auf das eine 
Paar der Gegeuseiten eines in denselben eingeschriebenen Vierecks 
füllen kamm, zu dem Product der von demselben Punkte auf das 
andre Paar der Gegenseiten zu fällenden Perpendikel in einem 
conslanten Verhältuiss ist. (Artikel 283.) 

Die Relation 

PA.PC=k.PB.PD, 
welche diesen Satz ausdrückt, wenn P der gedachte Punkt und 
d, B, C, D die Fusspunkte der auf die Seiten des Vierecks ge- 
fällten Perpendikel in ihrer natürlichen Ordnung sind, kaun aber 
in der Form 

PA PC PB PD 

OP op “` OP OP 
geschrieben werden. Sind nun «, b, c, d die den Seiten des 
Vierecks entsprechenden Punkte und bezeichnet «p die Senkrechte, 
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welche man von a auf die dem Punkte P entsprechende gerade 
Linie fällt, so gilt nach Artikel 127 die Relation 
PA 
oP 


ebenso für die andern Seiten. 


ap 


Da ` 


Wegen der Unveränderlichkeit der Linien Oa, Ob, Oc, Od 
schliessen daraus: Wenn ein festes Viereck einem 
Kegelschnitt umschrieben ist, so ist das Product der 
Perpendikel, die man von zweien seiner Gegenecken 
auf eine veränderliche Tangente desselben fällen kann, 
zu dem Producte der auf dieselbe Tangente von den 
andern Gegenecken gefällten Perpendikel in einem 


wir 


constanten Verhältniss. 


Das Product der Perpendikel, die 
man von einem beliebigen Punkte 
eines Kegelschnitts auf. zwei feste 
Tangenten desselben fällt, ist zu dem 
Quadrat des von ihm auf ihre Berüh- 
rungsseline gefällten Perpendikels in 
einem constanten Verhältniss. 


Das Produet der Perpendikel, die 
man von zwei festen Punkten eines 
Kegelschnittes auf eine beliebige Tan- 
gente desselben füllen kann, ist in 
einem constanten Verhältniss zu dem 
Quadrate des Perpendikels, welches 
vom Durchschnitt der in jenen Punk- 


ten an den Kegelschnitt gelegten 
Tangenlen auf jene Tangente gefällt 
wird. 


Wälilte man bei dieser Transformation den Ursprung der 
Reeiprocität in der Berührungssehne selbst, so ist der reciproke 
Satz wie folgt auszusprechen: Das Rechteck aus den Ab- 
schnitten, welche eine veränderliche Tangente eines 
Kegelschnitts in zwei parallelen festen Tangenten 
desselben bestimmt, ist constant. 


In jedem Kegelschnitte ist das Pro- Das Quadral des Radius vector von 
duct der Perpendikel, die man von einem festen Punkte zu einem helie- 
zwei festen Punkten (den Brennpunk- bigen Punkte eines Kegelschnitts ist 
ten) auf eine beliebige Tangente fällt, zu dem Producte der Perpendikel in 
constant. einem constanten Verhältniss, welche 

man von (diesem Punkte des Kegel- 
schnilts aulzwei feste gerade Linien 
fällen kann. 


392. Manche auf Grössenverhältnisse bezügliche Sätze lassen 
sich auf solche über gerade Linien redueiren, welche in harmoni- 
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schem oder anharmonischem Verhältniss geschnitten werden, und 
ihre Transformation wird alsdann durch das folgende Princip ermög- 
licht: Vier Punktenin einer geraden Linie entsprechen 
vier gerade Linien, die durch einen Punkt gehen, (einer 
Reihe von vier Punkten ein Büschel von vier Strahlen) und das 
anharmonische oder Doppelschpnitt-Verhältniss dieses 
Büschels ist dasselbe wie das jener vier Punkte. Man 
braucht zur Begründung desselben nur anzuführen, dass jeder 
Strahl des Büschels, welches durch den Ursprung und die gege- 
benen vier Punkte bestimmt wird, zu einer der entsprechenden 
Linien senkrecht ist. 


Mit Hilfe dieses Prineips lassen sich die anharmonischen 
Eigenschaften der Kegelschnitte aus denen des Kreises ableiten. 


Das Doppelschnittverhältniss des Das Doppelschnittverhältniss der 
Büschels, welches durch die Verbin- Punkte, in welchen vier feste Tan- 
dung von vier festen Punkten eines genten eines Kegelschnitts von einer 
Kegelschnitts mit einem veränderli- veränderlichen fünften Tangente des- 
chen fünften entsteht, ist constant. selben geschnitten werden, ist con- 

stant. 


Der erste dieser Sätze ist für den Kreis wahr, weil alle Win- 
kel des Büschels constant sind, in Folge dessen ist der zweite für 
alle Kegelschnitte richtig. Der zweite Satz gilt für den Kreis, 
weil die von den vier Punkten am Centrum bestimmten Winkel con- 
stant sind; in Folge dessen ist der erste Satz für alle Kegel- 
schnitte wahr. 


Indem man die Winkel betrachtet, welche in der reeiproken 
Figur den am Kreise vorhandenen constanten Winkeln entsprechen, 
erkennt man, dass die von den vier Punkten der verän- 
derlichen Kegelschnitistangente am Brennpunkt be- 
stimmten Winkel in dem einenFalle constant sind und 
dasferner die Winkel, welche von den Durchschnitts- 
punkten der vier Strahlen des Büschels mit der Di- 
rectrix am Brennpunkt gespannt werden, in dem an- 
dern Falle von constanter Grösse sind. 


In derselben Art zeigt sich der Satz des Artikels 106 als der 
reciproke des im Artikel 104 gegebenen, und beide gelten für alle 
Kegelschnitte, weil sie zunächst für den Kreis wahr sind, 
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393. Das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten einer ge- 
raden Linie ist nicht die einzelne Relation über die Grösse von 
Linien, welche durch die an einem festen Punkt gemessenen Winkel 
ausgedrückt werden kann. Für jede Relation, welche durch 
die wie in Artikel 54 vollzogene Substitution des Aus- 


drucks 
0A.OB.sin AOB 


op 

für jede in ihr vorkommende geradlinige Strecke AB 
auf eine Relation zwischen den Sinus der an einen ge- 
gebenen Punkt O gespannten Winkel redueirt werden 
kann, gilt, was von der Relation des Doppelschnitt- 
verhältnisses bewiesen ist, dass sie für die Schnitt- 
punkte jeder beliebigen Transversale mit den gera- 
den Linien 04, OB... wahrist, welche jene Punkte 
mit diesem gegebenen Punkt verbinden. 


Indem man alsdanı den gegebenen Punkt zum Ursprung der 
Reeiprocität nimmt, kann ein reciproker Satz leicht abgeleitet 
werden. 

So ist z. B. der folgende Satz, welchen man Carnot verdankt, 
eine unmittelbare Folge des Artikel 108: Wenn ein Kegel- 
schnitt die Seiten AB, BC, CA eines Dreiecks respec- 
tive in den Punktepaaren c, c;a, a; b,b schneidet, so 
ist 

Ac.Ac.Ba.Ba.Cb.cW 
46.40. Be. Be. Ca.Ca 

Man sieht leicht, dass dieses Verhältniss die eben erwähnte 
Eigenschaft besitzt, überall kann man für die in ihm auftretenden 
geraden Strecken die Sinus der Winkel substituiren, welche die 
Endpunkte derselben an einem festen Punkte O bestimmen. Wir 
können demnach den reeiproken Satz bilden, und finden, dass es 
derselbe ist, welchen wir im Artikel 329 gegeben haben. 


394. Nachdem wir gezeigt haben, wie zu speciellen Sätzen 
die reciproken zu bilden sind, fügen wir einige allgemeine 
Betrachtungen über reciproke Kegelschnitte hinzu. 

Wir bewiesen im Artikel 388, dass die Reciproke eines Krei- 
ses eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, je nachdem der Ur- 
sprung innerhalb oder ausserhalb des Kreises, oder auf demsel- 
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ben gewählt wird; wir dehnen zuerst diesen Schluss auf alle 
Kegelschnilte aus. Je näher eine gerade Linie oder ein Punkt 
dem Ursprung ist, desto weiter muss offenbar der entsprechende 
Punkt oder die entsprechende Linie von demselben sein; in Folge 
des Grundgesetzes, von welchem dieses Entsprechen beherrscht 
wird, entspricht jeder durch den Ursprung gehenden geraden 
Linie ein Punkt in unendlicher Entfernung und dem Ursprunge 
selbst eine gerade Linie, welche ganz in unendlicher Entfernung 
liegt. Demnach entsprechen den beiden durch den Ur- 
sprung an dieCurvezuziehenden Tangenten zwei un- 
endlich entfernte Punkte der reeiproken Curve. Wenn 
vom Ursprung aus zwei reelle Tangenten an die Curve gezogen 
werden können, so hat die reciproke Curve zwei reelle Punkte in 
unendlicher Entfernung, d. hb. sie ist eine Hyperbel; wenn die 
vom Ursprung an die Curve zu ziehenden Tangenten imaginär 
sind, so ist die reciproke Curve eine Ellipse; und wenn der Ur- 
sprung in der Curve liegt, so dass die von ihm aus zu ziehen- 
den Tangenten zusammenfallen (Artikel 99), so fallen die unend- 
lieh entfernten Punkte der reciproken Curve zusammen, und die- 
selbe ist demnach eine Parabel. Da die unendlich entfernte ge- 
rade Linie dem Ursprung entspricht, so ist dieselbe, wenn der 
Ursprung der Curve angehört, nothwendig eine Tangente der re- 
ciproken Curve und wir gelangen auch so zu dem Satze des Arti- 
kels 278, nach welchem jede Parabel eine in unendlicher Ent- 
fernung gelegene Tangente hat. 

Wir erkennen jetzt in dem Satze des Artikels 223 den reci- 
proken von dem in der Aufgabe 2 des Artikel 182 gegebenen. 


395. Den Berührungspunkten zweier durch den 
Ursprung gehender Tangenten entsprechen die Tan- 
genten in den zwei unendlich entfernten Punkten der 
reciproken Curve, d. h. dieAsymptolen derselben. Da 
die Excentricität der reciproken Hyperbel nur von dem durch ihre 
Asymptoten gebildeten Winkel abhängig ist, so wird sie durch 
den Winkel völlig bestimmt, welchen die vom Ursprung ausgehen- 
den Tangenten der Original -Curve einschliessen. 

Es entspricht ferner der Durchschnittspunkt der 
Asymptoten der reciproken Curve, d. i. ihr Centrum, 
der Berührungssehne der vom Ursprung an die Ori- 
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ginal-Curve gezogenen Tangenten. Wir sprechen nur 
einen speciellen Fall dieses Satzes aus, wenn wir sagen, dass 
dem Centrum eines Kreises die Directrix des recipro- 
ken Kegelschnitts entspricht, denn die Directrix ist die Po- 
lare des Ursprungs, und dieser ist der Brennpunkt «des Kegel- 
schnills. 

Wir können in derselben Art die Achsen der re- 
eiproken Curven ermitteln, denn sie sind nothwendig die- 
jenigen geraden Linien, welche durch sein Gentrum parallel der 
inneren und äusseren Halbirungslinie des Winkels gezogen werden, 
den die vom Ursprung ausgehenden Tangenten bilden. Man kann 
dies mit Hilfe des im Artikel 191 gegebenen Satzes ausdrücken, 
indem man sagt: Wenn durch den Ursprung ein Kegel- 
schnitt gelegt wird, der mit dem gegebenen confocal 
ist, so sind die Tangente und Normale dieses letzte- 
ren, welche durch den Ursprung gelegt werden kön- 
nen, den Achsen desreciproken Kegelschnitts parallel. 

Diese letztere Ausdrucksweise besitzt den Vorzug, dass sie 
auch für einen in der Curve gelegenen Ursprung noch gültig ist. 


396. Zu zwei gegebenen Kreisen lässt sich stets 
ein Punkt finden, für welchen als Ursprung die re- 
eiproken Curven derselben confocale Kegelschnitte 
werden. Denn da die Reciproken aller Kreise einen gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt im Ursprung haben müssen, so werden sie con- 
focale Kegelschnitte, wenn sie überdies einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt haben, d. h. wenn die Polare des Ursprungs in Be- 
zug auf beide Kreise dıe nämliche ist, oder wenn derselbe einer 
der beiden Punkte ist, welche im Artikel 144 bestimmt und als 
Grenzpunkte bezeichnet wurden. Wenn ein derartiges Sy- 
stem von Kreisen wie das im Artikel 142 betrachtete, 
gegeben ist, so bilden ihre reeiproken Curven in Be- 
zug auf einen dieser Grenzpunkte ein System confo- 
caler Kegelschnitte.*) 


*) Wir hätten dies auch daraus schliessen können, dass jenes System 
von Kreisen nur ein specieller Fall von dem System von Kegelschnitten ist, 
welche demselben Viereck umschrieben sind; indess confocale Kegelselwitte 
als solche betrachtet werden müssen, die demselben Vierseit eingeschrieben 
sind. 
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In Folge dessen können Sätze über confocale Ke- 
gelschnitte stets in solche transformirt werden, wel- 
che sich auf ein derartiges System von Kreisen be- 
ziehen; es correspondirt z. B. der Satz des Artikel 189 mit 
dem folgenden: Die gemeinschaftliche Tangente zweier 
Kreise spannt an jedem der Grenzpunkte einen rech- 
ten Winkel. Der Satz des Artikel 191 entspricht dem Nach- 
stehenden: Wenn eine gerade Linie zwei Kreise schnei- 
det, so werden ihre zwischen diesen Kreisen gelege- 
nen Abschnitte von beiden Grenzpunkten aus unter 
gleichen Winkeln geschen. Oder in Bezug auf die Aufgabe 3 
des Artikel 228: Ein fester Punkt und derjenige andre 
feste Punkt, durch welchen (Artikel 143) seine Polare 
sehen muss, bestimmen an den Grenzpunkten einen 
rechten Winkel. 

Wir bemerken hier, dass die Methode der reciproken 
Polaren eine einfache Auflösung der Apollonischenu 
Aufgabe darbietet: Einen Kreis zu beschreiben, welcher drei 
gegebene Kreise berührt. 

Der Ort des (Centrums für einen Kreis, welcher zwei gege- 
bene Kreise berührt, (wir wollen dieselben durch (1), (2) bezeich- 
nen) ist olfenbar eiine Hyperbel, welche die Centra dieser Kreise 
zu Brennpuukten Ihat, weil die Aufgabe sieh sogleich auf diese 
andere reducirt: Man soll den Ort der Spitze eines Dreiecks be- 
stimmen, für welches die Basis und die Differenz der Seiten ge- 
geben ist. In Folge dessen muss (Artikel 388) die Polare des 
Centrums in Bezug auf einen der gegebenen Kreise immer einen 
Kreis berühren, welcher leicht construirt werden kann. Ebenso 
muss die Polare des Centrums für einen unter denjenigen Krei- 
sen, welche die Kreise (1) und (3) zugleich berühren, auch einen 
gegebenen Kreis berühren. Wenn wir daher zu den zwei so be- 
stimmten Kreisen eine gemeinschaflliche Tangente ziehen und deu 
Pol derselben in Bezug auf den Kreis (1) nehmen, so ist mit ihm 
das Centrum des die drei Kreise berührenden Kreises gefunden. 


397. Wenn zwei beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind, so existiren drei Punkte, welche die Eigenschaft 
besitzen, dass die Reeiproken jener ersteren, welche 
entstehen, wenn man jeden derselben als Ursprung 
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betrachtet, concentrisch sind; denn es giebt drei Punkte, 
deren Polaren in Bezug auf beide Kegelschnitte dieselben sind; es 
sind die Durchschnittspunkte der Paare der Gegenseiten und des 
Paars der Diagonalen in demjenigen Viereck, welches beiden Kegel- 
schnitten zugleich eingeschrieben ist. In der 1. Aufgabe des Ar- 
tikel 106 sind sie mit Æ, F, O bezeichnet. Diese drei Punkte 
sind auch dann reell, wenn die Durchschnittspunkte der Kegel- 
schnitte imaginär sind. (Wir erinnern an das sich selbst conju- 
girte Dreieck im Artikel 370.) 


398. Man soll die Gleichung der reciproken Curve 
eines Kegelschnitts in Bezug auf sein Centrum als Ür- 
sprung finden. 

Wir benutzen das Ergebniss des Artikel 179, nach welchem 
die vom Centrum auf die Tangente gefällte Senkrechte mittels 
des von ihr mit den Achsen gebildeten Winkels durch die Formel 

p= a cost + sind 
ausgedrückt wird. 

Daraus ergiebt sich unmittelbar die Polar - Gleichung der re- 
ciproken Curve in der Form 

kt 


í z=: a cost 4 b'sin’?, 


und demnach 
aax? by? = 
-a 
Die reciproke Curve ist daher ein concentrischer 
Kegelschnitt, dessen Achsen die reciproken Werthe 
von denen des gegebenen Kegelschnities haben. 


399. Man soll die Gleichung der reeiproken Gurve 
eines Kegelschnitts mit Bezug auf einen Punkt (x y) 
als Ursprung finden. 

Die Länge der Senkrechten von diesem Punkte auf die Tan- 
gente des Kegelschnittes ist nach demselben Artikel 179: 

k — nn. - s 
p = — =p la cost + band) — æ cos — y sind; 
o 
und demnach die Gleichung der reciproken Curve . 


(er t yy + EF = aat + by. 
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400. Wir setzen an Stelle der Mittelpunktsglei- 
chung die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts 

aa + ayt + at + 2byz + Wz + 2 bay, 
und nehmen der Symmetrie wegen 4 = — 2°, um die reciproke 
Curve in Bezug auf æ? +- y? + 2’:=o zu suchen. Wir finden 
sie durch die Bemerkung, dass die Polare eines Punktes der re- 
ciproken Curve in Bezug auf diese Directrix die gegebene Curve 
berühren muss. Die Gleichung der bezeichneten Polare ist: 

ææ + yy +z? =o, 
und die Bedingung, unter welcher dieselbe den gegebenen Ke- 
gelschuilt berührt, d. h. die Gleichung der reciproken 
Curve, ist nach Artikel 111 
aa b) + (aa — b’) y laa b) + lb — ahlyz 
+ b — abir + (bb ab’) axy = o. 
Wir baben im Artikel 365 gesehen, dass die Coeffcienten 


B . dd då 
in dieser Gleichung mit ——, ~>, 
da da 


wollen dieselben weiterhin durch die Abkürzungen X, A’, A”, $, 
H, B” bezeichnem. Aus dieser Gleichung, welche wir durch das 
Symbol Z bezeichinen wollen, können die früher geometrisch erhal- 
tenen Eigenschaften, wie z. B. dass der Ursprung der reciproken 
Curve angehört, wenn die ursprüngliche Curve eine Parabel ist 
u. s. w. ohne Schwierigkeit abgeleitet werden. 

Wir fügen diie Bemerkung hinzu, dass die allgemeine Glei- 
chung der reeipiroken Curve auch in Form einer Determinante 
ausgedrückt werdien kann, wie folgt. Wir bezeichnen die allge- 
meine Gleichung des gegebenen Kegelschnilts in der gegebenen 
Form durch S= o und gebrauchen die Symbole der parliellen 
Differential-Quotienten wie früher; alsdann ist, wie aus sehr ein- 
fachen Betrachtungen sich ergiebl, die Determinante 


u. s. w. identisch sind. Wir 


A dS 
a,b,b 
die 
f 1S 
b,a,b = 
( y = 0 
y ‚ds 
BB 
dz 
dS dS dS 
dx dy dz 2 


die verlangte Form. 
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Wenn der gegebene Kegelschnitt auf ein sich selbst conju- 
girtes Dreieck bezogen ist, so trelen an die Stelle der partiellen 
Differentiale einfach die Variabeln x, y, z selbst. (Vgl. Art. 378.) 


Aufg. 1. Die Gleichung der reciproken Curve von 
der Reciproken eines Kegelschnittis zu finden. 
Natürlich muss dieselbe die gegebene Curve selbst sein; ihre 
Gleichung ist nach dem Vorigen 
AA — BY + MA — By + AU — PP 
+ 2189” — AByz +... = 0, 
und die Identität derselben mit der ursprünglichen Gleichung erhellt 
aus dem Bestehen der folgenden Reihe von Identitäten, von welchen 
man sich leicht überzeugt: 
LAW — B'— Aa, WA— B= Aa, AW — BA; 
BP’— AB db, FB— ABA, BE— WB" = 4b"; 
denn nach ihnen ist die Gleichung identisch mit 


AS = 0 
und repräsentirt daher die ursprüngliche Curve. Die Discriminante 
der reciproken Curve ergiebl sich auf demselben Wege = 4°. 


Aufg. 2. Man soll zu dem System der durch die näm- 
lichen vier festen Punkte gehenden Kegelschnitte das 
reciproke System bestimmen. 

Aus der Gleichung S + kS ==0, 
welche einen beliebigen Kegelschnitt des ersten Systems repräsentirt, 
erkennen wir, dass die Gleichung der reciproken Curve erhalten werden 
muss, indem man in der Gleichung 


Eso 
an Stelle der Coeffieienten a, &,... der Gleichung $ = o die aus 
ihnen und den Coefficienten @,, 4, ,-. . der Gleichung $, = 0 zusam- 


mengesetzten Grössen 
a+ka,a+ka, a +4 ka, b+kb,b+kb,b’+ kb 
substituirt. 
Wir schreiben das Resultat dieser Substitution in der Form 
E +kD 4 PS =0, 
indem wir durch 2, X, die Gleichungen der Reciproken von S, S, be- 
zeichnen, so dass Z, aus Z erhalten wird, indem man die Coeflicienten 
a, d, a”, b, u.s, w. in der erstern überall in dj, a, a, bu, us. W. 
umwandelt; und indem wir 
D — (aa, + a'a; — 2bb) + (dan + aa” 2bh,)y* 
+ (aa + éar 0) + 2 vb, + bbi — ab, ab)yz 
Ea 2(b"b, Ea bb, — «db, — a,b)zc+Xbb, + bb,- ee Jay 
selzen. 
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Da das Originalsystem der Kegelschnitte durch vier feste Punkte 
geht, so wird das System der Reciproken von vier festen geraden Linien 
berührt; und die Form der Gleichung 

Ekby KSAS 
zeigt in der That, dass alle Kegelschnitte dieses Systems, welche durch 
die Aenderung des Coefficienten k erhalten werden können, von dem 
durch die Gleichung 


455, = Dt 


dargestellten Orte berührt werden. (Vergl, Artikel 295, 308.) Dies ist so- 
mit die Gleichung der vier geraden Linien, welche für die Kegelschnitte 
Pa er 
und ebenso für alle andern Kegelschnitte des reciproken Systems die ge- 
meinschaftlichen Tangenten sind. Die Form dieser Gleichung liefert aber 
noch weitere Ergebnisse. (Vergl. Artikel 309 u. f.) Sie zeigt, dass der 
Kegelschnitt 
= ù 

dureh die vier Berührungspunkte des durch 4 £ Z, = P? repräsentirten 
Ortes mit dem Kegelschnitt £ = o und ebenso durch die Berührungs- 
punkte desselben Ortes mit dem Kegelschnitt Z, = o hindurchgeht. 
Demnach liegen die acht Berührungspunkte der Kegel- 
schnitte Z= 0o und 2, = o mit ihren gemeinschaftlichen 
Tangenten auf cinem und demselben Kegelschnitt 


D = 0. 
Aufg. 3. Man eutwickle die Gleichung der gemein- 
schaftlichen Tangenten zweier Kegelschnitte S=o, S = 0. 


Die Reciproken des Systems derjenigen kegelschnitte, welche die- 
selben vier gemeinschaftlichen Tangenten haben, bilden ein System von 
Kegelschnitten durch vier feste Punkte und können durch die Gleichung 


Z+ kE =0 
repräsentirt werden. 


Indem man für dies letztere System die Gleichung der Reciproken 
bildet, erhält man AS kF EAS =0, 


zu deren Verständniss nur bemerkt zu werden braucht, dass F diejenige 
Form ist, welche D annimmt, wenn an die Stelle der Grössen 4, a, a”, 
b, u. s. w. die Grössen U, A, A , B, u. s. w. gesetzt werden; also 


F=UU’+WW—2BB)rH WAH A 2B D, 
HAAN HUN— WBB) 8 D BB, — AV — A Byz 
HB B HLY — AD — A Pzr 
+28 B+P B — AB — A BE y 
Demnach ist die Gleichung der zu S==_0, S, = o gemeinschaftlichen 

Tangenten F?’ = 44 4 SS, 
Salmon, Anal, Geom, der Kegelschaltte, 30 
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und man erhält den vorhin ausgesprochenen Satz. Man sieht leicht, dass 
die Kegelschnilte 
O= op a) 


reciproke Polaren sind, und die nähere Erörterung dieses ihres gegensei- 
tigen Verhältnisses ist eine nützliche Uehung. 


Wir bemerken auch, dass die Functionen F und ® Covarianten der 
Functionen Z und ¥,, S und §, respective sind, oder dass ihre Bezie- 
hung zu diesen letzteren durch keine lineare Transformation geändert 
werden kann; dies ergiebt sich auch mit Nothwendigkeit aus der Art 
des geometrischen Zusammenhangs zwischen den durch sie und die ur- 
sprünglichen Gleichungen repräsentirten Curven. 


Aufg. 4. Wenn S = o0, S, = 0, F = o dic im Vorherge- 
henden bestehenden Bedeutungen haben, so repräsentirt 
die Gleichung i 
dS dS ds 
dæ’ dy' dz 
ds, dS, dS, 
nma mei rala 

dF dF af 
dx ' dy’ dz 
oder 


AF (dS dS, dS 2) dF (£ dS, __dSdS, 
dx Fr dz dz dy dy \dz dx dw dz ) 


Br dF ds ds, Ber! T) =o. 
dz 

die drei geraden Linien, welche in Bezug auf die Kegel- 

schnitte S = 0, S, == o dieselben Pole haben, 


Wir erinnern für diesen Satz zunächst an die Artikel 353, 354 und 
an Artikel 359, in welchem wir zeigten, dass die obige Determinante eine 
Covariante der drei gegebenen Functionen S, S, F sei. Darnach 
bleibt nur übrig, zu beweisen, dass für irgend eine der 
Formen, welche diesen Gleichungen durch lineare Trans- 
formation gegeben werden können, der ausgesprochene 
Satz wahr ist; alsdann muss er für alle möglichen so zu erzeu- 
genden Formen Gültigkeit haben. Wir wählen dazu die einfachste der- 
selben, nämlich diejenigen, welche die Kegelschnittsgleichungen unter 
der Voraussetzung erhalten, dass das für S und S, gemeinschaftliche sich 
selbst conjugirte Dreieck (Vergl. über dessen Existenz Artikel 370, 397) 
zum Fundamental-Dreieck gewählt sei. Dann sind die Gleichungen 


dx dy dy da 


8 æ o, S, == 0 
von den Formen 
ax pady p admo, mt pay Ha mo, 
In Folge dessen erhalten die partiellen Differentialquotienten von $ und 
S, die möglichst einfachsten Werthe, die b und somit auch die ® ver- 
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schwinden aus der Entwicklung von F, und die X in derselben nehmen 
die nachstehenden Werthe an: 


aa, A =a a, A u, M cmar a A = ua, 
X = a0, ; 
iu Folge dessen ist . 


F=aa {a a +aa, ) Haay laa Ha a)+a a, tla a aa,) 


und die obige Determinaute geht in den Ausdruck 


“a "p'r 


— a a") + a a (ata! — aa” 


Bry: [a a, (a? ed, ) 
+ a'a (aa — a'a’) = 0, 
welcher sich durch Beseitigung der constanten Factoren auf 
xwyz =p, 
d.i. die Gleichung des gemeinschaftlichen sich selbst conjugirten Dreiecks, 
reducirt. \ 


Die Eutwicklung von Fzeigt, dass auch dieser Kegel- 
schnitt, welcher dieacht Berührungspunkte der gemein- 
sehaftlichen Tangenten von Sund S, enthält, zu dem Sy- 
stem der kegelschnitte gehört, für welche das Dreieck 
xyz = o das sich selbstconjugirte ist. Die Vierecke, welche er 
mit den beiden gegebenen Kegelschnitten bestimmt, haben in der That 
dieselben Durchschmittspunkte der Gegenseiten und Diagenalen, mit dem 
von S, S, Das Viæreck der zu diesen letzteren gemeinschaftlichen Tan- 
genten zeigt densellben Punkt als Durchschnitt der Diagunalen, aber die 
Durchschnittspunktee seiner Gegenseiten fallen nicht mit denen des ur- 
sprünglichen Vierechks zusammen, sondern theilen die zwischen ihnen ent- 
haltene Strecke harmonisch. Wir werden auf den Kegelsehnitt F = o, 
dessen Untersuchumg viel Interesse darbietet, noch bei einer andern Gele- 
genheit zurückkommen. 


Aufg. 5. Die Enveloppe eines Systems confocaler Ke- 
gelschnitle zu finden, 


Die Gleichung eines solchen Systems ist 
at y? 
Set Fe 
Die Reciproke desselben wird nach Artikel 398 durch 
g — kzt + b — $t y = l 
dargestellt. Da diese Gleichung ein System von Kegelschnitten repräsen- 
tirt, welche durch die vier Durchschnittspunkte der zwei durch die Glei- 
chungen e + by — i =o 
und eH y=o 
dargestellten Paare gerader Linien hindurchgehen, so folgt daraus, dass 
das System confocaler Kegelschnitte vier feste gerade Linien berührt. 
Man findet dieselben, indem man die Gleichung des Systems ordnet, wie 
folgt: 
(bat -+ ayt — atbh) + Pia Hr atol iay) Il Km. 
30* 
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Sie berühren demnach stets den durch die Gleichung 
(a? + b? — at — y" + alb + — ah) = 
dargestellten Ort, diese Gleichung ist aber mit der Folgenden äquivalent 


y" + (x — c] [y + (lx + e] =o 
dder 
[y +ilæ —e)] [y — ile — o [y + ile to [y ilet] = 0 
Sie zeigt in ihren linearen Factoren die vier umschriebenen geraden Li- 
nien an, in vollkommener Uebereinstimmung mit Artikel 305. Diese vier 
geraden Linien, deren je zwei von einem der imaginären Punkte im Un- 
endlichen ausgehen, die wir als allen Kreisen gemeinschaftlich erkannt 


haben, bestimmen vier Durchschnittspunkte; aber nur zwei derselben 
sind reell, nämlich die zu den Paaren 


y + iz +e) = o um y + ift — c) = o 


gehörigen, Jede der bezeielmeten imaginären Tangenten kann nur einen 
reellen Punkt enthalten, enthielte sie deren zwei, so wäre sie selbst reell. 
In Folge dessen muss allgemein die Zahl der reellen 
Brennpunkte einer Curve mit der Zahl übereinstimmen, 
welche ihre Klasse bezeichnet. Diese Anzahl wird vermindert, 
wenn die unendlich entfernte gerade Linie die Curve berührt, denn dann 
kann man von jedem der imaginären Kreispunkte eine endliche Tangente 
weniger ziehen als vorher. Der dadurch verschwundene Brennpunkt ist der 
Berührungspunkt der Curve mit der unendlich entfernten geraden Linie. 
Also bei der Parahel. 


Weun die Curve die beiden imaginären Kreispunkte selbst enthält, 
so fallen in den entsprechenden Tangenten je zwei der Tangenten zusam- 
men, welche die Bestimmung der Brennpunkte liefern. In Folge dessen 
fallen zwei Brennpunkte zusammen. Also beim Kreis. (Art. 325.) 


Aufg. 6.Die Gleichung des Tangenteupaares, welches 
von einem Punkte (x, y,z)an den Kegelschnitt S == o ge- 
legt werdenkann, ergiebtsich durch die Substitution von 
yz — yz, zæ — zx, xy —aylür x, y,zindie Gleichung 
derreciproken Curve. 

Jeder Punkt in einer der von (&', y', 2) ausgehenden Tangenten be- 
sitzt offenbar die Eigenschaft, dass die gerade Linie, welche ihn mit 
(æ, y, z') verbindet, die Curve berührt. Man hat also, um die Gleichung 
dieser Tangenten zu finden, nur die Bedingung auszudrücken, welche er- 
füllt sein muss, damit die gerade Linie 


v yz — y'r) +y (zx — zz) + zly” - xy) == 0 
die Curve berühre, und in derselben æ”, y”, z” als Veränderliche zu De- 
trachten. (Artikel 111.) 


Wir finden dieselbe durch die Substitution von 


yz ; aa u a "a, Xy ey 
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an Stelle der Grössen !, m, n in die Gleichung 
Pi — aa”) + mh — a” a) + nh — aa’) + Imn(ab — bh’) 
+ nlla b — b” b) + 2lmla” b" — bb’) = ò, 

welche im Artikel 365 gefunden ward. Indem wir aber erinnern (Arti- 
kel 400), dass die Coefficienten in der Bedingung, unter welcher eine ge- 
rade Linie die Curve berührt, identisch sind mit denen, welche in der 
Gleichung der reciproken Curve auftreten, entspringt daraus die Wahrheit 
des ausgesprochenen Satzes. 

Wir vergleichen dies Ergebniss mit der in Artikel 307 entwickel- 
ten Form der Gleichung dieser Tangenten und Jeiten daraus die nachfol- 
genden Identitäten ab, welche leicht bewährt werden können: 

(aat p a y tat byre lart Hay? Hat Hay...) 
lax + ayy A ea He et... 
und 
AUH.. UH., J= Aer tH Wyn H n Ala lyr y H]. 
Aufg. 7. Man soll beweisen, dass die Reciproken 


zweier Kegelschnitte, welche sich doppelt berühren, 
selbst eine doppelte Berührung haben. 


Die reciproke Curve von 
S+le+my+n:=o 
ist nach Artikel 366 durch die Gleichung 
E + [a{mz: — ny +...)=o 
repräsentirt; da aber nach der vorigen Aufgabe 
Jaimz — ny} +..]=2Ur+..)— (We t eF 
ist, so ist die reciproke Curve gegeben durch 
[I +HUAr+..)]2- E E AT 


eine Gleichung, deren Form augenblicklich anzeigt, dass diese Curve 
mit der Curve £= o eine doppelte Berührung hat. 


401, Die Reciproke einer Curve in Bezug auf den 
zum Ursprung genommenen Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist bekannt; man soll daraus die Gleichung 
ihrer einem beliebigen Punkte (xy) als Ursprung ent- 
sprechenden Reciproken ableiten. 

Wenn die vom Anfangspunkt der Coordinaten auf eine gerade 
Linie gefällte Senkrechte = P ist, so ist die Senkrechte vom 
Punkt (x y) auf dieselbe Gerade durch 

P— x ws $ — y sin Ò 
repräsentirt. (Artikel 27.) 
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Die Polargleichung der reciproken Curve ist daher 


re k? b P 
n a ia x cos d — y sin#; 
o 
daraus folgt 
kè w Y y k R cos ® 9 cos ® 
— — sgtyyt k und k Ba, m ME ee a 
Bit: 9 e ~ zxtyy +e’ 


Wir müssen demnach in die Gleichung der auf den Coordi- 
natenanfang bezüglichen reciproken Curve für æ und y respective 
die Ausdrücke 

kax ky 
gx + yy +e x + yy +È 
substituiren, um die gesuchte Gleichung zu erhalten. 

Das Ergebniss dieser Substitution kann in der folgenden Art 
einfach angezeigt werden: Sei die Gleichung der auf den An- 
fangspunkt der Coordinaten bezüglichen reciproken Curve 

Pa -Fini + una + 0. 
(Vergl. Artikel 294.) 
Dann ist die Gleichung der dem Punkt («y^ entsprechenden 
Reciproken 
we pyy + RN a tyy + PNY 
Ba F Hami ka o + Un FT mn + 
k k 
Sie ist offenbar mit der ersten von demselben Grade. 


=. 


402. Ehe wir die Betrachtung der reciproken Polaren be- 
schliessen, wollen wir noch anf eine Klasse von Sätzen aufmerk- 
sam machen, zu deren Transformation M. Chasles eine Para- 
bel statt eines Kreises als Hilfskegelschnitt zu neh- 
men vorgeschlagen hat. 

Wir haben iin Artikel 213 bewiesen, dass der zwischen irgend 
zwei geraden Linien gelegene Abschnitt in der Achse der Parabel 
dem Abschnitt dieser letzteren gleich ist, welcher zwischen den 
von den Polen dieser geraden Linien auf die Achse gefällten Senk- 
rechten liegt. Dies Princip ermöglicht uns die Transformation 
von Sätzen, welche sich auf die Grösse von Linien be- 
ziehen, die einer festen Linie parallel gemessen sind. 

Wir geben von der Anwendung dieser Methode einige Bei- 
spiele und schicken dazu voraus, dass den zwei der Achse der 
als Directrix gewählten Parabel parallelen Tangenten die unend- 
lich entfernten Punkte in der reciproken Curve entsprechen, und 


WwwWw.rci 
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dass die Curve demnach eine Hyperbel oder Ellipse ist, jenachdem 
diese Tangenten reell oder imaginär sind; dass endlich die Curve 
eine Parabel ist, wenn diese Achse durch einen der unendlich 
entfernten Punkte der Original- Curve geht. 

Jede veränderliche Tangente eines Kegelschnitts 
bestimmt in zwei festen parallelen Tangenten des- 
selben Abschnitte, deren Rechteck von constanter 
Grösse ist. 

Den Berührungspunkten der parallelen Tangenten entspre- 
chen die Asymptoten der reciproken Hyperbel und ihren Durch- 
schnittspunkten mit der heweglichen Tangente Parallelen zu den 
Asyinptoten durch irgend einen Punkt der Curve. Wir schliessen 
daraus, dass die Asymptoten und die durch irgend einen Punkt 
der Curve zu ihnen gezogenen Parallelen in einer festen geraden 
Linie Abhehnitte bestimmen, deren Rechteck unveränderlich ist 
und erkennen, dass dies Ergebniss dem früher entwickelten Satze 
ägqnivalent ist: Das Rechteck aus den durch einen Punkt 
der Curve gezogenen Parallelen zu den Asymploten 
ist constant. 

Diejenigen Selunen einer Hyper- 
bel, welche von zwtei festen Punkten 
derselben nach einerm veränderlichen 


Wenn eine beliebige Tangente ei- 
ner Parabel zwei feste Tangenten der- 
selben schneidet, so bestimmen die 


dritten Punkte gezogen werden, he- 
stimmen eimen Abschnitt von unver- 
änderlicher Länge in der Asymptote. 


von ihren Endpunkten auf die Schei- 
teltangente der Parabel gefüllten Per- 
pendikel indieser einen Abschnitt von 


constanter Länge. 

Es ist oflenbar, dass diese Methode der parabolischen Pola- 
ren in ihrer Anwendung beschränkter ist, als die der eircularen 
Polaren, welche wir vorher entwickelten. Die Hilfsquellen dieser 
letzteren für die Transformation von Sätzen, welche sich auf die 
Grösse von Linien beziehen, hat M. Chasles vielleicht unterschätzt. 


II. 


Die harmonischen und anharmonischen Eigen- 
schaften der Kegelschnitte. 

403. Die auf das harmonische und das anharmonische oder 

Doppelschnittverhältniss bezüglichen Eigenschaften der Kegelschnitte 


gestatten so zahlreiche Anwendungen in der Theorie dieser Cur- 
ven, dass wir es nicht für unzweckmässig halten, an dieser Stelle 
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einige der Sätze näher zu entwickeln, welche in so grosser An- 
zahl in den allgemeinen Ausdrucksformen jener Eigenschaften ent- 
weder direct enthalten sind oder doch ohne Schwierigkeit aus den- 
selben hervorgehen. *) 


Die häufigsten Anwendungen machen wir von dem besonde- 
ren Falle, in welchem einer der vier Punkte der geraden Linie, 
deren Doppelschnittverhältniss wir untersuchen, in unendlicher 
Entfernung ist. Das Doppelschnittverhältniss der vier Punkte 4, 
PCD W 1: 

AB AD 
EC DC 
geht durch die Voraussetzung, dass der Punkt D in unendlicher 
Entfernung liege, in das einfache Schnittverhältniss 
AB 
ZA 
über, weil dadurch 
A 


= = = ] 


DS 


wird. 

Wenn die Strecke 4C durch die Punkte B und D harmo- 
nisch getheilt wird, so ist das Doppelschnittverhältniss = — 1, 
und unter der Voraussetzung, dass D unendlich entfernt sei, wird 

AB 
und B ist der Mittelpunkt der Strecke 4C. 

Wir setzen voraus, dass der Leser mit der geometrischen 
Untersuchung dieser und anderer Fundamentalsätze betreffs der 
Doppelschnittverhältnisse und der harmonischen Theilung bekannt 
Sal), 


=> 7%, 


*) Man vergleiche für diese Darstellung insbesondere auch die Noten zu 
M. Chasles’s „Aperçu historique sur l’origine et le d&veloppe- 
ment des methodes en Geometrie, particulierement de celles 
qui se rapportent a la Geometrie moderne.“ Vebersetzung von 
Sohnke, Note IX, X, XV, XVL 

**) Wir empfehlen dafür unter andern die Schriften: „Grundlinien der 
neueren Geometrie“ von Dr. B. Witzschel, „Grundlinien der 
neueren ebenen Geometrie“ von Dr. Ch. Paulus, „Grundzüge 
einiger Theorieu aus der neueren Geometrie“ von W. Blum- 
berger. 
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404. Wir beginnen unsere Untersuchung mit dem Satze des 
Artikels 104: Wenn eine durch den Punkt O gezogene 
gerade Linie einen Kegelschnitt in den Punkten A 
und R” und die Polare von O in Bezug auf denselben 
in R schneidet, so sind die vier Punkte OR’ RR” har- 
monische Theilpunkte. 

1.) Vorausgesetzt, dass R” in unendlicher Entfernung liegt, 
so muss die gerade Linie OR in A’ halbirt werden, d. h. Wenn 
man durch einen festen Punkt zu einer Asymptote 
einer Hyperbel oder zum Durchmesser einer Parabel 
eine parallele gerade Linie zieht, so wird der zwi- 
schen jenem Punkte und seiner Polare liegende Ab- 
schnitt derselben in der Curve halbirt. 

2.) Unter der Voraussetzung, dass R in unendlicher Entfer- 
nung liege, muss die Strecke R'R” in O halbirt werden; d. h. 
jede Sehne, welche durch einen Punkt parallel der 
Polare dieses Punktes gezogen isl, wird in diesem 
Punkte halbirt. Nimmt man hierbei ferner an, dass die Po- 
lare von O unendlich entfernt sei, so muss jede durch diesen 
Punkt gehende Sehne die Polare desselben in unendlicher Ent- 
fernung schneiden und demnach in O halbirt werden. Dieser 
Punkt ist also das Centrum und dasselbe kann somit als 
ein Punkt betrachtet werden, dessen Polare unend- 
lich entfernt ist. 

3.) Wird endlich der feste Punkt selbst in unendlicher Ent- 
fernung gedacht, so sind alle durch ihn gehende gerade Linieu 
parallel und die entsprechenden Sehnen werden in der Polare des 
festen Punktes halbirt. Man schliesst daraus, dass jeder Durch- 
messer eines Kegelschnitts als die Polare des unend- 
lich entfernten Punktes betrachtet werden kann, in 
welchem seine Ordinaten sich durchschneiden. Dies 
folgt auch aus der Gleichung der Polare eines Punktes: (Artikel 
101.) 

24 + By + D) + (20y + Be+ m + 


x 


Dx + Ey +2F 


X 


— 0, 


Wenn wir darin den Punkt (xy) als den unendlich entfernten 
Punkt der geraden Linie my = næ voraussetzen, so ist 
vn 


g m 
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und x = 9; die Gleichung der Polare wird somit 
m2Ac+By+D + nly # Be + E) =o, 
d. i. die Gleichung eines zu 
my = ng 
conjugirten Durchmessers. (Artikel 94.) 


405. Wir können ganz in der nämlichen Weise aus dem Satze 
eine Reihe specieller Sätze herleiten, nach welchem die bei- 
den Tangenten von einem Punkt an einen Kegelschnitt, 
eine beliebige durch ihn gezogene Gerade und die ge- 
rade Linie, welcheibren Pol mit dem gegebenen Punkte 
verbindet, ein harmonisches Büschel bilden. (Art. 106.) 

Ist eine der durch den Punkt gezogenen Geraden ein Durch- 
messer des Kegelschnitts, so ist die andere parallel dem conju- 
girten Durchmesser, und da die Polare ‘eines Punktes dem Durch- 
messer parallel ist, welcher zu dem durch den Punkt gehenden 
conjugirt ist, so erkennen wir, dass der zwischen jenen Tangen- 
ten gelegene Abschnitt einer Parallelen zur Polare des Punktes 
von dem nach dem Punkte gehenden Durchmesser halbirt wird. 
Denken wir den Punkt als mit dem Centrum des Kegelschnitts 
zusammenfallend, so sind die beiden Tangenten die Asyınptoten 
desselben; d. i. die Asymptoten eines Kegelschnitts 
bilden mit einem beliebigen Paar conjugirter Durch- 
messer desselben ein harmonisches Büschel; und der 
Abschnitt einer Tangente, welcher zwischen den 
Asymptoten enthalten ist, wird durch die Curve hal- 
birt. (Artikel 198.) 


406. Die anharmonische Eigenschaft der Punkte 
eines kegelschnitts (Artikel 283, 296) giebt zu einer 
viel grössern Mannigfaltigkeil besonderer Sätze Ver- 
anlassung. Denn die vier Punkte der Curve können vollkom- 
men beliebig gewählt werden, und man kann einen oder zwei 
von ihnen in unendlicher Entfernung voraussetzen; der fünfte 
Punkt O, welcher als der Scheitel des Büschels betrachtet 
wird, kann auch entweder in-unendlicher Entfernung oder mit 
einem der ersten vier Punkte zusammenfallend gedacht werden, 
in dem letzteren Falle ist einer der Strahlen des Büschels die 
Tangente des Kegelschnitts in diesem Punkte. Endlich kann das 
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anharmonische oder Doppelschnittverhältniss des Büschels durch 
das «der vier von seinen Strahlen in einer beliebigen geraden Traus- 
versale bestimmten Punkte gemessen und dadurch, dass man diese 
Transversale zu einem der Strahlen des Büschels parallel legt, auf 
ein einfaches Verhältniss redueirt werden. 


Die folgenden Beispiele werden insbesondere in der Absicht 
gegeben, dem Leser Gelegenheit zur Uebung in der Herleitung 
der aus diesem Salze fliessenden Folgerungen zu gewähren. Wir 
geben deshalb nur die Punkte, durch welche das Büschel gelegt 
ist, die Transversal-Linie, auf der sein Doppelschnittverhältniss ge- 
messen wird, und den resultirenden Satz an, und überlassen es dem 
Leser, die Art in welcher derselbe aus dem allgemeinen Satze 
hervorgeht, selbst genauer zu untersuchen. 


Wir bezeichnen durch die Abkürzung (0.4BCD) das Dop- 
pelschnittverhältniss des aus den vier Geraden 04, OB, 0C, OD 
gebildeten Büschels und durch (43 CD) das der vier eine gerad- 
linige Reihe bildenden Punkte 4, B, C, D. 


Aufg. 1. '4.ABCD—(B.ABCD). (Fig. 116.) 


Beide Doppelschnittverhältnisse werden . Fe. 116 
in der geraden ILinie CD gemessen; wir EER 
bezeichnen die Schnittpunkte der in den 
Punkten A und -B an den Kegelschnitt ge- 
legten Tangentem mit der Linie CD durch 
T, T und den Schnittpunkt der Sehne 4B 
mit CD durch Æ. Darnach sind die Dop- 
pelschnittsverhältnisse: 


(TKCD) = (KT CD) 


oder 
TK TD_ RT RD* 
A T a Te'De ). 
d.i. wenn cine Sehne CD zwei Tan- K 


genten in T, T und ihre Berüh- 
rungssehne in X schneidet, so ist 


RT:#D:70=KT,K&C.TD. 


*) Bei der Bildung der Doppelschnittverhältnisse muss man besonders 
darauf achten, die Punkte der Reiben in der Ordnung zu nehmen, in der 
sie sich entsprechen; darum steht links Æ als der zweite, rechts als der er- 
ste Punkt, denn er entspricht im ersten Büschel dem zweiten Strahl 42, 
und im zweiten dem ersten Strahl BA. 
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Aufg. 2. Wenn T und T’ zusammenfallen, so wird 


TK = KT 
und KD.TC = KC. TD 
GE GT 
oder ET Tp- l. 


d.i. jede durch den Durchschniltspunkt zweier Tangenten 
gezogene Sehne wird von der Curve und der Berührungs- 
sehne jener Tangenten harmonisch getheilt. 


Aufg. 3. Wenn T’ unendlich entfernt gedacht, also die Sekante 
CD parallel zu PT’ gezogen wird, so ist 


De = TO. TD. 


Aufg. 4. Ist einer der Punkte, welche die Basis des Büschels bil- 
den, in unendlicher Entfernung, und wird das constante Doppelschnitt- 
verhälluiss (0. Æ B Coo) in der Transversale Coo gemessen, so reducirt 


3 8 a NER y 5 
sich dasselbe auf das einfache Verhältniss TE’ und wir schliessen daraus 


den folgenden Satz: Wenn zwei feste Punkte 4, B einer Hy- 
perbel oder Parabel mit einem veränderlichen Punkt 0 
derselben Curve verbunden werden und die Verbindungs- 
linien eine feste Parallele zu einer Asymptote (bei der 
Hyperbel) oder einem Durchmesser (bei der Parabel) in Punkten 
a und b schneiden, so ist das Verhältniss aC:Cb oder das 
Verhältniss der von diesen bis zur Curve gemessenen Ab- 
schnitte constant, 


Aufg. 5. Wenn man dasselbe Doppelschnittverhältniss auf einer 
andern Parallellinie ınisst, so erfährt man, dass die geraden Verbin- 
dungslinien von drei festen Punkten einer Parabel oder 
Iyperbel mit einem veränderlichen Punkte derselben 
durch eine feste Parallele zu einer Asymptote oder einem 
Durchmesser in Punkten g, b, c so geschnitten werden, 
dass ab:ac constant ist. 


Aufg. 6. Setzen wir in der Aufgabe 4 voraus, dass die geraden 
Linien, welche die Punkte 4, B mit einem vierten 0° verbinden, den 
Strahl Coo in den Punkten «' b’ schneiden, so ist nothwendig 

ab aC, 

er nd Ca ’ 
wird nun auch noch der Punkt C in unendlicher Entfernung gedacht, so 
dass die Linie Coo eine Asymptote wird, so wird. das Verhältniss To 
der Einheit gleich und wir erhalten den Satz: Wenn in einer Hy- 
perbel zwei feste Punkte mit einem veränderlichen Punkt 
verbunden werden, so bestimmen die VerDindungslinien 
injeder Asymptote einen Abschnitt von unveränderlicher 


Länge. (Artikel 202, Aufgabe 1.) 
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Auf: 7. (4.4ABCx) = (B.A BC). (Fig. 117.) 
Wir messen die entsprechenden Fig. 117, 
Doppelschnittverhältzisse in der Linie 
C oo und bezeichnen die Schnittpunkte | 
der Tangenten der Curve in A und B A 
mit dieser Linie durch @ und b, so- \ 


wie den Schnittpunkt (derselben mit Z ei \ 
der entsprechenden Berührungssehne ~~~ / \ \ > 
durch X: alsdann ist >z 

aC e K © Pe 


KC bt 

Oder: Wenn eine Parallele zu einer Asymptole einer lly- 
perbel oder zum Durchmesser einer Parabel zwei Tangen- 
ten und ihre Berührungssehne schneidet, so ist der Ab- 
schnitt zwischen Curve und Berührungsschne das geome- 
trische Mittel zwischen den Abschnilten von der Curve 
zu den Tangenten. Und umgekehrt: Wenn eine gerade Linie 
ab von gleichbleibender Richtung die Seiten eines Drei- 
ecks in den Punkten a, b, Adurchschneidet, und in ihr ein 
Puukt Cso bestimmt wird, dass stets 

KO al. bC, 
so ist der Ort des Punktes C eine Parabel, wenn Cò der 
Halbirungslinie der Basis des Dreiecks parallel ist (Artikel 
212); in jedem andern Falle aber eine Hyperhel, für welche 
ab die Richtung einer Asymptote bestimmt. 


Aufg. 8. Unter der Voraussetzung, dass zwei Punkte unendlich ent- 
ferut sind, hat man z. B. 
©. AB æa’) = (x AB æ œw} (Fig. 118). 
Hier sind die geraden Linien co œ, o o0 Fis. 118 
die beiden Asymptoten, während die Ge- 
rade œ© 00’ ganz in unendlicher Entfer- 
nung ist. Messen wir das Doppelschuitt- 
verhältniss auf dem Durchmesser O A und 
setzen fest, dass die den Asymptoten pa- 
rallelen geradeu Linien denselben in a, a 
schneiden, so erhalten wir N 
04 Oa S , 
Oa Di 
d. i. Parallelen zu den Asymptoten, die durch einen belie- 
bigen Punkt der Hyperbel gezogen werden, bestimmen 
in einem Halbdurchmesser vom Centrum aus gemessene 
Segmente, welche diesen selbst zur mittleren geometri- 
schen Proportionale haben. 
Wenn daher umgekehrt durch einen festen Punkt O eine gerade Li- 
nie gezogen wird, welche zwei festen vom Punkt B ausgehenden Gera- 
den in Punkteu @, a’ begegnet, und wenn man in ihr einen Punkt 4 so 
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wählt, dass O4 das geometrische Mittel zwischen Oa und Oa ist, so 
ist der Ort dieses Punktes eine Iyperbel, welche den Punkt O zum Cen- 
trum hat und deren Asymptoten den Linien Ba und Ba parallel laufen. 


Aufg. 9. (99.4 Bæ) = (a0, d Boo x). 
Unter der Voraussetzung , dass die Segmente in den Asymptoten ge- 
messen seien und dass O das Centrum bezeichne, erhalten wir 


Oa 0y 
ob Ga’ 


oder: Das Rechteck, welches von den durch einen Punkt der 
Curve gezogenen Parallelen zuden Asymptoten gebildet 
wird, ist conslant. 


407. Wir untersuchen hiernach einige besondere Fälle von dem 
Satze, in welchem dieanharmonische Eigenschaft der Tan- 
genten eines Kegelschnitts ausgesprochen ist. (Art. 297.) 


4ufg. 1. Diese Eigenschaft nimmt eine besonders einfache Form 

für die Parabel dadurch an, dass diese Curve stets eine ganz in unendli- 

cher Entfernung gelegene Tangente besitzt. (Art. 278.) In Folge dessen 

Fig. 119, schneiden drei feste Tangenten ei- 

ner Parabel eine beliebige vierte in 

Punkten A, B, C so, dass das Ver- 

hältniss 4B: 4C unveränderlich 
ist. 

Wenn wir die veränderliche Tan- 

gente der Reihe nach mit jeder der 

\ gegebenen Tangenten zusammenfal- 

N len lassen, so erhalten wir den Satz 

ʻN PO__ RP Qr 


zz ie ĝl. 
7 ür Po rP Fig. 119. 

Aufg. 2. Wir nebmen an, dass zwei von den vier festen Tangen- 
ten einer Ellipse oder Hyperbel mit einander parallel sind und lassen die 
veränderliche Tangente nach einander mit jeder dieser parallelen Tangen- 


Fig. 120, ten zusammenfallen. Im ersten Falle ist 
e qas Verhältniss (Fig. 120) 
u N é: Ab 
D Ae’ 
E Pa und im zweilen 
D De ® 
Pai DE‘ 


demnach ist das Rechteck 45. Pè constant. 

Man kann auch ausder anharmonischen Eigenschaft der Punkte eines 
Kegelschnitts ableiten, dass die Verbindungslinien der Punkte 4, D mit ir- 
gend einem Punkte O der Curve die parallelen Tangenten in Punkten b, b 
schneiden, für welche das Rechteck 4b. Db’ gleichfalls constant ist 
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408. Wenn in einer geraden Linie das System der Punkte 
A,B,C, D,E und in derselben oder in einer andern geraden Li- 
nie das zweite System £, B’, C, D’, E', gegeben ist, dessen Punkte 
als denen des ersten, einer einem, entsprechend angesehen wer- 
den, so heissen beide Systeme projectivrisch, so bald 
das Doppelschnittverhältniss von irgend vier Punk- 
ten des ersten Systems dem gleichgebildeten Doppel- 
schniltverhältniss der entsprechenden vier Punkte 
des zweiten gleich ist. 

Indem wir z. B. die Punkte 4, B,C.... mit einem belie- 
bigen Punkte P verbinden und das so gebildete Büschet durch 
irgend eine Transversale schneiden, erhalten wir auf dieser ein 
System von Punkten a, b, c... welches dem gegebenen projecti- 
visch ist. In der Figur ist die Transversale durch den Punkt A 
gezogen, so dass A und a Fig. 121 
zusammenfallen. (Fig. 121.) 2 
Es ist immer möglich, ein ; IN 
projectivisches System zu ei- HY | 
nem gegebenen so zu con- Ar 
struiren, dass drei beliebige A 4 x 
Punkte 4, B, C' den drei _ $ 2 DA 
Punkten A B, C des gege- zul e Me a E a 
benen Systems entsprechen; zu diesem Zwecke legen wir durch 4 
eine beliebige gerade Linie, welche mit 42 einen Winkel bildet, 
tragen auf ihr vom Punkte 4a aus die Längen 

ab = AB, ac= AC 
ab und ziehen die Verbindungslinien b B, cC; sie bestimmen ei- 
nen Punkt P, durch dessen Verbindung mit den Punkten D, E 
u. s. w. wie die entsprechenden Punkte. d, e u. s. w. erhalten. 
Wenn wir sodann endlich C D = cd, DE = de u. s. w. ma- 
chen, so erhalten wir ein dem System ABCDE projectivisches 
System A BK CVE. 

409. Wenn zweiprojeclivische Systeme in dersel- 
ben geraden Linie liegen, so hat im Allgemeinen ein 
Punkt nicht den nämlichen zweiten Punkt zu seinem 
entsprechenden, wenn man ihn als dem ersten und 
wenn man ihn als dem zweiten System angehörig be- 
trachtet. Construirl man z. B. in der vorigen Figur zu dem 
Punkte 4’, indem man ihn als dem ersten System angehörig be- 


Í 
| 
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trachtet, den correspondirenden Punkt, wie vorhin, so fällt der- 
selbe im Allgemeinen nicht mit 4 zusammen. 

Entsprechen aber die Punkte 4, 4’ einander wirk- 
lich in der Art gegenseitig, dass es für dies Entspre- 
chen gleichgültig ist, ob man den Punkt 4 als dem 
ersten oder dem zweiten System angehörig betrach- 
tet, dann entsprechen alle entsprechenden Punkte 
einander auf die nämliche Weise und man sagt von 
den beiden Punktereihen, dass sie ein System in In- 
volution bilden. 

Unter der Voraussetzung z. B. das die Punkte 43 BA des 
ersten Systems den Punkten AB bA des zweiten entsprechen, 
müssen die Punkte b und B zusammenfallen. Denn wir haben 

ABB A) = {4B bA}, 


A IB AL _AB AA 
oder BRR "p A Fr - 76° 
d. i. AB:BB == Ab:B'b, 


Die gerade Strecke 4B wird also in ò und in B in demselben 
Verhältniss geschnitten, und demnach müssen 5 und B zusammen- 
fallen. 

410. Zwei Punktepaare 44, BB’ bestimmen ein in- 
volutorisches System. (Fig. 122.) 


Fig. 122. Es ist in der That nur ein 
P o specieller Fall des Artikel 408, 


-  einzudem System 4A BBCD... 
IN projectivisches System so zu be- 


| \g R s 

I BA slimmen, dass die Punkte 4, 4, B 

4 A den Punkten 4’, 4, B’ entspre- 

«77 chen; wir ziehen durch 4 eine 

5 DE E L beliebige gerade Linie, tragen 
r d 


auf ihr von A (a) aus «a = £ 4, ab = AB ab, ziehen d’a, BU 
bis zu ihrem Durchschnittspunkte P, und indem wir dann den Punkt 
P mit B, C,D.... verbinden, bestimmen wir die entsprechen- 
den Punkte des zweiten Systems, 

Wir bezeichnen die Punkte 4, 4 als einander conjugirt. 

41}. Aus der Identität ihrer Doppelschnittverhältnisse lassen 
sich die verschiedenen Relationen der Segmente zwischen 
drei invrolutorischen Punkte-Paaren leicht ableiten; wir 
empfehlen diese Ableitung dem Leser. 
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Aus (4 BCA) = (4 B' C A) folgt 
AB A AB dA 
oder AB.AC.BC—=ABR.AC.BC. 

Die Entwicklung dieser Relationen bietet im Allgemeinen keine 
Schwierigkeit dar, und wir verweilen deshalb nur noch bei dem 
besondern Falle, wo für einen der Punkte der conjugirte Punkt 
in unendlicher Entfernung liegt. Einen solchen Punkt erhalten 
wir, indem wir Po parallel 42 ziehen, bis es a'b in o schnei- 
det und alsdann 40 = ao abtragen. Der conjugirte Punkt von 
O liegt in unendlicher Entfernung und O selbst heisst das Cen- 
trum des involutorischen Systems. 

In diesem Falle nimmt die Relation der Segmente eine be- 
sonders einfache Form an; denn es ist 
(AB00) = (d B 0'0) 

40 A0- ALE 40, 
OR OB GF'OR' 
liegt nun 0° in wnendlicher Entfernung, so geht dies in 


oder 


AO ok 
OB 2O 
oder A0.40 = B0.B O 


über, d. h, das Product der Entfernungen irgend zweier 
conjugirten Punkte vom Centrum der Involution ist 
constant. 

Offenbar erlaubt die in diesem Artikel gegebene Construction, 
das Centrum zu finden, wenn zwei Paare conjugirter 
Punkte eines involutorischen Systems gegeben sind. 


412. Man kann die Erklärung involutorischer Systeme ganz 
aul die eben bewiesene Eigenschaft derselben gründen und sie als 
Punktereihen definiren, für welche 

04.04 = 0B.0B = 00.00 —....d 
ist; denn es ist leicht aus dieser Relation abzuleiten, dass das 
Doppelschnittverhältniss von irgend vier Punkten des Systems dem 
ihrer vier conjugirten Punkte gleich ist. Das Doppelschnittver- 
hältniss von vier Punkten, deren Entfernungen vom Centrum 


# ” w . * 
r,r,r,r sind, ist durch 
r—r r—r 


Tr 


Er o EE 
Salmon, Anal, Geom, der Kegelsehniite. 31 
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ausgedrückt, und diese Function bleibt augenscheinlich ungeändert, 
wenn man an Stelle der Abstände », 7 ihren reciproken Werth 
setzt, oder 


l l l l 
» re — Ld — SY 
r—r r—r r r r r 
7 d Ti 
r—r r r J l i l 
"J = 7 
r r r T 


413. Ein Punkt, welcher mit seinem conjugirten 
zusammenfällt, ist cin Brénnpunkt des involutorischen 
Systems genannt worden. 

Es giebt offenbar zwei solche Punkte, welche vom Centrum 
gleich weit entfernt sind, und ihr Abstand von demselben OF ist 
durch die Gleichung ' 

OF’? = 04.04 
bestimmt. 

Wenn 4 und £ beide auf derselben Seite des Centrums lie- 
gen, so ist 04. 04 = + e = OF’ und die Brennpunkte sind 
reell; wenn aber A und 4 auf verschiedenen Seiten des Cen- 
trums liegen, so ist 04° = — e und die Brennpunkte sind 
imaginär. 

Zwei conjugirte Punkte einer Invelution bilden 
mit den Brennpunkten derselben vier Punkte einer 
harmonischen Theilung; denn die Relation 
(ARF £) == (£ FF A) 

AF Ad AFAA 
FF AF = FF AF” 
AF A 

Ar IR 
d. i die Entfernung der Brennpunkte wird durch die 
conjugirten Punkte A und 4 innerlich und äusserlich 
in demselben Verhältniss getheilt. 


gieht 


oder 


Zusatz. Wenn ein Brennpunkt unendlich eutfernt ist, so hal- 
birt der andre Brennpunkt die Entfernung zwischen je zwei con- 
jugirten Punkten und die Entfernung 4B zwischen irgend 
zwei Punkten ist der Entfernung Æ B zwischen den 
conjugirten Punkten gleich. Alsdann liegt auch das Cen- 
trum unendlich entfernt. 
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414. Aus drei gegebenen Punkte-Paaren des Systems können 
wir die Brennpunkte bestimmen, entweder, indem wir zuerst das 
Centrum bestimmen, wie in Art. 411, oder direct, wie folgt: Weil 
ein Brennpunkt sich selbst conjugirt ist, so haben wir 

(AFB) = (4 FEA. 
AFAB__AFAB 
FA BA FABA 
AF’ AB.AB 
RO~ AB.AÄB 
Wenn man den Brennpunkt als einen Theilpunkt der Strecke 
AA betrachtet, so ist hierdurch das entsprechende Theilungsver- 
hältniss bestimmt und der Punkt kann construirt werden. 


oder 


Es ist von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die- Relationen 
zwischen den von sechs involutorischen Punkten gebildeten Seg- 
menten von der im Art. 393 bezeichneten Klasse sind, nämlich 
von der Klasse «derjenigen, welche sich unmittelbar auf die Sinus 
der Winkel übertragen, die an einem beliebig gewählten Punkt 
durch die nach «len einzelnen Punkten des involutorischen Systems 
gehenden Strahlen gebildet werden. 


In Folge desssen wird ein Strahlenbüschel von belie- 
bigem Scheitel, dessen Basis eine involutorische Punk- 
tereihe ist, won jeder Transversale in Punkten ge- 
schnitten, welche ein System in Involution bilden. 


Und das reciproke System von sechs Punkten in 
Involution ist ein involutorisches Büschel. 


415. Die wichtigste Anwendung dieser Principien in der Theo- 
vie der Kegelschnitte ist die folgende. (Fig. 123.) 

Wenn ein Viereck abcd in de Aa n 
einen Kegelschnitt eingeschrieben AN 
ist und eine beliebige Transver- 
sale den Kegelschnilt in 4, 4, ah 3 
die Seiten ab, cd in B, B’ und die AE E ee 
Seiten ad, be in C, C’ schneidet, e x 
so sind die Punkte 44BB'CC in Involution; denn nach der an- 
harmonischen Eigenschaft der Punkte eines Kegelschnitts ist 


(a. Adb d) = (e.Adb d) 


1 


31* 
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und indem man die Doppelschnittverhältnisse dieser Strahlenbüschel 
auf der Transversale 44° misst, 
(ACBA)—= (4B CA) = (1 C BA). 

Da ein System von Punkten in Involution durch zwei Paare von 
conjugirten Punkten 32’, CC bestimmt ist, so gehören die Punkte 
EE', in welchen ein beliebiger anderer durch die vierPunkte «a, b,c, d 
gehende Kegelschnitt die Transversale schneidet, demselben involu- 
torischen System an; d. h. das System von Kegelschnitten, 
welche demselben Viereck umschrieben sind, bestimmt 
in einer beliebigen Transversale ein System von Punk- 
ten in Involution. 

Und wenn ein System von Kegelschnitten demsel- 
ben Viereck eingeschrieben ist, so bilden die Paare 
der Tangenten, welche von einem beliebigen Punkte 
aus an dieselben gezogen werden können, die conju- 
girten Strahlenpaare eines involutorischen Büschels. 

416. Da die Diagonalen ac, bd auch als einer der Kegel- 
schnitte erscheinen, welche durch die gedachten vier Punkte ge- 
hen, so ergiebt sich als ein specieller Fall des vorigen Satzes, dass 
das System der Schnittpunkte BB’, CC, DD’, welche die 
vier Seiten und die beiden Diagonalen eines Vierecks 
in einer beliebigen Transversale bestimmen, in Invo- 
lution ist. 

Diese Eigenschaft gestattet uns, aus zwei gegebenen 
Punkte-Paaren BB, DD ein involutorisches System zu 
bestimmen, d. h. zu einem gegebenen Punkt C desselben den 
conjugirten Punkt C’ zu construiren. Wir wählen zu dem Ende 
einen beliebigen Punkt a und ziehen die geraden Linien «aB, aD, 
aC; construiren wir nun ein Dreieck bed, dessen Ecken in diesen 
geraden Linien liegen, während zwei seiner Seiten durch die Punkte 
B’, D gehen, so bestimmt (die dritte Seite den gesuchten zu C con- 
jugirten Punkt €, Man kann den Punkt a als unendlich entfernt 
voraussetzen oder die geraden Linien aB,'aD, aC parallel machen. 

Wenn der Punkt C in wnendlicher Entfernung vorausgesetzt 
wird, so liefert die nämliche Construction das Centrum. Die ein- 
fachste Construction für diesen Fall ist aber diese: Man ziehe 
durch die Punkte B, D ein Paar von Parallel-Linien Bb, De und 
durch die Punkte 2’, D' ein anderes Paar Parallelen Do, Be; die 
gerade Linie be bestimmt das Centrum des Systems. 
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Aufg. I. Wenn drei Kegelschnitte demselben Viereck 
umschrieben sind, so wird jede Tangente, welche zweien 
unterihnen gemeinschaftlich ist, durch den dritten har- 
monisch getheilt. 


Denn die Berührungspunkle einer solchen Tangente sind die Brenn- 
punkte des involutorischen Systems, welches in ihr durch die Kegel 
schnitte bestimmt wird. 


Aufg. 2. Wenn wir durch den Durchschnittspunkt der 
gemeinschaftlichen Sehnen zweier Kegelschnitte eine 
Tangentezueinemderselbenlegen, sowird dieselbe ilurch 
denandern harmonisch getheilt. 


Denn in diesem Falle decken sich in jenem Durchschnittspunkt der 
gemeinschaftlichen Sehnen ebenso wie im Berührungspunkt der bezeich- 
neten Tangente zwei conjugirte Paare, und der Salz spricht nur die har- 
monische Theilung der Brennpunkts -Distanz durch ein Paar conjugirte 
Punkte aus. 


Aufg. 3 Wenn zwei Kegelschnitte cine doppelte Be- 
rührunghaben, oderwenneineBerührungderdrittenOrd- 
nung zwischen ihnen besteht, so wird jede Tangente des 
einenindenPunkten, wo sie den andern Kegelschnitt und 
dieBerührungsschne schneidet, harmonisch getheilt. 

Die Berührungssehne ist durch das Zusammenfallen der gemeinschaft- 


lichen Sehnen entstanden und bestimmt somit in der schneidenden Gera- 
den einen Brennpunkt. 


Aufg. 4. Einen Kegelschnilt zu beschreiben, welcher 
durch vier Punkte a, b, c, dgehtund eine gegebene gerade 
Linie berührt. 

Der Berührungspuukt muss einer der Brennpunkte des involutori- 
schen Systems B, B',C,C sein, welches durch die Paare der Gegenseiten 
und der Diagonalen jenes Vierecks in der gegebenen geraden Linie be- 
stimmt wird; nach Artikel 413 bestimmen sich dieselben. Das Problem 
gestaltet demnach zwei Auflösungen. 


AJufg. 5. Wenn eine Parallele zu einer Asymptote die 
Gurvein C und einihrumschriebenes Viereck in denPunk- 
tenca,b,c,dschneidet, so ist 


Ca. Cc = Cb. Cd; 
denn C ist das Centrum des Systems. 


dAufg. 6. Die Aufgaben des Artikel 406 als Fälle der In- 
volution zu lösen. 


Wir bemerken, dass in der ersten Aufgabe A, ın der zweiten F ein 
Brennpunkt, in der dritten F das Centrum ist, u. s. w. 
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Aufg. 7. Die auf einer beliebigen geraden Linie zwi- 
schen der Hyperbel und ihren Asymptoten gelegenen Ab- 
schnitte sind gleich. 

Denn in diesem Falle ist einer der Brennpunkte des Systems in un- 
endlicher Entfernung. 


417. Wir schliessen daran in dem Folgenden einige Beispiele 
von Aufgaben, welche mit Hilfe der anharmonischen Eigenschaften 
besonders leicht gelöst werden können. 


Aufg. 1. Die Methode der Generation derKegelschnitte 
vonMac-Laurin zu beweisen; (Artikel 302, Aufgabe 4) d. i. den Ort 
der Spitze V eines Dreiecks zu finden, dessen Seiten durch die festen Punkte 

Fir. 19. A, B, C gehen und dessen Basisecken 
e sich in den festen geraden Linien 0a, 
Ob bewegen. (Fig. 124.) 
Wir lassen vier Lagen des verän- 
derlichen Dreiecks 
g DV abr ab V”, ao r” 
verzeichnet sein und erkennen zu- 
nächst wegen der Identität der Bü- 
schel (C.a da a”) und (C.b btt”), 


vr 


© \ dass 
laaa a” == (bb b” b”) 
und somit (Aaa aa” J= (8:0 bb U”, 
oder AVV VEO = (BVV VV”. 


“” nm 


Deshalb liegen die Punkte 4, B, V, V’, V”, V” in demselben Kegel- 
schnitt. Wenn die ersten drei Dreiecke fest sind, so ist der Ort der Ecke 
V” der durch die Punkte 4, B, V, V’, V” gehende Kegelschnitt. 


Aufg 2. M. Chasles hat darauf aufmerksam gemacht, 
dass derselbe Beweis noch anwendbar ist, wenn die Seite 
ab statt durch einen festen Punkt C zu gehen, einen festen 
Kegelschnitt herühre, für welchen die geraden Linien Oa 
und Ob Tangenten sind. Alsdann schneiden vier Lagen der Basis des 
Dreiecks die Geraden Oa, Ob sodass 


(aa a a") = (bb bb”). 
(Artikel 297.) 
Der Rest des Beweises bleibt wie vorher. 


4ufg. 3. Die Methode der Generation derKegelschnitte 
von Newton zu beweisen. 


Diese Methode besteht in Folgendem: Zwei Winkel von coustan- 
ter Grösse drehen sich um ihre festen Scheitelpunkte P, Q, der Durch- 
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schnitt von zweien ihrer Schenkel durchläuft eine gerade Linie 4 4'; 

alsdann ist der Ort des Durehschnittspunktes F ihrer andern Schen- 

kel ein Kegelschnitt, welcher durch die Pie. 125, 

beiden Punkte P und Q hindurehgeht. AAA A” 

(Fig. 125.) IX) 
Wir setzen, wie es die Figur zeigt, vier X \d 

Lagen dieser Winkel voraus, und haben AT 

alsdann 


E 


(P.A Ë A”) = (O.A R 44"): 
es ist aber 
P.ASA A) = (P.V V Vy") 
und (OAE A= KONV”, 


weil die Winkel der beiden Strahlenbüschel dieselben sind; in Folge des- 
sen ist 

RR F EOSO) 
und demnach der Ort von V” wie vorher ciu Kegelschuitt, welcher durch 
die Punkte P, 0, F, V’, F” hindurchgeht. 


Aufg. 4. M. Chasles hat auch diese Methode dadurch er- 
weıtert, dasser denPunkt anstatt in einer geraden Linie 
in einem durch die Punkte Pund Q gehenden Kegelschnitt 
bewegtdenkt; denn auch dann ist immer 


‚ 


PAK L S LAL E AS). 

dAufg. 5. Der Beweis bleibt derselbe, wenn anstalt der 
Unveränderlichkeit der Winkel APP, AQV festgesetzt 
wäre, dass dieselben in festen geraden Linien constante 
Abschnitte bestimmen, denn auch dann gälte die Gleichheit der Dop- 
pelschnitiverhältnisse 

(P. AA AA”) = (P. vry’ pa i, 

weil beide Bäschel in einer festen geraden Linie Abschnitte von derselben 
Länge bestimmen, 

Wenn dıe Basis eines Dreiecks und der von den Seiten desselben in 
einer festen geraden Linie bestimmte Abschnitt gegehen sind, so ist der 
Ort der Spitze ein Kegelschnitt. 


Aufg. 6. Endlich kann auch die Erzeugungsweise der Aufgabe 1 
noch dadurch verallgemeinert werden, dass wir die Endpunkte der 
geraden Linie ab als in einem durch die Punkte AB gehen- 
den Kegelschnitt bewegt voraussetzen; denn wenn wir vier 
Lagen des Dreiecks betrachten, so ist nach Artikel 297 

a aaa \— bbt Y” 5 
also 
(d.aa a" a) = (B.b bb b’) 


und der Rest des Beweises verläuft wie vorher. 
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Aufg. 7. Die Basis eines Dreiecks geht durch den Punkt 
C, den Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen Tan- 
genten zweier Kegelschnitte, dereine Endpunkt der Basis 
ab liegt indem einen, der andere im andern Kegelschnilt, 
während die Seiten durch die festen Punkte 4, B gehen, von 
denen der eine dem ersten, der andere dem zweiten Kegel- 
schnitt angehört. Der Ort derSpitze des Dreiecks ist ein 
durch die Punkte 4 und B gehender Kegelschnitt. 

Zum Beweise wird genau dasselbe Verfaħren eingeschlagen, wie 
vorher und derselbe stützt sich allein auf den letzten Satz des Art, 298. 

Wir können dabei anmerken, dass eben dieser Satz einen einfachen 
geometrischen Beweis erlaubt; denn vorausgesetzt, dass die Punkte des 
Büschels (0.4BCD) denen des Büschels (o.abed) entsprechen, so 
schneiden sich die Strahlen O 4, o« in einem Punkte r von einer der ge- 
meinschaftlichen Sehnen der Kegelschnitte, ebenso die Strahlen OB, ob 
in dem Punkte 7° derselben Schne u. s. w.; demnach wird das Doppel- 
schnittverhältniss beider Büschel durch das der vier Punkte r, r, r’, r” 
gemessen. 


Aufg. 8. In der Aufgabe 6 darf vorausgesetzt werden, 
dass die Basis, statt durch einen festen Punkt zu gehen, 
stets Tangente eines Kegelschnitts sei, der mit dem gege- 
benen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat. 


4ufg. 9. Wenn einPolygon, dessen Seiten bis auf eine 
durch feste Punkte gehen, einem Kegelschnitt einge- 
schrieben ist, so umhüllt diese letztere Seite einen Ke- 
gelschnitt, der mit dem gegebenen eine doppelte Berüh- 
rung hat. 

Denn wenn durch a, b, c u. s. w. die Ecken des Polygons und 
durch beigefügte Indices die auf einander folgenden Lagen derselben be- 
zeichnet werden, so gilt für vier solche Lagen die Gleichheit der Doppel- 
schnittverhältnisse 

aaa = (bb b” t’ = lecc ce), 
u. s. w. 

Die Aufgabe ist dadurch auf die des Artikel 301 reducirt: Man soll 
zu drei Paaren von Punkten eines Kegelschnittes a, «, a’, d, d’, d” ein 
viertes Paar a”, d” so bestimmen, dass 


(aa a a) = (dd d d). 


Aufg. 10. Man soll in einen Kegelschnitt ein Polygon 
einschreiben, dessenSeiten alle durch festePunkte gehen. 


Wenn wir einen Punkt « auf dem Kegelschnitt willkürlich als die 
erste Ecke des Polygons wählen und dasselbe verzeichnen, so fällt im 
Allgemeinen der Punkt z, in welchem seine letzte Seite den Kegelschnitt 
schneidet, nicht mit dem Punkte « zusammen. Vier derartige Versuche 
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` . p r ; 2. A 
zur Verzeichnung des Polygons liefern die Punktepaare az, az, a e. 


ttr Prr 


a” z” und die Gleichheit der Doppelschnittverhältnisse 
O D7 er en 


aua aE A 


Wenn der letzte dieser Versuche gelungen wäre, so fielen «” und z” in 
einen Punkt zusammen und die Aufgabe reducirt sich somit auf diese 
andere: Zu drei Punktepaaren aaa’, zz z” in einem Kegelschnitt einen 
Punkt K so zu bestimmen, dass 

(Kada‘) = (Kızz'). 


Diese Aufgabe erhält ‚aber ihre Auflösung durch folgende Betrach- 
tungen: Wenn az’, az, az die Ecken eines eingeschriebenen Sechsecks 
sind (wir setzen voraus in der hier gegebenen Ordnung so dass 4, z, 
d',z, a”,z" die gegenüberliegenden Ecken sind), so kann Tales der Punkte, 
in welchen die gerade Verbindungslinie der Durchschnittspunkte der Ge- 
genseiten dieses Sechsecks den Kegelschnitt schneidet, als einer der ge- 
suchten Punkte X betrachtet werden. Der Blick auf die Figur 126, in 
welcher die Ecken a, z”, €, z, a”, z respective durch 4, B, C, D, E, F bezeich- 


net sind, und für welche daher die Pascal'sche Linie Fig. 126, 
durch ZMN repräsentirt ist, zeigt dass die Punkt- E 
reihe XPNL (P ist der Durchsehnittspunkt der A 


Pascal’schen Linie mit der Diagonale 4.D) ebenso- 
wohl das Doppelschnitiverhältniss des Büschels 
(D.KACE) als awch das des andern Büschels 
(4.K DFB) misst, dass somit 


(KACE) = (KDF B) ist, 


wie es die Aufgabe fordert. Diese Construction 7 i 
des eingeschriebemen Polygons verdankt man 4 A 
M. Pongelet (Traité des Propr. Proj. p. 351). Der hier gegebene 
Beweis zeigt zugleich, dass die Poncelet'sche Con struction auch die Auf- 
gabe auflöst: Man soll in einenKegelschnitt ein Viereck ein- 
schreiben, dessen Seiten sämmtlich ejnen Kegelschuitt 
berühren, der mit dem gegebenen eine doppelte Berüh- 
runghat; und dass endlich alle die von den einzelnen Sei- 
ten berührten Kegelschnitte verschieden sein können. 


N 


Aus der letzten Aufgabe ist bekannt, dass X für einen Kegelschnitt, 
welcher mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat, „einer der Be- 
‚rührungspunkte ist, sobald die geraden Linien az, a z’, œ’ z” Tangenten 
desselben sind; demnach ist im Vorigen zugleich die Auflösung der Auf- 
gabe enthalten: Einen Kegelsch nt zu beschreiben, welcher 
drei gegebene gerade Linien berührt und überdies mit ei- 
nem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat. 


Aufg. 11.Die anharmonischeEigenschaft von fünf Punk- 
ten eines Kegelschnitts bietet einen einfachenBeweis dar 
für den Satz vom Pascal’schen Sechseck. 
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In der Figur der vorigen Aufgabe ist 
(E.CDFB) = (4.CDFB). 


Wir messen diese gleichen Doppelschnittverhältnisse respective in den ge- 
raden Linie BC und CD und erhalten 


(CRM B} = (C DNS); 


bilden wir dann mit diesen beiden Punktreihen von dem Punkte Z als 
Scheitel zwei Strahlenbüschel, so haben dieselben drei gemeinschaftliche 
Strahlen CZ, DE, AB uud müssen somil wegen der Gleichheit ihrer 
Doppelschnittverhältnisse auch den vierten Strahl gemeinschaftlich haben, 
d. h. NZ, LM bilden eine gerade Linie. 


Aufg. 12. Ganz ebenso ergiebt sich aus der anharmo- 
nischenEigenschafltvonfünfTangenteneinesKegelschnilts 
der Beweisdes SatzesvonBrianchon. 

Wir bezeichnen die Berührungspunkte der sechs Tangenten des 
Brianchon’schen Satzes durch 4, B, C, D, E, F (Fig. 127) und die 


Fig. 127, Durchsehnittspunkte der aufeinanderfol- 

i genden unter ihnen oder die Ecken des 

¿° umschriebenen Sechsecks durch æ, b, c, 

d, e, f; alsdann sind ad, be, cf die Ver- 

| bindungslinien der Gegenecken, und man 

Ja hat zu beweisen, dass die beiden letz- 

a_ teren der ersteren in demselben Punkte O 

IE A] begegnen. 

> No Dazu betrachten wir die Tangenten in 

Er = p_ A4undäals von den vier andern geschnit- 
ee sein, sordäss 


{ae df) = lbe de) 

ist; ındem wir alsdanı die Punkte der ersten Reihe mit c und die der 
zweiten mit 5 verbinden, erhalten wir 

(e.acdf) = b.b ec" de; E 
schneiden wir endlich diese beiden Strahlenbüschel durch die Trausver- 
sale ad, und bezeichnen den Punkt, in welchem der Strahl be des zwei- 
ten Büschels ihr begegnet, durch O, den Punkt, in welchem der Strahl 
ef des ersten sie trilft, durch 07, so ist 

(ac” 40) = (ac” a0); 
d. h. O fällt mit 0° zusammen. 


Unter den speciellen Fällen dieses Satzes bemerken wir einen be- 
kannten Satz über die Parabel, nämlich, dass die Höhenperpendi- 
kel eines der Parabel umschriebenen Dreiecks sich in der 
Directrix schneiden. (Artikel 229, Aufgabe 2.) Bezeichnen wir durch 
fis tz, fa die drei Tangenten der Parabel, welche das Dreieck bilden, und 
durch z4, t3, &, die drei dazu rechtwinkligen Tangenten derselben, welche 
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bekanntlich die ersteren in der Direetrix durchschneiden (Artikel 223), so 
ist durch fünf dieser Tangenten und die unendlich entfernte gerade Linie 
ein Sechseck £; u fta 1, of), gebildet, in welchem die Gegenecken durech 
lita, 3 ©; ttz, OT, und tzt 3, t tı bezeichnet werden können. Die drei 
Gegen-Diagonalen, die sich in einem Punkte schneiden müssen, sind so- 
nach die Senkrechte vom Durchschnittspunkte der Tangenten 4, und 4% auf 
die Tangente tz, die Senkrechte vom Durchschnittspunkt von 4 und é, auf 
f£, und die Direetrix, nämlich die Verbindungslinie der Durchschnittspunkte 
zweier Paare von aufeinander rechtwinkligen Tangenten. 


Aufg. 13. Aus dem Pascal’schenSatze erhält man leicht 
die von Mac-Laurin gegebene Methode zur Erzeugung der 
Kegelschnitte. Denn wenn wir die fünf Punkte 4, B, C, D, E als ge- 
geben und den Punkt F als veränderlich voraussetzen, so ist F die Spitze 
eines Dreiecks FMN (Fig. 126), dessen Seiten durch die festen Punkte Z, 
A, E gehen, und dessen Basısecken sich in den festen geraden Linien 
CD, CB bewegen. Wir erkennen daraus, dass wir aus fünf Punkten eines 
Kegelschnilts so viele andre Punkte desselben bestimmen können als wir 
wünschen. 


Durch dieselbe Construction lässt sich aus fünf Punkten eines Ke- 
gelschnitts 4, B, C, D, E der Punkt F bestimmen, inwelchem eine beliebige 
durch einen jener Punkte gezogene Gerade AN den Kegelschnitt ferner 
schneidet. Und wenn man diese gerade Linie nach eimander zu den Sel- 
nen BC, BD des Kegelschnitts parallel sein lässt, so ergeben sich durch 
die Bestimmung ihrer ferneren Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt zwei 
Paare paralleler Sehnen, und man erhält daraus nach der Bemerkung des 
Artikels 94 sein Centrum. 


4ufg. 14. Vier Punkte 4, D, F, B eines Kegelschnitts 
undzweifeste geradeLiniendurch cinen derselben DC, DE 
sind gegeben; man soll die Enveloppe der geraden Linie 
CE finden, welche die zweiten Durchschnittspunkte die- 
ser Geraden mit dem Kegelschnitt verbindet. 


Die Ecken des Dreiecks C, £, M bewegen sich in festen geraden 
Linien PC, DE, NL, und zwei seiner Seiten gehen durch die festen 
Punkte B, F; in Folge dessen und durch Anwendung der Methode der 
reeiproken Polaren auf die Mac-Laurin’sche Erzeugungsweise der Kegel- 
schnitte erkennt man, dass die dritte Seite einen Kegelschnitt umhüllt, 
welcher jede der geraden Linien DC, D E berührt. 


Aufg. 15. Vier Punkte 4, B, D, EeinesKegelschnitts sind 
segeben; durch zwei derselhen werden feste gerade Li- 
nien AF, CD gezogen und die Punkte C, F bestimmt, in 
welchen dieselben dem kKegelschnittferner begeguen. Die 
gerade Verbindungslinie dieser Punkte geht stets durch 
den nämlichen festen Punkt. 
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Denn von dem Dreieck C F M gehen zwei Seiten durch die festen 
Punkte B, Z, während seine Ecken sich in den festen geraden Linien AF, 
CD, NL bewegen, welche sich in einem Punkte schneiden; somit geht 
(nach Art. 384) die dritte Seite CF durch einen festen Punkt. 


Wir werden in dem der Methode der Projectionen gewidmeten Ab- 
schnitt die letzten beiden Sätze als aus andern wohlbekannten Sätzen her- 
vorgeliend erkennen. 


Aufg. 16. In einen Kegelschnitt ein Dreieck einzu- 
schreiben, dessen Seiten durch gegehene Punkte gehen. 
(Fig. 128.) 


Dies ist zwar nur ein specieller Fall der Aufgabe 10, aber wir beab- 

Fig. 128, sichtigen an dieser Stelle 

einen geometrischen Be- 

A weis der im Artikel 302, 

A (Aufg. 3) gegebenen Con- 
J struction zu liefern. 

BR Wenn wir das Viereck 

Pi; betrachten, von welchem 

Gage | die Punkte Æ, Z, N Ecken 

und die Punkte D, F die 

| Durchschnitts - Punkte der 

| Gegenseiten sind, so bilden 

u nach deu harmonischen Ei- 

7} genschaften des Vierecks 

| die Linien ML, ME, MN, 

| MD ein harmonisches Bü- 

| schel, und die gerade Li- 

| nie 31 wird demnach in 

den Punkten harmonisch 

getheilt, in welchen diese 

vier Geraden ihr begegnen. 

| Da aber der Punkt B der 

Pol von MD ist, so ist B1 

A auch in den Punkten har- 

TD monisch getheilt, welche 

sie mit dem Kegelschnitt und mit der geraden Linie MD gemein hat ; daraus 

ergiebt sich, dass die geraden Linien B1 und MN sich im Kegelschnitt 

durchschneiden müssen oder dass die Punkte 1, 2, B m derselben gera- 


den Linie liegen. Ebenso zeigt man, dass die gerade Linie 1, 3 durch 4 
und dass die gerade Linie 3, 2 durch C geht. 


Aufg. 17. Die Gesetze der Doppelschnittverhältnisse von Punkten 
und Tangenten eines Kegelschnitts liefern einen sehr einfachen Beweis des 
Satzes, dass die Ecken zweier demselben Kegelschnitt um- 
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schriebener Dreiecke ABC, DEF in einem und demsel- 
ben Kegelschnitt liegen. (Fig. 129.) 


Denn nach der Unveränderlichkeit des Fig. 129, 
Doppelschnittverhältnisses von vier Tangen- ve A 
ten bestimmen die geraden Linien 4B, AC, er e m, 
DE, DF in den andern Z C und Æ F Punk- B- r \ N / 


tereihen 2, C, X, L und G, H, E, F von glei- S J Nu 

chem Doppelschnittverhältniss, d. i. man hat ` Mn AN z 
BC BL_ GH GF N Kr 
CK'LK BE FE: b g 


In Folge dessen ist auch 


sing D C . sing DL singAH MG AF 
snDK sina LDK snHAE'snFAE' 


oder 
nB DC sing DF. siaBAC sing AF 
sincDE sinf DE snmCAk'surFAEk’ 


und somit die Doppelschnittverhältnisse 
(D.BCE F) und (4.BCEF) 


einander gleich, womit der Salz bewiesen ıst. 


418. In der 4. Aufg. des Art. 331 ist bewiesen worden, dass 
das Doppelschnittverhältniss von vier Punkten einer geraden Linie 
dem Doppelschniltverrhältniss ihrer in Bezug auf einen Kegelschnitt 
genommenen Polarem gleich ist. Ein specieller Fall dieses Satzes 
ist es, dass das Doppelschnittsverhältniss von vıer be- 
liebigen Durchmessern dem ihrer conjugirten gleich 
ist. Wir können denselben auch direct durch die Bemerkung 
beweisen, dass das Doppelschnittsverhältniss von vier beliebigen 
von einem Punkt in der Curve ausgehenden Sehnen mit dem der 
Supplementar-Sehnen übereinstimmt. (Art. 180.) 


Man soll den Ort der Centra für alle die dem 
nämlichen Viereck umschriebenen Kegelschnitte fin- 
den. Wenn man die Durchmesser eines solchen Kegelschnitts ge- 
zogen denkt, welche die Seiten des Vierecks halbiren, so ist ihr 
Doppelschnittverhältniss dem ihrer vier conjugirten Durchmesser 
gleich, und da das Letztere bekannt ist, weil diese conjugirten 
Durchmesser den vier Seiten des Vierecks parallel sind, so ist der 
gesuchte Ort ein Kegelschnitt, welcher durch die Mit- 
telpunkte dieser Seiten geht. Wenn man sodann die spe- 
ciellen Fälle betrachtet, in denen der Kegelschnitt in zwei gerade 
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Linien degenerirt, so erkennt man den Durchschnittspunkt der 
Diagonalen und die Durchsehnittspunkte der Gegenseiten als Punkte 
des fraglichen Ortes; sie liegen deshalb in einem durch die Mittel- 
punkte der Seiten und Diagonalen gehenden Kegelschnitt. 

Wenn das gegebene Viereck einen einspringenden Winkel 
hesitzt, so erkennt man zunächst, dass der umschriebene Kegel- 
schnitt eine Hyperbel sein muss, da ein solches Viereck nicht in 
eine geschlossene Figur von der Gestalt der Ellipse oder Parabel 
eingeschrieben worden. Man schliesst sodann, dass der Ort der 
Centra in diesem Falle eine Ellipse ist, weil das Centrum einer 
Hyperbel nie unendlich entfernt sein kann. 

Ist das Viereck ohne einspringenden Winkel, so können den- 
selben im Allgemeinen zwei Parabeln umschrieben werden, weil 
nach Artikel 278 die Bestimmung derselben ein specieller Fall der 
Aufg. 4. des Art. 446 ist. Der Ort der Centra ist in diesem Falle 
eine Hyperbel, deren Asymptoten den Durchmessern dieser beiden 
Parabeln parallel sind. Der Ort der Centra ist endlich eine Pa- 
rabel, wenn einer der gegebenen Punkte in unendlicher Entfer- 
nung ist, d. h. wenn gefordert wird, den Ort der Centra der- 
jenigenKegelschnitte zu finden, welche durch dreige- 
gebene Punkte gehen und eine gegebene geradeLinie 
zur Asymptote haben. 

Durch dieselben Betrachtungen kann man beweisen, dass der 
Ort des Pols einer gegebenen geraden Linie inBezug 
auf alle Kegelschnitte des Systems ein Kegelschnitt ist. 


419. Wir haben im Vorigen an dem Beispiel des Pascal’schen 
und Brianchon’schen Satzes bereits erläutert, wie solche Sätze, 
welche in der Beziehung der Reciprocität zu einander stehen, in 
ganz analoger Weise aus der anharmonischen Eigenschaft der 
Punkte und der Tangenten der Kegelschnitte abgeleitet werden 
können, und wir empfehlen hier dem Leser, die sämmtlichen re- 
eiproken Sätze der in den vorigen Artikeln enthaltenen zu bilden 
und sie mit Hilfe der anharmonischen Eigenschaft der Tangenten 
eines Kegelschnitts zu beweisen. Wir fügen dafür ein weiteres 
Beispiel hinzu. 

Eine Transversale, welche sich um einen festen 
Punkt P dreht, schneidet zwei feste gerade Linien 
04, OB in Punkten A, B und man trägt von diesen die 
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gegebenen Längen 4C, BD in denselben ab; welches 
ist die Enveloppe der geraden Linie CD? 

Vier beliebige Lagen der Transversale liefern die Gleichheit 

der Doppelschnittverbältnisse 

(AA AA 


"= (BB BD); 
man hat aber 

(44 4° A”) = (CC CC”) und (BB B” B”) = (D D' DD”), 
somit schneiden die vier geraden Linien CD, CD’, C” D”, C” D” die 
festen Geraden 04, OB so, dass 

(Ge C C DID D ) iste 

und ihre Enveloppe ist daher ein Kegelschnitt, wel- 
cher 04 und OB berührt. 


420. Wenn in dieser Weise die Enveloppe einer beweglichen 
geraden Linie als ein Kegelschnitt erkannt ist, so ist es nützlich, 
anzumerken, ob jene bewegliche Gerade in einer ihrer Lagen ganz 
in unendlicher Entfernung sein kann; denn sobald dies der Fall 
ist, muss die Enveloppe derselben eine Parabel sein. (Art. 278.) 

So kann in dem Beispiele des vorigen Artikels die gerade Li- 
nie CD in keiner ihrer Lagen in unendlicher Entfernung sein. 
ohne dass es zugleich die drehende Transversale in der entspre- 
chenden Lage wäre; dies erfordert aber, dass der Punkt P un- 
endlich entfernt sei. Wenn also in jener Aufgabe die Transver- 
sale anstatt durch einen festen Punkt zu gehen, einer festen ge- 
raden Linie parallel ist, so wird die Enveloppe zu einer Parabel. 

Ganz in analoger Weise kann oft die geometrische Natur des 
von einem beweglichen Punkte durchlaufenen Ortes durch die Be- 
trachtung besonderer Lagen dieses Punktes erkannt werden, wie 
es das Beispiel des Artikels 418 schr deutlich zeigt. 


421. Wenn drei Punkte in einer geraden Linie «,b,c und drei 
Punkte in einer andern geraden Linie 4, B,C als ihnen entsprechend 
gegeben sind, und die Punkte d in der ersten und D in der zwei- 
ten geraden Linie so bestimmt werden, dass stets 

(abed)—=(ABCD) - 
ist, so folgt aus den vorhergehenden Artikeln, dass die Enveloppe 
von dD ein Kegelsehnitt ist, und dass die geraden Linien pd, PD, 
welche die Punkte &D mit zwei festen Punkten respective verbin- 
den, sich in einem Kegelschnitt durchschneiden, welcher durch 


” 
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diese Punkte geht.*) Wir wollen die allgemeinste Relation zwi- 
schen den Abmessungen der Punkte d und D untersuchen, für 
welche dies noch der Fall ist. Wenn wir die Entfernungen der 
Punkte a,b,c,d von einem festen Punkte o in derselben Linie durch 
rr, r”, r” und die Entfernungen der Punkte 4, B,C, D von dem fe- 
sten Punkte O ihrer geraden Verbindungslinie durch R, R R E 
bezeichnen, so ist 


r—r r—r" = R , R—R" 
EEE u TE a ET 


Denken wir nun die Punkte abe, ABC als fest und nur d, D 
als veränderlich, so sind r,, r“, r”, R, R”, R” constante Grössen 
und die aufgestellte Relation, welche die Gleichheit der Doppel- 
schnittverhältnisse ausdrückt, geht in die Form 

kRr+IR+mr-+n=o 
über. (Vergl. Art. 301,) 

Sie ist in Bezug auf jede der beiden Veränderlichen v und R 
vom ersten Grade und hat die allgemeinste Form, welche mit die- 
ser Bedingung vereinigt werden kann; sie enthält drei unabhän- 
gige Constanten und ist demnach die allgemeinsteRelation, 
welche zwischen od und OD stattfinden ınuss, damit 
die gerade Linie dD einen Kegelschnitt umhülle, wel- 
cher die festen Geraden od, OD berührt. 


Wenn man durch r, R statt der Segmente, welche die ver- 
änderlichen Punkte d, D mit den festen Anfangspunkten o, O be- 
stimmen, die Sinus der Winkel bezeichnet, welche zwei beweg- 


*) Wir sahen im Artikel 273, dass die Enveloppe von ED auch dann 
für (abcd) = (ABCD) ein Kegelschnitt ist, wenn die Punkte 4, b, c,d, 
A, B,C, D demselben Kegelschnitt angehören, und dass der Durchschnitt 
der geraden Linien PD, pd einen Kegelschnitt beschreibt, wenn p, P in je- 
nem Kegelschnitt liegen. 

Wenn wir ferner fanden, dass für zwei Kegelschnitte, welehe eiue dop- 
pelte Berührung mit einander haben, vier beliebige Tangenten des einen den 


andern so schneiden, dass 
(abed)=(ABCD) 


ist, so ist doch die Umkehrung dieses Ergebnisses, dass die Enveloppe von 
dD ein Kegelschnitt sei, sobald die Gleichheit der Doppelschnittverhälinisse 
stattfindet, nur dann richtig, wenn die Punkte 4,2, C, a,b,c so gewählt sind, 
dass die geraden Linien da, Bb, Ce einen und denselben Kegelschnitt be- 
rühren, welcher mit beiden gegebenen Kegelschnitten eine doppelte Berüh 
rung hat. 
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liche Strahlen mit zwei festen. geraden Linien respective bilden, 
so drückt dieselbe Gleichung die allgemeinste Relation aus, 
welche von diesen Veränderlichen erfüllt sein muss, 
damit der Durchschnittspunkt der beiden hewegli- 
chen Strahlen einen Kegelschnitt beschreibe, welcher 
durch die Scheitelpunkte beider Büschel hindurch- 
on“) 


422. Die Gleichung 

4a +2Bz+C=o 
oder in homogener Form 

AŻ +2Bay+ C =o 
repräsentirt zwei Punkte einer geraden Linie, sobald man durch 
ihre Wurzelwerthe x == «, x = œ (oder en 3 = «') die Ab- 
stände derselben von einem festen Anfangspunkte in ihr ausdrückt. 
Man sieht leicht genug, dass jede Gleichung, sei sie nun 
vollständig mit einer oder homogen mit zwei Verän- 
derlichen, in dieser Weise eine mit ihrem Grade über- 
einstimmende Anzahl von Puukten in gerader Linie 
repräsentirt, und dass ein Strahlenbüschel dadurch 
dargestellt wird, wenn dieselben Wurzeln die Rich- 
tungscoelficienten von geraden Linien bedeuten, 
welche durch den Anfangspunkt der Coordinaten gezo- 


gen sind. Wir betrachten nur die einfachsten Fälle der gerad- 
linigen Punktereihen. 


*) M. Chasles hat diese Relation in abweichender Form gegeben: Wenn 
zwei beliebige Punkte e und Æ gegeben sind, so umhüllt d P einen Kegel- 
schnitt, sobald 


"DD 

Diese Relation kommt auf die frühere Form zurück, wenn man die Ab- 
slände eo und EU durch a, A bezeichnet, denu sie wird dann 

r +e ur RA 

H. Steiner hat zwei Punktereihen oder Strahlenbüschel, welche durch 
Bewegung zweier Punkte oder Strahlen erzeugt werden, für welche stets 
diese Relationen gelten, als projectivische Elementar-Gebilde be- 
zeichnet. Vergl. das Werk: Systematische Entwickeluug der Ab- 
hängigkeit geometrischer Gestalteu n.s,w. von Jac, Steiner. 1832. 

Salmon, Anal. Geom, der Kegelschnilte, 32 


Pa 


F 
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Wir erkennen zuerst, dass die durch 
da + 2Bxzx + C= o 
dargestellten beiden Punkte zusammenfallen, wenn 
AC— B=o 
ist, und bemerken, dass die Grösse (4C — B’) die Discri- 
minante der gegebenen Gleichung ist. 
Betrachten wir alsdann zwei derartige Punktepaare in der- 
selben geraden Linie, wie sie die Gleichungen 
AL + IBx + Co ud da +2Bz + —o 
darstellen und bezeichnen die Wurzeln der ersten Gleichung durch 
&, œ nnd die der zweiten durch ß, 8, so ist das Doppelschnitt- 
verhältniss der durch jene vier Punkte bestimmten Reihe 
P— a B — ë; 
a— P, 77 am j = M. 
Die Einführung der Werthe der Wurzeln und eine leichte 
Entwicklung führt zu dem Ergebniss 
RBB —AC—AC"  ı+m 
KR —Aa 08C Lm 


d. h. der Quotient der beiden auf der linken Seite der Gleichung 
stehenden Cocfficientenverbindungen muss einen bestimmten aus 
dem vorgeschriebenen Doppelschnittverhältniss einfach hervorgehen- 
den Werth haben, wenn die Reihe der vier Punkte jenes Doppel- 
schnittverhältniss selbst besitzen soll. In den im Nenner auftre- 
tenden Functionen der Coelficienten erkennen wir die Diserimi- 
nanten der gegebenen Gleichungen; der Zähler ist eine 
Invariante dieser letzteren. denn man kann leicht nachweisen, 
dass diese Function durch eine lineare Transformation 
der ursprünglichen Gleichungen nur mil einem Fac- 
tor behaftet wird, der mit dem Quadrat der Substitu- 
tions - Determinante identisch ist. In der That, substi- 
tuiren wir in 

ax + + ey on, at + May 4 ciy =o 
für x und y die Werthe 

ww + Piy), met pay). 

so dass dieselben in 

Aa + 2Bay + Cy = 0, da + 2B'xy + Cy’ = o 


übergehen, wenn wir durch 4, B, C die folgenden Coefhicienten- 
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Verbindungen der ersten Gleichung und durch Æ, 2’, C’ ihre ent- 
sprechenden aus der zweiten Gleichung bezeichnen: 


A= au? + 2a, + ca’, C= abt + 2bßß + ch. 
B=aaß + bleh + ab) + cah. 
so findet man leicht bestätigt, dass die Identität 
2B B — AC — A C= (bb — ac — a c) (abi — ab) 


besteht. 
Im 


Indem wir zu jenem Ausdruck für das Verhältniss na 
rückkehren, finden wir, dass dem Werthe m = — 1 die Be- 
dingung 

2BB — AC — 4 C= o 
entspricht. 


Die vier Punkte bilden also ein harmonisches Sy- 
stem, wenn die eben betrachtetelnvariante ihrer Glei- 
chungen den Werth Null besitzt. Unter der Voraussetzung 
homogener Gleichungen mit zwei Veränderlichen x und y und mit 
dem Gebrauch der Symbole S, und S, für dieselben lässt sich diese 
Invariante und die Bedingung der harmonischen Theilung schrei- 
ben wie folgt: 

PS PS ES ES SE 
da ` dy? dxdy` dædy dy* ` da? 


oder unter Anwendung einer bekannten Symbolik 
dd d EL 7 
Fr$ erst 
Alles dies aber lehrt uns, dass die Relationen des Dop- 
pelschnittverhältnisses und der harmonischen Thei- 
lung durch lineare Transformation nicht gestört wer- 
den, wie es geometrisch evident ist. 


423. Wir erkennen leicht, dass es mit den Relatio- 
nen der Involution ganz ebenso ist. Drei Punklepaare 
sind in Involution, wenn die sie repräsentirenden 
Gleichungen von der Form 

A®+2Betl=o,de+2Bae+l=o, 
Aa + lBa + C+ llla t R x + l)=o 
sind; denn, unter der Voraussetzung, dass die durch die ersten 
hi 32° 
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beiden Gleichungen bestimmten Punktepaare die Punkte als Brenn- 
punkte des Systems ergeben, welche die Gleichung 
ax? +2bz + c:=o 

darstellt, so müssen nach dem Vorigen die Relationen 

aC te4—- ?2bB= v0, al + cd — bB =o 
bestehen, weil die Brennpunkte mit jedem der beiden bezeichne- 
ten Punktepaare ein harmonisches System bilden müssen. Da aber 
aus diesen beiden Bedingungen die neue Identität 

a(C +10) + ce(4 +14) — 2b(B + 1B)—=o 
hervorgeht, welche anzeigt, dass auch das dritte System von Punk- 
ten mit den Brennpunkten eine harmonische Theilung bestimmt, 
so sind die drei durch jene Gleichungen repräsentirten Punkte- 
paare in Involution. 


\Wenn man durch die Bedingungsgleichungen 
al + cd — 2bB = 0, aC + ced — 2 K = o0 
und durch die Gleichung der Brennpnukte 
ax + 2bc+c=o 
die Grössen a, b, c eliminirt, so erhält man zur Bestimmung der 
Brennpunkte des involutorischen Systems die Gleichung 
x, 8, l 
C,—B,4|=o 
c,— F, £ 
oder 
(AB — AD) 4 ælt — AO + (BE — B C= o. 
Waren die Gleichungen in homogener Form gegeben und 
durch die Symbole $S,, S, bezeichnet wie folgt: 
Aa? + 2 Bay O eo = S Ada a Bay A Oy mmo = S, 
so kann diese die Brennpunkte bestimmende Gleichung in der Form 
TaS, dS 


dx’ dæ . 
D dA P. 
dy’ dy 
oder ni a a AE pia 
dæ dy dy dx 


geschrieben werden. 


Wir wissen nach dem Früheren, dass sie eine Covari- 
ante der gegebenen beiden Gleichungen ist. 


De A 
5 
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Das Centrum des involutoerischen Systems wird 
gefunden, wenn man die Gleichung 


S. +i =o, 


welche ein Paar conjugirter Punkte darstellt, so be- 
stimmt, dass eine ihrer Wurzeln unendlich gross wird; 
wir wissen (Art. $6), dass dies der Fall ist, wenn der Coefficient 
von æ? gleich Null wird, d. h. das Centrum der Involution ist 
durch die Gleichung 
(BL — BAr + (C—C Amo 
bestimmt; denn jene Bedingung liefert 
A 


l = — =. 


A 


424. Wir fügen dem Vorigen eine andre Ausdrucksweise 
der involutorischen Relation bei, welche bemerkenswerth 
erscheint. 


Wir setzen drei Punktepaare A, A, B, B,, C, Ci voraus, so dass 
die Bedingung der Involution in der Gleichheit der Doppelschnitt- 
verhältnisse 

(MBCHN=IARCH 
besteht, d. i. 


UA 


AB AA AB A. 
BCAC BC At 
oder 
AB.CA.BC—= A4 B.C ABC. 

Sind dann jene Punktepaare durch ihre Abstände «, «;, 8, Bi, Y, Yı 
von einem gemeinschaftlichen Anfangspunkte gegeben, so wird diese 
Bedingung in die Form 

«a — p) (y — a) (B, — z) + (e PB) — a) (B — p) = 0 
übergeführt und ist identisch mit der Determinante 


L a n au, 
I, Ê +Ê. BÊ | = o. 
OE a ee 27 
Wenn wir endlich jene Punktepaare respective durch die Glei- 
chungen 
AX + 2 Bx 4Co, Ac+2Bc+ 0,0, Aa +2 Be + 0,0 
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repräsentiren, so gelten die Identitäten 


2B Ü 
a + a = — ea zu ı. 
2B, C, 
Iri=— er 
pe u 
rm ee 
und die Bedingung der Involution nimmt die Form 
4A, 2B. C | 
A, 2B, C, |= 0 
Ar. 2B: & 


an. 

425. Wir haben im Artikel 421 gezeigt, dass die allge- 
meinste Relation des ersten Grades zwischen den ver- 
änderlichen Entfernungen R und r zweier in geraden 
Linien beweglichen Punkte von den entsprechenden 
festen Punkten 0, 0, nämlich 

kRr+HIR+mr+n=o, 
eben die Bedingung ist, unter welchen die bewegli- 
chen Punkte Reihen von gleichem Doppelschnittver- 
hältniss beschreiben. 

Wir können jetzt hinzufügen, dass für die Voraussetzung, dass 
beide Puuktereihen in derselben geraden Linie liegen, und die fe- 
sten Anfangspunkte O und o zusammenfallen, die Bedingung 

Im 

genügt, damit dieselbe Gleichung die involutorische 
Beziehung beider Reihen ausdrücke; es erhellt dies ein- 
fach aus der Bemerkung, dass in der Gleichung 

ARr+UR+r)tn=o 
die Grössen R und r in ganz gleicher Weise auftreten, so dass 
ihre Vertauschung die Gleichung nicht stört, welches augenschein- 
lich mit der in Artikel 409 als fundamental bezeichneten Eigen- 
schaft involutorischer Systeme zusammenfällt. 

Die allgemeine Gestalt dieser Relationen erlaubt uns, auf die 
Existenz von Punktereihe oder Strahlenbüscheln von gleichem Dop- 
pelschnittverhältniss oder in Involution in einer ebenso einfachen 
als allgemeinen Weise zu schliessen, die wir folgendermassen be- 
zeichnen können. 

Wenn in einer Aufgabe von rein algebraischer 
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Natur, d. h. in welche keinerlei Transcendenten be- 
stimmend eingehen, geradlinige Punktereihen oder 
punktuelleStrahlenbüschel in solcher Weise entspre- 
chend auftreten, dass jedem Elemente der einen Reihe 
cin und nur ein Element der andern Reihe entspricht 
und umgekehrt, so findet dies Entsprechen nach glei- 
chen Doppelschnittverhältnissen statt. 

Und: Wenn in einer Aufgabe von rein algebrai- 
scher Natur zwei geradlinige Punktereihen oder 
Strahlenbüschel in der Art entsprechend auftreten, 
dass jedem Element der ersten Reihe nur ein Ele- 
ment der zweiten entspricht, aber jedem Element der 
zweiten Reihe zwei Elemente der ersten in völlig glei- 
cher Weise correspondiren, so sind diese Paare von 
Elementen in Involution und entsprechen den Ele- 
menten der ersten Reihe nach gleichem Doppel- 
schnittsverhältniss. 

Dabei bezeichnen wir als das Doppelschnittsverhältniss von 
vier involutorischen Segmenten das Doppelschnittverhältuiss der 
vier Punkte, welche einem beliebigen festen Punkte ihrer Gera- 
den in Bezug auf sie conjugirt harmonisch sind, ein Doppelschuitt- 
verhältniss, welches nach dem ersten der eben ausgesprochenen 
Sätze unveränderliclh sein muss. Man kann demnach das Doppel- 
schnittverhältwiss der vier Mittelpunkte der Segmente statt dessen 
nehmen. 

Die Form dieser Sätze verleiht ihnen eine ungemeine Trag- 
weite und macht sie sebr brauchbar. Wir wollen die Art ihrer 
Verwendung in einigen Beispielen andeuten, die theilweis wenig- 
stens neue Ergebnisse liefern. Unmiltelbar ergiebt sich aus dem 
ersten Satze die Uuveränderlichkeit der Doppelschnittverhältnisse, 
welche wir in den Artikeln 296, 297 als das Doppelschnittverhält- 
niss von vier Punkten und als das von vier Tangenten eines Ke- 
gelschnitts bezeichnet haben. 

Andrerseils lehrt der zweite Satz die Existenz von Involu- 
tionen in folgenden einfachen Fällen erkennen: 1) Man denke einen 
kegelschnitt, eine feste Tangente desselben und eine beliebige feste 
Gerade in seiner Ebene; die von jedem Punkle dieser letzteren an 
den Kegelschnitt gezogenen Tangenten bestimmen in der bezeich- 
neten festen Tangente desselben ‚Segmente, welche in Involution 
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sind und der Reihe der Punkte jener Geraden nach gleichem Dop- 
pelschnittverhältniss entsprechen. 

2) Wenn man von einem festen Punkte aus nach einem ge- 
gebenen Kegelschnitt Transversaleu zieht und die Schnittpunkte 
derselben mit einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts durch 
gerade Linien verbindet, so bilden die Paare dieser Verbin- 
dungslinien ein involutorisches System und entsprechen dem Bü- 
schel jener Transversalen nach gleichem Doppelschnittverhältniss. 
Wollte man dabei den Scheitel des zweiten Büschels nicht auf dem 
Kegelschnitte wählen, so entspräche jedem Strahlenpaare dessel- 
ben ausser der hier bezeichneten ersten Transversale noch eine 
zweite und das gegenseitige Entsprechen wäre nicht dem allgemei- 
nen Salze gemäss. 

Für das System der durch dieselben vier Punkte gehenden 
Kegelschnitte erkennt man ebenso leicht die Richtigkeit folgender 
Schlüsse: Jede durch einen dieser Punkte gehende Transversale 
schneidet die Kegelschnitte des Systems in einer Punktereihe und 
die auf verschiedenen Transversalen so bestimmten Punktereihen 
entsprechen sich nach gleichem Doppelscbnittverhältniss. 

Die Polareu eines beliebigen Punktes in der Ebene der Figur 
in Bezug auf alle Kegelschnilte des Systems bilden ein Strahlen- 
büschel, und die zu verschiedenen Punkten der Ebene so gehören- 
den Büschel der Polaren entsprechen sich mach gleichem Doppel- 
schnittverhältniss; denn jedes beliebige Paar von Transversalen 
muss durch das System dieser Polaren in Punktereihen geschnitten 
werden, die sich nach gleichem Doppelschnittverhältuiss entspre- 
chen, welches nur dann für alle Transversalen zugleich möglich 
ist, wenn die Polaren ein Strahlenhüschel bilden. 

Man kann von dem durch diesen Satz eröflneten Gesichts- 
punkte aus von einem Büschel von Kegelschnitten spre- 
chen, welches einem andern Büsenel von Kegelschnit- 
ten, Strahlenhüschel oder einer geradlinigen Punk- 
tereihe nach gleichem Doppelschnittverhältniss ent- 
spricht. 

Wenn man das System dieser demselben Viereck umschrie- 
benen Kegelschnitte durch zwei Transversalen schneidet, deren 
erste durch eine Ecke des Vierecks hindnrehgeht, während die 
zweite völlig willkürlich gezogen ist, so bestimmen jene Kegel- 
schnitte auf der ersten eine Puuktereihe, auf der zweiten eine 


— 505 — 


Reihe von Punktepaaren; es entspricht jedem Punkte der ersten 
gleichmässig ein Paar von Punkten in der zweiten und jedem 
Punkte der zweiten nur ein Punkt in der ersten; demnach bilden 
jene Punktepaare eine Involution und entsprechen den Punkten 
der bezeichneten Reihe nach gleichem Doppelschnittverhältniss. 
In Folge dessen erzeugt man einen Kegelschnitt durch Umhüllung, 
indem man jeden Punkt dieser Reihe mit den Endpunkten des im 
involutorischen System ihm entsprechenden Segments durch gerade 
Linien verbindet. Ebenso bestimmen die dem nämlichen Viereck 
eingeschriebenen Kegelschnitte mit jedem Punkte ihrer Ebene ein 
involutorisches Tangentenbüschel. 

Dagegen bestimmen alle Kegelschuitte, die demselben Viereck 
umschrieben sind, involutorische Tangentenbüschel nur mit den- 
jenigen Punkten, welche in den Diagonalen des eingeschriebenen 
Vierecks liegen, und die demselheu Viereck eingeschriebenen Ke- 
geischnitte bestimmen involutorische Punktereihen nur auf den 
Transversalen, welche durch die Durchschnittspunkte der Diago- 
nalen jenes Vierecks gehen. 

Die Iyperbel, welche in Art. 227 Aufg. 13 als zur 
Theilung eines Winkels in drei gleiche Theile führend 
bezeichnet wurde, ergieht sich leicht nach demselben Prin- 
cip. Wenn vom Scheitel des Winkels C aus ein Kreis beschrieben 
ist, der auf den Schenkeln des Winkels die Punkte 4, B bestimmt, 
so kann man auf demselben von 4 und B aus Theilungen Am, 
Am’, Am”, Am” ...., Bn, Br’, Bn”, Bn” auftragen, jene von A 
gegen B, diese von B gegen A, und so dass die entsprechenden 
Längen Am, Bu; Am, Bn u. s. w. stets im Verhältniss 1:2 ste- 
hen. (Fig. 130.) Denkt man die Theilpuvkte m mit C, die Theil- 

Fig. 130. punkte z mit B durch gerade Linien 
verbunden, so entstehen zwei Strah- 
lenbüschel von gleichem Doppel- 
schnittverhältuiss; vom Durchschnitt 
ihrer entsprechenden Strahlen »wird 
eine durch B und € gehende Hyper- 
bel beschrieben, welehe in ihren drei 
übrigen Schnittpunkten mit dem Krei- 
se die Theilpunkte des Bogens 4B 
nach der Forderung der Aufgabe he- 
stimmt, 
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Diese Construction ist vielfachen Modificationen fähig durch 
die Freiheit, die man in der Wahl der Centra der beiden erzeu- 
genden Strahlenbüschel hat; wir überlassen die Discussion der- 
selben dem Leser. 


Die angeführten Beispiele mögen hinreichen, um die Hand- 
habung der ausgesprochenen Sätze zu erläutern, 


426. Wir schliessen dem Vorigen einige Aufgaben an, in wel- 
chen die vorhergegangenen analytischen Ergebnisse verschiedent- 
lich benutzt werden. 


Wenn man in einer geraden Linie vier Punkte hat, 
und zu den drei Gruppen von Punkte-Paaren, welche 
aus ihnen gebildet werden können, diejenigen drei 
Punkte-Paare bestimmt, von denen jedes mit zweien 
dergegebenen Paareharmonisch ist, so bilden je zwei 
Paare dieserletzterenimmereinharmonischesSystem. 


Denn bezeichnen wir die vier gegebenen Punkte durch 4, B; 
C, D, ferner durch Z, F die beiden Punkte, welche den Paaren 4, B; 
C, D, durch G und Z die, welche den Paaren A, C; B, D und 
durch Z und X die, welche den Paaren A, D; B, C gleichzeitig 
harmonisch sind, bezeichnen wir ferner durch die entsprechen- 
den kleinen Buchstaben die Entfernungen dieser Punkte von einem 
festen Anfangspunkte in ihrer Graden, also 
0A=a,0B=—=L1,00=e, 
u. s. w. und betrachten wir nun die zwei Paare E, F; G, H. Die Be- 
dingungen der Aufgabe fliessen leicht genug aus dem Werthe des 
harmonischen Verhältnisses von vier Punkten, z. B. 
a—e af _ 
e zk b "ESP 


welches giebt 
- 2lab +tef\=la+blie-+f): 
ebenso ergeben sich den Bedingungen der Aulgabe gemäss 
2lace + għ) = (a + cig + Äh, 
2fed + ef) = (e + dle + f), 
bd + gh) = b + dgh 
Die Elimination von a zwischen den zwei ersten und von d 
zwischen den zwei letzten Gleichungen liefert die Resultate 
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Ya + h) lbe + eh) + Ue + lgh — be) tle — b) lg + A) le +f) —4cgh 


+ 4bef=0, 
alg + h) lbe + ef) + 2le +S) lgh — be) + be) lg + A) (e + f) — tbah 
+ 4ce f= o0. 


Die Subtraction dieser Gleichungen giebt nach der Division 
mit 2 (b — e) 
lg + Hle + H) =2lghħh + ef) 
d. h. die vier Punkte e, f, g, A bilden ein harmonisches System. 
Für die andern Paare ergieht sich der Beweis ganz ebenso. Man 
hat in dieser Reihe von Punkten sechs involutorische Systeme, 
wierz. B. A BACH D, GH: ATR C D L K u saw: 


427. Welches ist der Ort derjenigen Punkte, de- 
ren Verbindungslinien mit sechs festen Punkten in 
einer Ebene ein involutorisches Büschel bilden? 

Wir haben zur Beantwortung dieser Frage nur die Bedingung 
auszudrücken, unter welcher die geraden Verbindungslinien die- 
ser durch ihre Coordinaten &, Y1; La, Yaj... ++ Lo Y gegebenen 
Puukte mit dem Punkt x, y von irgend einer Transversale in einer 
involutorischen Punktereihe geschnitten werden. Wir wählen z. B. 
als solche Transversale die Abseissenachse und bezeichnen die Ab- 
stände der Schnitipunkte der einzelnen Strahlen des Büschels vom 
Anfangspunkt der Coordinaten respective durch @,, @, ... a. Dann 
wird nach dem Vorigen die Involution durch die Relation 
(a, — 4,) (as — as) (ds — a) + (a, — a) (ay — as) (as — a) = 
ausgedrückt, und wir haben die in ihr auftretenden Abschnitte 
durch die Coordinaten der Punkte zu ersetzen. Die gerade Linie, 
welche den Punkt x, y, mit x, y und a, o verbindet, ist durch 

a(yi — Y) = Ty, — Tı Y 
repräsenlirt, und somil 


TY, — Viy 
ay = ——; 
2.78 
ebenso 
Ya—Y 
u. s. W. 
Daraus folgt 
(æy, — iy) lya — y) — (Eya — Tyl lyi — y) 
ao Q45 Ea 2 


Yı — y) (Ys — y) 


www.rcin.org.pl 


— I — 


welches in der Determinantenform 
l, 7, Y 
l, 24, Yi 


l, 2, Yı 


y 
In — y) Y — y) 
geschrieben werden kann. 
Durch Bildung und Substitution der entsprechenden Werthe 
geht die obige Bedingungsgleichung der Involution in die fol- 
gende über: 


1,0, % La, y| Læ y Læ y ba y| Gey 
laTar Yal- Irland - |s Car Ya + 12.4 e 1 Eis Yal- I Y| = 0. 
lT Yıl l CaYal l Tas Ys lse Yal Isla Yo Il Eor Ye 


Man sieht, der fragliche Ort ist eine durch die ge- 
gebenen sechs Punkte gehende Curve dritter Ordnung. 


423. Wenn wir die Seiten BC, C4, AB eines Dreiecks 

durch die Gleichungen 
eo, =, WO 
repräsentiren und demnach in 
e—B=o0,ß-Y=0,y—-e—=0 
die Gleichungen der geraden Verbindungslinien eines 
Punktes D seiner Ebene mit den Eckpunkten C, A, B 
desselben ausdrücken, wenn wir ferner die Durch- 
schnittspunkte dieser geraden Linie mit den entspre- 
chenden Dreiecksseiten a, b, c bestimmen und eine be- 
liebige gerade Linie 
le ne Eny=o 
ziehen, welche den Seiten des Dreiecks BC, CA, AB in 
den Punkten a, b, ce, begegnet, so lässt sich immer eine 
zweite gerade Linie 
„etmßtny=o 

so bestimmen, dass ihre Durchschnittspunkte a,, bz, 6, 
mit den Seiten des Dreiecks mit jener und den Punk- 
ten &,ß,y eine Involution bestimmen, für welche die 
Eckpunkte des Dreiecks 4, B, € die Brennpunkte sind. 

Wir beweisen dies und bestimmen zugleich die gerade Linie, 
deren Existenz der Satz behauptet, indem wir den Punkt D als 
Scheitel von Strahlenbüscheln betrachten, welche durch die þe- 
zeichneten Punkte bestimmt werden, und für diese unter Berück- 
sichtigung der Eigenschaft der Dreiecks-Ecken als Brennpunkte 
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die Bedingungen der Involution aufstellen. Eines dieser Büschel 
hat die Strahlen Da, Da, Da, DB, DC, die beiden letzteren als 
Brennstrahlen, und dieselben sind durch die Gleichungen 
n(y — «) — ma — Bl)=o,ny— «) — mia — p) = 0, 
(y — a) — (a — b) = 0, y — a = 0, « — fp = 0 
dargestellt. 
Demnach ist das Doppelschnittverhältniss der Strahlen DB, DC, 


n 

Da, Da, durch — 
m 

und das der Strahlen DC, DB, Da, Da, durch 
m, 
ni 


dargestellt, und es findet der ausgesprochene involutorische Zusam- 
menhang statt, wenn man hat: 
mm, = nn, 

Auf den beiden andern Dreiecksseiten ergeben sich durch 
die ganz analogen Betrachtungen die entsprechenden Bedingungen 
nn, = ll und /) = mm, 

und der geraden Linie 
la + mb + ny =o 
entspricht somit nach den Forderungen der Aufgabe die gerade 
Livie, welche durch die Gleichung 
& n 
2 
repräsentirt wird. 

429. Man kann diesen Satz und seinen Beweis durch sehr 
einfache Betrachtungen, welche wieder mit den von uns viel ge- 
brauchten Mitteln sehr leicht auf ihren analytischen Ausdruck zu 
bringen sind, auf den Satz von Desargues über die Involution 
bei dem einem Viereck umschriebenen Kegelschnitt (Art, 415.) zu- 
rückführen. 

Wir behalten die vorigen Bezeichnungen bei und denken durch 
die Punkte «, b, c den Kegelschnitt S gelegt, welcher dem Dreieck 
ABC eingeschrieben ist. Für die Existenz und Bestimmung die- 
ses Kegelschnitts können wir zwar auf Art. 333 verweisen, wollen 
aber bemerken, dass man dieselbe auch wie folgt durch einige 
einfache Schlüsse an elementare Sätze anknüpfen kann: Sind 
a,b, č die in den Richtungen der Dreiecksseiten an a, b, c un- 
endlich nahen Punkte, so liegen die Eckpunkte der beiden Drei- 
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ecke ABC, abe paarweise auf drei in einem Punkte D zusammen- 
laufenden geraden Linien; in Folge dessen schneiden sich ihre ent- 
sprechenden Seiten AB oder ce’ und ab, AC oder bb und ca und 
BC oder aa und be in Punkten einer geraden Linie (Art. 60), 
und das Sechseck aa'bb'cc ist somit einem Kegelschnitt einge- 
schrieben. 

Wenn man nun durch die Ecken des Dreiecks ABC einen Ke- 
gelschnitt S, beschreibt, so besitzt derselbe mit dem betrachteten 
Kegelschnitt S drei Systeme gemeinschaftlicher Sehnen — Gegen- 
seitenpaare und Diagonalen des beiden zugleich eingeschriebenen 
Vierecks — von denen immer eines reell ist. Jedes dieser Sy- 
steme genügt dem Satze, welchen wir an die Spitze der Betrach- 
tung stellten; denn ein solches System bildet mit den beiden Kegel- 
schnitten S und S, ein System von Kegelschnitten , welchg demselben 
Viereck umschrieben sind. Jede Transversale, folglich auch z. B. 
jede Seite des Dreiecks 43€ schneidet dasselbe demnach in sechs 
involutorischen Punkten, und da in a, b, c je ein Paar von conju- 
girten Punkten zusammenfallen, so sind diese die Brennpunkte 
der drei Involutionen. 


Da der Kegelschnilt S,, als nur dem Dreieck 42C umschrie- 
ben, unbestimmt ist, so hat die Aufgabe der Construction solcher 
Geraden unendlich viele Auflösungen; eine der beiden geraden Li- 
nien kann willkürlich festgesetzt werden, dann ist der Kegelschnitt 
S, durch die Ecken des Dreiecks und die beiden Punkte bestimmt, 
welche jene gerade Linie mit dem Kegelschnitt S gemein hat. 


Gäbe man den Punkt, in welchem die beiden zu construi- 
renden Geraden sich schneiden, so bestimmt sich die Aufgabe 
durch die Bemerkung, dass dieser Punkt eine der Ecken des sich 
selbst conjugirten Dreiecks sein muss, welches beide Kegelschnitte 
besitzen, und dass er demnach in Bezug auf beide Kegelschnitte 
dieselbe Polare, hat. 


430. Man soll die Bedingung entwickeln, unter 
welcher die gerade Linie 

” : la + mB + ny = o 
von den Kegelschnitten S = o, S = o in vier harmoni- 
schen Punkten geschnitten wird und die Enveloppe 
dieser Geraden angeben. 
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Wir bestimmen die der geraden Linie 
la + mB ny =o 
und dem Kegelschnitt S, — o gemeinschaftkigien Punkte, indem 
wir zwischen beiden Gleichungen y eliminiren; daraus entspringt 
eine in œ und ß homogene Gleichung 7, = o und es ist demnach 
AT, dS, ESS dT, __ dS, m dS, 
de da n dy ’ dB dB ndy" 
Ebenso ergiebt sich 
dT, u Tas and md 
Zeiten 
Folglich ist 
dT, AT, dT, AT; dS, dS, dS, dS, 
a(S aß zZ da a) = ($ dy Ye dB Ts) 
(= ds, _ d S; Ta) z 2 dS, _ dS, dS, 
dy da dy da da dp da dp 
Die gesuchte Bedingung kann demgemäss in der Form 
ee ga ur) 
dB, dy: I dy, dy, da, dy, da 
d r, s 
Di (Ga a Ta, aß, |ss=: 
geschrieben werden, und wenn man diese symbolische Gleichung 


entwickelt, indem man die Kegelschnittsgleichungen S, = o, S, = 0 
in der allgemeinen Form 


ax p ay p ad by: + 2b ze + 2b" xy =o, 

AŬ + Ay + AE HBý +B ze + B ty =o 
gegeben voraussetzt, so findet man 
PA + da —mB)+tntlaA+ A aw B) + nlad + Aa mtb" B") 
+ 2mn(b`B” + bB — aB — Ab) + mib B4 bB" — «B — Ab’) 

+ im(bBE + VB — a B’ — A'b) o. 

Sonach sind die Grössen /, m, n durch eine Relation des 
zweiten Grades mit einander verbunden, und die gerade Linie 
le + m + ny =o umhüllt demnach unter der gefor- 
derten Bedingung einen Kegelschniltt. Die Gleichung des- 
selben wird gefunden, indem man «die reciproke Polare des Ke- 
gelschnilts ®© = o bildet, welcher in der 2. Aufg. des Art. 400 
betrachtet wurde; sie ist 

O'S, + OS, -F=o. 
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431. Welches ist der Ort derjenigen Punkte, für 
die das Büschel der von ihnen an die Kegelschnitte 
Ss =0, S= o gelegten Tangenten ein harmonisches 
Büschel ist? 

Die Gleichung der geraden Linie, welche einen festen Punkt 
«, B, y mit dem Punkte x, y, z verbindet, ist bekanntlich 

(BE — yy) + ya — az) + zly — Bx) = o. 

Wir haben früher (Art. 365) die Bedingung aufgestellt, unter 
welcher die gerade Linie l/æ + my + nz = o den Kegelschnitt 
Sı = 0 berührt und brauchen jetzt nur in dieselbe an Stelle der 
Grössen Z, m, n die Binome pz — yy, y£ — az, ay — ßx zu 
setzen, um die Gleichung des Tangentenpaares zu erhalten, wel- 
ches vom Punkt «, 8, y an den Kegelschnitt S, — o geht. (Vergl. 
auch Art. 400, Aufg. 6.) In Art. 365 ist jene Gleichung durch 
das Symbol © bezeichnet worden; wir wollen durch © und 9" 
das, was dieser Ausdruck für die beiden Kegelschnitte S, = o, 
S, = o resp, wird, und durch ©, und ©, das bezeichnen, was aus 
derselben durch die vorerwähnte Substitution und respective mit 
den Coefficienten der Kegelschnittsgleichungen Sı = 0, S, = 0 
wird. 

Alsdann hat man die Gleichungen 

d®, do d® dO, do dO 

ar! dm pP dn’ dy TORS ar TE 

do, d O” „a0 d®, do” do” 

de ldm eIn’ dy er CET 
und demgemäss 


p „e au E) ð, 0, = & pa d -1 $y) 
\da, dYa ds, dy,, 


dm, dn, dm, dn, 
fd d ' Pia k A IR i TE AS 
B|- - ae — - 06. 
u (er di, dr, zi) +; (a dm, di, = 


Mit Hilfe der im Art. 109 eingeführten Abkürzungen M, W, W”, 
B u. s. w. für die Grössen d'a” — b?, a'a — br, aa -— b°? bU” — ab 
u. s. w., und von Yh, YA, 2” Di u. s. w. für die entsprechenden Coef- 
ficientenverbindungen der Gleichung des zweiten Kegelschnittes er- 
balten wir endlich für die Gleichung des Ortes der Punkte, 
an welchen die Tangenten der Kegelschnitte $ = o, 
S, — o harmonische Büschel bilden, 
(WA HU A BR) HA N HAU ABB) Hamo 
oder F= 0 
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Wir geben dieselbe Untersuchung in einer einfacheren 
Form, indem wir voraussetzen, dass beide Kegelschnitte auf das 
gemeinsehaftliche sich selbst conjugirte Dreieck bezogen seien; 
alsdann erscheinen bekanntlich ihre Gleichungen in der canoni- 
schen Form 

tete, dæ p Ar + demo, 
die Grössen b, V, b”, B, B’, B” und die aus ihnen abgeleiteten 
B,B,B",B,B,B verschwinden, während W, W, A, A, U, 7 
sich auf die einfachen Formen a'a”, a'a, aa, AA, A A, 44 redu- 
ciren. Man kann die in der vorigen Entwicklung dadurch eintre- 
tenden Vereinfachungen leicht übersehen. 

Nach Art. 107 kann aber die Gleichung der von einem Punkte 
x,y, z an einen jener Kegelschnitte gezogenen Tangenten durch 
a tayta lart tayt ha mlar + ayy Harr) 
ausgedrückt werden; dem andern Kegelschnitt entspricht die ganz 
ebenso gebildete Gleichung 
Ar+ Ay p ALAH Ay pA mlda + Ayy + Aar 

Setzt man in diesen Gleichungen z == o, so bildet man die 
Gleichungen der zwei Punktepaare, welche jene Tangenten in der 
durch zo ausgedrückten Seite des Fundamental-Dreiecks bestim- 
men, und hat die Bedingung aufzustellen, unter welcher diese vier 
Punkte ein harmonisches System bilden, endlich aber in dersel- 
ben x,y z als veränderliche Grössen zu betrachten. Jene Glei- 
chungen sind r 

ala yp a” i)a ad a y wy 4 d latha" "yt =o, 
Al yt 4 EN — AA a y ay + A lda + AP; 
für die geforderte Bedingung erhält man daher: 
et HAN), 
oder 
add À Re rt A lad dtm. 

Man erkennt die Uebereinstinmung dieser Gleichung mit der 
Form, welche wir der Gleichung F == 0 in der Aufg. 4 des Art. 
400 gegeben haben. Jener Kegelschnitt F= o, welcher 
durch die acht Berührungspunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten beider Kegelschnitte geht, und von 
dessen interessanten Beziehungen zu den gegebenen 
Kegelschnitten wir schon mehrfach gesprochen ha- 


hen, ist also auch der Ort derjenigen Punkte, für 
Salmon, Anal, Geom. der Kogelschnitte. 33 
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welche die Tangenten an die gegebenen Kegelschuitte 
ein harmonisches Büschel bilden. 

Man kann durch ähnliche Betrachtungen finden, dass die 
Gleichung F= kS S, 
den Ort derjenigen Punkte darstellt, welchen Tangen- 
tenbüschel von gegebenem unveränderlichen Doppel- 
schnittverhältniss entsprechen; dieser Ort ist somit eine 
Curve vierten Grades. 

Wir können hier nur audeuten, dass für ein System dreier 
Kegelschnitte sich analoge Fragen über involutorische Punkterei- 
hen und Strahlenbüschel stellen lassen, nämlich: Welches ist 
die Bedingung, unter der eine gerade Linie drei ge- 
gebene Kegelschnitte in Punkten eines involulori- 
schen Systems schneidet, und welches ist die Enve- 
loppe der so bestimmten Geraden? Und: Welches ist 
der Ort derjenigen Punkte, für die die dreiPaare der 
an jene Kegelschnitte gelegten Tangenten ein involu- 
torisches Büschel bilden? 

Auch für diese Fragen liefert die Algebra der linearen Trans- 
formationen die allgemeinen und einfachen Antworten, aber sie 
führen in dieser wie in der Geometrie über den zweiten Grad 
hinaus, indem sie eine Gurve dritter Klasse und eine 
Curve dritter Ordnung liefern, und es ınuss hier somit bei 
dieser Andeutung bewenden. Wir bemerken nur, dass die Frage 
nach der Enveloppe der involulorisch geschnittenen Geraden eine 
Contravariante der gegebenen Kegelschnitte als Antwort 
bringt, und dass beide Untersuchungen für die Theorie der Curven 
dritter Ordnung und Klasse von grosser Wichtigkeit sind. 


III. Die Methode der Projeetionen*) und die geome- 


trischen Verwandtschaften des ersten Grades **). 


432. Wir haben schon mehrmals Gelegenheit gehabt, die 
Vortheile anzudeuten, welche oftmals durch die Deduction der 


*) Diese Methode ist M. Poncelet's Erfindung. Siehe dessen: Traité 
des Propriätcs projectives 1822; ein Werk, dessen Studium wir durch 
den hier gegebenen Abriss zu befördern wünschen. 

**) Die Theorie der geometrischen Verwandtschaften in ihrer Allgemein- 
heit ist die Schöpfung des Herrn Möbius; siehe dessen barycentrischen 
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speeiellen Satze erlangt werden, die in einem allgemeineren Theo- 
rem enthalten sind; in dem Folgenden beabsichtigen wir aber eine 
Methode in aller Kürze darzulegen, welche uns den andern viel 
wichtigeren Dienst leistet, uns erkennen zu lassen, welcher allge- 
meine Satz einem gegebenen speciellen entspricht und jenen aus 
diesem abzuleiten. 

Man kann zweifeln, ob die Methode der Projectionen in einem 
Abriss der analytischen Planimetrie Aufnahme finden dürfe, weil 
sie einige Kenntnisse aus der Geometrie dreier Dimensionen vor- 
ausselzt; es ist die Idee der geometrischen Verwandtschaften, 
welche diesen Zweifel endgültig zu beseitigen vermag; zunächst 
halten wirsibre Darlegung an diesem Orte deshalb für unverfäng- 
lich, weil nur einige der einfachsten Sätze aus der Geome- 
trie des Raums zu ihrer Begründung erforderlich sind, und die 
Anwendungen der Methode selbst keinerlei weitere Entwicklungen 
stereomelrischer Art bedingen. 

Diese Begründung aber kann Niemandem eine Schwierigkeit 
darbieten, der die Elemente der räumlichen Geometrie auch nur 
bis zur Theorie der dreiscitigen Ecke oder «der sphärischen Tri- 
gonomelrie sich zu eigen gemacht hat. 


433. Wenn alle Punkte einer Figur mit irgend einem festen 
Punkte im Raume (0) durch gerade Linien verbunden werden, 
so bestimmen diese Linien einen Kegel, als dessen Spitze der 
Punkt O bezeichnet ‚wird; die Durchschnittslinie dieses Kegels mit 
einer beliebigen Ebene bildet eine Figur, die man die Proje- 
ction der gegebenen Figur auf die Ebene nennt. Die Ebene, 
durch welche der Kegel so geschnitten wird, heisst die Pro- 
jeetionsebene. Man bezeichnet den Kegel dann auch als den 
projieirenden Kegel und seine Spitze als das Gentrum der 
Projection. Jedem Punkte in der einen Figur ent- 
spricht ein Punkt in der andern. Denn wenn ein beliebi- 
ger Punkt 4 mit der Spitze O durch eine gerade Linie verbunden 
wird, so ist der Punkt a, in welchem diese die Projeclionsebene 
durchselmeidet, die Projection des gegebenen Punktes 4 auf diese 
Ebene. 


Calen! 1828. Für die analytische Ausbildung derselben nennen wir das 
Werk von M. Magnus: Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen 


u.s, w, 1833, 
gor 
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Eine gerade Linie wird immer als gerade Linie 
projieirt. Denn indem man alle Punkte der geraden Linie mit 
dem Centrum der Projection durch gerade Linien verbindet, cr- 
hält man eine Ebene, welche durch ihren Durchschnitt mit der 
Projectionsebene die Projection der gegebenen Geraden bestimmt. 

Diese Ebene wird als die projicirende Ehene der gera- 
den Linie bezeichnet. Wenn irgend eine Anzahl von Punkten in 
der einen Figur in gerader Linie liegen, so liegen auch die ent- 
sprechenden Punkte der andern Figur in einer geraden Linie; 
wenn eine Anzahl gerader Linien in der einen Figur durch den- 
selben Punkt hindurchgehen, so schneiden sich auch die entspre- 
chenden geraden Linien der andern in einem Punkte, nämlich dem 
entsprechenden Punkte jenes ersteren. 


431. Jede ebene Curve wird in eine andere Curve 
desselben Grades projicirt. 

Denn wenn die gegebene Curve durch eine gerade Linie in 
einer Anzahl von Punkten 4, B, C, D... geschnitten wird, so wird 
ihre Projection durch die Projeetion der geraden Linie in den 
entsprechenden Punkten a, b, c, d.,. geschnitten, deren Anzahl 
mit derjenigen der ersteren übereinstimmen muss. Aber der Grad 
einer Curve wird durch die Zahl von Punkten geometrisch be- 
stimmt, welche sie mit einer geraden Linie gemein haben kann. 

Wir brauchen nur anzudeuten, dass auch die Klasse 
einer Curve durch Projection nicht geändert werden 
kann. 

Wenn unter den Punkten, welche die Curve mit einer gera- 
den Linie, oder unter den Tangenten, welche sie mit einem Punkte 
gemein hat, neben reellen auch imaginäre sind, so bleibt die Zahl 
der reellen und imaginären Punkte und Tangenten durch Proje- 
ction ungeändert. 

Wenn zwei Curven sich durchschneiden, so schneiden sich 
ihre Projectionen in derselben Anzahl von Punkten, und die Zall 
der gemeißschaftlichen Tangenten zweier Curven bleibt in der 
Projection derselben gleichfalls ungeändert. Reellen Durchsehnitts- 
punkten und gemeinsamen Tangenten entsprechen reelle, imaginä- 
ren aber imaginäre. 

Jede Tangente der einen Curve wird in eine Tan- 
gente der andern Curve projicirt. Denn jede gerade Li- 
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nie zwischen den Punkten 4, B der einen Curve wird als eine ge- 
rade Linie ab projicirt, welche die entsprechenden Punkte ihrer 
Projection mit einander verbindet. Wenn aber die Punkte 4, B 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen, so fallen auch a, b zu- 
sammen und die gerade Linie «b ist eine Tangente der Projection 
der Curve. 

Wenn zwei Gurven einander in einer Anzall von Punkten 
berührea, so berühren ihre Projeclionen einander in ebenso viel, 
nämlich in den entsprechenden Punkten. 


435. Wenn eine durch das Centrum der Projection 
parallel zur Projectionsebene gelegte Ebene die 
Ebene des Originalsystems in einer geraden Linie 4B 
Aurchneidet, so projieirt sich jedes Büschel gerad- 
liniger Strahlen im Originalsystem, welches seinen 
Scheitel in dieser geraden Linie 4B hat, in ein $y- 
stem von Parallellinien in der Projectiousebene. Denn 
eine gerade Linie, welche vom Centrum der Projection nach einem 
beliebigen Punkte jener Geraden AB gezogen wird, begegnet der 
Projectionsebene erst in unendlicher Entfernung, und insofern je- 
ner Punkt Durchschnitispunkt von zwei oder mehreren geraden 
Linien ist, müssen sich diese als solche gerade Linien projieiren, 
deren gemeinschaftlicher Punkt in unendlicher Entfernung liegt. 

Umgekehrt wird jedes System von parallelen gera- 
den Linien im der Originalebene in ein solches Bü- 
schel gerader Linien projicirt, welches seinen Schei- 
tel in einem Punkte der geraden Linie DEF hat, in der 
eine dureh das Centrum der Projeetion parallel zur 
Originalebene gelegte Ebene die Projectionschene 
schneidet. 

So führt uns die Methode der Projectionen ganz naturgeinäss 
zu dem Schlusse, dass ein beliebiges System von Parallellinien 
als ein durch einer unendlich entfernten Punkt gehendes Büschel 
betrachtet werden kann, denn die Projectionen solcher geraden 
Linien auf eine beliebige Ebene gehen durch einen und denselben 
endlich entfernten Punkt; sie lehrt uns ebenso, dass alle un- 
endlich entfernten Punkte in einer Ebeneals in einer 
geraden Linie gelegen angesehen werden können, denn 
wir haben gezeigt, dass die Projeclionen aller der Punkte, in 


www.rcin.org.pl 


— 518 — 


welchen Parallellinien sich schneiden, in der geraden Linie DF 
in der Projectionsebene liegen ; wir hätten das Nämliche auch aus 
dem Umstande schliessen können, dass jede gerade Linie nur 
einen Punkt in unendlicher Entfernung haben kann — wir schlies- 
sen uns dem üblichen Sprachgebrauch genan an, indem wir deu- 
selben als ihre Richtung bezeichnen — und dass somit die un- 
endlich entfernten Punkte einer Ebene nur eine Linie ersten Gra- 


des, d. h. eine gerade Linie bilden können. á 


Wir bemerken endlich, dass die Durchschnittlinie 
der Projectionsebene mit der Ebene der Figur zu- 
gleich der Ort der Durchschnittspunkte der geraden 
Linien der Figur mit ihren respectiven Projectio- 
nen ist. 


436. Wenn irgend eine Eigenschaft, die sich nicht 
auf die Grösse von geradlinigen Strecken oder von 
Winkeln, sondern nur auf die Lage gerader Linienals 
durch gewisse Punkte gehend oder gewisse Curven 
berührend, oder auf die Lage von Punkten u. s. w. be- 
zieht, für eine gegebene Curve wahr ist, so’ bleibt 
diese Eigenschaft für alle die Curven gültig, in wel- 
che die gegebene projieirt werden kann. Wir erkennen 
sofort als einen Satz dieser Art den folgenden: Wenn durch ei- 
nen beliebigen festen Punkt in der Ebene eines Kreises eine 
Sehne gezogen wird, so schneiden sich die in den Endpunkten 
derselben an ihn gelegten Tangenten in einer festen geraden Linie. 


Da wir nun beweisen werden, dass jede Curve des zweiten 
Grades in einen Kreis projieirt werden kann, so zeigt die Methode 
der Projeclionen unmittelbar, dass die Eigenschaften der 
Pole und Polaren nicht nur für den Kreis, sondern 
auch für alle Kegelschnitte wahr sind. 


Auch die Sätze von Pascal und Brianchron sind Eigenschaf- 
ten derselben Art, und es ist daher hinreichend, sie für den Fall 
des Kreises zu beweisen, um zu wissen, dass sie für alle Kegel- 
schnitte wahr sind. 

437. Eigenschaften dieser Art, welche, wenn sie für irgend 
eine Figur wahr sind, auch für die Projection derselben gelten. 
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heissen projectivische Eigenschaften. Zu diesen Eigen- 
schaften gehören ausser «der Klasse derjenigen, welche im vori- 
gen Artikel bezeichnet worden sind, auch einige solche, welche 
sich auf die Grösse geradliniger Strecken und Winkel beziehen; 
wir wissen z. B. dass das Doppelschnittverhältuiss von vier Punk- 
ten in einer geraden Linie (4BCD), da es durch das Doppel- 
schnittverhältniss des Büschels (0. 43CD) am Centrum der Pro- 
jection gemessen wird, mit dem der vier Punkte (ubed) überein- 
stimmen muss, in welchen dies Büschel-durch eine beliebige Trans- 
versale geschnitten wird. Doppelschnittverhältnisse wer- 
den durch Projection nicht geändert. 

Oder, wenn zwischen den durch eine beliebige Anzahl von 
Punkten in einer geraden Linie bestimmten geradlinigen Strecken 
eine Gleichung von der Form 
AB.CD.EF+k.40.BE.DF+LAD.CE.BE+....=o 


besteht, in welcher jedes Glied die nämlichen Punkte nur in ver- 
schiedener Ordnung enthält, so ist diese Relation projeetivisch. 
Denn nach Art. 354 kann man für 4B 

04.O0B sin AOB 

ee 
und für die übrigen Strecken entsprechende Ausdrücke substitui- 
ren, und die Gleichung enthält nach dieser Substitution in allen 
Gliedern das Product 9.4. 0B.0C. OD. OE. OF im Zähler und die 
Grösse OP im Nenner; durch Division mit diesen Factoren wird 
sie daher auf eine Relation zwischen den Sinus der am Punkte 
O gebildeten Winkel zurückgeführt und ist demnach projectivisch. 


Auch ist leicht zu erkennen, dass die Punkte 4,2, C, D,E, F 
nieht in einer geraden Linie zu liegen brauchen, um 
diese Projectivität zu begründen; wenn die Senkrechte OP 
nicht für alle die in der Relation auftretenden Segmente die näm- 
liche ist, so ist nur nötbig, dass dieselben so geordnet sind, dass 
in jedem Gliede der Gleichung im Nenner das nämliche Produet 
solcher zugehörigen Perpendikel OP. 0P. OP”... auftritt. Als ein 
Beispiel dieser Art erwähnen wir den Satz: Wenn gerade Li- 
nien, welche von den Ecken eines Dreiecks ABC nach 
demselben Punkte seiner Ebene gezogen werden, die 
Gegenseiten desselben in den Punkten a,d, c durch- 
schneiden, so ist Ab. Be. Ca = 4e. Ba. Cb. 
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Weil diese Relation von der eben besprochenen Art ist, so 
reicht es hin, sie für irgend eine Projection des Dreiecks 4BC zu 
beweisen; machen wir für dieselbe die Voraussetzung, dass der 
Punkt C in unendlicher Entfernung projieirt sei, so werden die 
geraden Linien 4C, BC, Ce einander parallel und die Relation wird 


Abbe = Ac Ba, 
deren Wahrheit ohne Weiteres ersichtlich ist. 


458. Offenbar reicht es zum Beweise solcher pro- 
jeetivischen Eigenschaften von Figuren hin, ‘für die 
einfachste derjenigen Figuren den Beweis zu liefern, 
in welche die gegebene projieirt werden kann; z. B. 
was oft vorkommt, für eine solche, in welcher eine gewisse ge- 
rade Linie der Figur in unendlicher Entfernung erscheint. 

Wenn z. B. gelordert wäre, die harmonischen Eigen- 
schaften eines vollständigen Vierecks ABCD zu unter- 
suchen, dessen Gegenseitenpaare sich in Z und F und dessen 
Diagonalen sich in G durchschneiden, so verbinden wir alle Punkte 
dieser Figur mit dem zum Centrum der Projection gewählten Punkte 0 
im Raume durch gerade Linien und schneiden die Verbindungslinien 
durch eine zur Ebene OEF parallele Ebene, so dass EF in wn- 
endlicher Entfernung projieirt erscheint; die Projection abed des 
Vierecks ist dann ein Parallelogramm, weil die Durchschnittspunkte 
seiner Gegenseitenpaare in unendlicher Entfernung liegen. Jedes 
Viereck kann demnach in cin Parallelogramm projieirt 
werden. Da nun die Diagonalen eines Parallelogramms sich ge- 
genseitig halbiren, so bestimmen die Endpunkte, der Mittelpnukt 
und der unendlich entfernte Punkt einer jeden, als in welchem sie 
der geraden Linie ef begegnet, eine harmonische Theilung, und 
man schliesst aus der projectivischen Natur dieser Relation, dass 
in jedem Viereck eine Diagonale (4C) durch die andre (in G) und 
durch die gerade Verbindungslinie der Durchschnittspunkte der 
Gegenseiten (#, F) harmonisch getheilt wird. 

Oder: Wenn zwei Dreiecke ABC, ABC so gelegen 
sind, dass die Durchschnittspunkte der entsprechen- 
den Seiten AB, AB’; BC, BC; CA, CA in einer geraden 
Linie liegen, so schneiden sich die geraden Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Ecken 44, BB, CC in 
einem Punkte. 
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Der Setz bedarf keines Beweises mehr, wenn man, wie es 
seine projectivische Natur erlaubt, die Figur, auf welche er sich 
bezieht, so projicirt, dass die gerade Linie, in welcher die ent- 
sprechenden Seilen beider Dreiecke sich schneiden, in unendli- 
cher Entfernung erscheint; denn er geht alsdann in den einfachen 
Ausdruck der Aelinlichkeit und ähnlichen Lage beider Dreiecke 
über: Wenn in zwei Dreiecken abe, abc die Seiten des einen 
den Seiten des andern parallel sind, so schneiden sich die gera- 
den Verbindungslinien der entsprechenden Ecken in einem Punkte; 
welcher einfach aus der Bemerkung hervorgeht, dass die geraden 
Linien aa’ und bb’ heide die Linie cc’ in dem nämlichen Verhält- 
niss schneiden. 

439. Ehe wir die Methode der Projectionen in Beispielen auf 
Curven des zweiten Grades anzuwenden gedenken, wollen wir, spe- 
cieller als es in der Feststellung ihrer Grundsätze geschehen konnte, 
die Natur der von einer beliebigen Ebene in einem 
Kegel über eireularer Basis gebildeten Schnittcurve 
untersuchen. 

Wir haben bis jetzt nur gezeigt, dass die Projection eines 
Kreises eine Curve zweiten Grades sein müsse, und beabsichtigen 
nun zuerst, darzulegen, dass derselbe Kreis in einen Kegelschnitt 
von jeder der drei Hauptarten dieser Curven projieirt werden kann. 

Dazu beweisen wir zuerst, dass jede Curve auf einer 
zu ihrer eignen Ebene parallelen Ebene als eine ähn- 
liche Curve projieirt erscheint, Denn wenn wir in der 
Ehene der einen Curve einen Punkt 4 und in der Ebene der an- 
dern Curve den entsprechenden Punkt «a annehmen und von ihnen 
nach einem beliebigen Paar anderer entsprechender Punkte B, b 
Radien vectoren ziehen, so folgt aus den ähnlichen Dreiecken 042 
und Oab die Verhältnissgleichheit O4: Oa = 4B : ab, und weil 
jeder Radius vector der einen Curve zu dem entsprechenden Ra- 
dius veetor der andern in dem nämlichen constanten Verhältniss 
04A: Oa steht und die entsprechenden Winkel übereinstimmen, so 
sind die beiden Gurven ähnlich. (Art. 236.) Jeder über einer cir- 
cularen Basis stehende Kegel wird durch eine Ebene, welche sei- 
ner Basis parallel ist, in einem Kreise geschnitten. Wenn wir 
die entsprechenden Punkte 4, a als die Mittelpunkte der beiden 
Curven denken, so beweist das Vorhergehende die gegenwärtige 
Behauptung. 
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440. Jeder ebene Schnitt eines Kegels über kreis- 
förmiger Basis ist eine Curve des zweiten Grades. 

Ein Kegel dieser Art oder ein Kegel des zweiten Grades heisst 
gerade, wenn die gerade Verbindungslinie seiner Spitze mit dem 
Centrum des Kreises, welcher ihm zur Basis dient, auf der Ebene 
dieses Kreises senkrecht ist; diese Linie selbst heisst alsdann die 
Achse des Kegels. Wenn dieselbe auf der Ebene der Basis nicht 
senkrecht steht, so wird der Kegel als schief bezeichnet. 

Obgleich die Untersuchung der Schnitte des schiefen Kegels 
mit derjenigen der Schnitte des geraden Kegels vollkommen über- 
einstimmt, so wollen wir sie doch getrennt führen, um die Schwie- 
rigkeiten, welche in der richtigen Auffassung räumlicher Figuren 
liegen können, durch die vorherige Betrachtung der einfacheren 
Figur zu vermindern, welche dem Falle des geraden Kegels enl- 
spricht. 

Fig. 131, Man lege eine Ehene 04B (Fig. 
@ 131) durch die Achse OC des Kegels 
senkrecht zur Schnittebene und be- 

trachte sie als die Ebene der Zeich- 
nung; die Schnittebene MSsN steht 


/ N dann ebensowohl wie die Basisebene 
ET ASB senkrecht zur Ebene der Zeich- 
EL nung, und es ist ebenso mit der ge- 


‘#2 raden Linie RS, in der sich beide 
letzt bezeichnete Ebenen schneiden. 

ME Wir setzen alsdaun zuerst vor- 
N aus, dass die gerade Linie MN, in 
welcher die Schnittebene die Ebene OAB schneidet, den beiden Sci- 
ten 0.4 und OB auf derselben Seite des Scheitels begegnet, wie die 
Figur es angiebt. Durch irgend einen Punkt s der Schnitteurve le- 
gen wir eine zur Basis parallele Ebene und erhalten dadurch 
nach Euklid Ill. 35 für das Quadrat der Ordinate des Kreises 

RE = AR Rp, 


und ebenso Pa er Mb: 
Wenn man aber die älmlichen Dreiecke ARM und arM, BRN 
und drN hetrachtet, so folgt 


AR. RB:MR. RN = ar.rb! Mr.rN, 
und damil 


RS:r® =MR.RN:Mr.rN. 
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Die Schnitteurve MSsN besitzt demnach die Eigenschaft, dass 
das Quadrat einer beliebigen Ordinate rs zu dem Rechteck aus 
den von ihr in der Linie MN bestimmten Abschnitten in dem 
constanten Verhällniss 2S?: MR. RN steht. Nach Art. 109 ist der 
betrachtete Kegelschnitt eine Ellipse, für welche MN die Haupt- 
achse ist und deren kleine Achse sich aus der Bemerkung be- 
stimmt, dass ihr Quadrat zu MN? in dem gegebenen Verhältuiss 
RS’: MR. RN stehen muss. 


Wir nehmen zweitens an (Fig. 132), eine der Seiten 04 


werde von der geraden Linie MN erst Fig, 132. 

in der Verlängerung geschnitten. Der s 
vorige Beweis bleibt völlig unverändert, | Fi 
nur in dem Endergebniss desselben \ | 1.7 
tritt die Veränderung ein, dass nun das \ \iy 
constante Verhältniss zwischen dem V, 


Quadrat der Ordinate rs und dem 
Rechteck Mr.rN aus den Abschnitlen 
statifindet, welche ein äusserer Theil- 
punkt in der Strecke MN bestimmt. Die 
Schnitteurve ist in diesem Falle, wie 
leicht zu. erkemmen ist, eine Hyper- 
bel, welehe aus den beiden Aesten NsS 
und Afs’S’ besteht. 


4 y 
Wenn endlich drittens (Fig. 133) die gerade Linie MN zu 
einer der Seiten parallel ist, so ist, we- Fig. 133, 
gen AR =ar und RB:rb—=RN:rN, \ 
das mit dem Rechteck ar.rb gleiche N 
Quadrat der Ordinate rs zu der Abscisse / 
rN in dem constanten Verhältniss $ hr 
RS?: RN oder AR.RB:RN. BGN 
Demnach ist die Schnilteurve in die- a HM 
sem Falle eine Parabel*). re jid 
9 FN N 


N 
*) In der Geometrie der Alten betrachtete man bis auf Apollonius (250 


v. Chr.) die Kegelschnitte nur am geraden Kegel und nur unter der Voraus- 
setzung, dass die Schnittebene zu einer Kegelseite (der einen Seite des Ach- 
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441. Wir lassen hiernach den Beweisfür dieSchnitte des 
schiefen Kegels mit kreisförmiger Basis folgen (Fig. 134). 
Fig. 131. Die Ebene der Zeichnung sei durch die 
9 Spitze des Kegels O und den Mittelpunkt C 
des Basiskreises senkrecht zur Ehene des- 
selben gelegt; QS sei die gerade Durch- 
ff schnittslinie der Schnittebene mit der 
ff Ebene des Kreises A0SB; LK der die 
4 „i/ B Sehne OS halbirende Durchmesser und 
j A MN die gerade Linie, welehe die durch 
va we K ihn und die Kegelspitze gelegte Ebene mit 
p i der Schniltebene gemein hat. Mit diesen 
F4 f Voraussetzungen entwickelt sich der Be- 
Seen weis ganz wie vorher: Das Quadrat der 
Ordinate RS ist dem Rechteck ZR. RK gleich, und wenn wir wie 
‚vorher eine zur Basis parallele Ebene einführen, so ist das Qua- 
drat der ihr angehörigen Ordinate rs gleich dem entsprechenden 
Rechteck Zr. A; wir beweisen sodann aus den ähnlichen Drei- 
ecken ARM, krM und LRN, IrNin der Ebene OLK ebenso 
wie in dem Falle des geraden Kegels, dass das Verhältniss der 
Quadrate RS’: rs? mit dem Verhältniss der Rechtecke identisch 
sei, welche aus den durch den Fusspunkt der Ordinate bestimm- 
ten Abschnitten von MN gebildet werden; und dass demnach die 
Schnilteurve ein Kegelschnitt ist, für welchen MN der die Sehne QS 
halbirende Durchmesser ist, nämlich speciell eine Ellipse, wenn 
MN die geraden Linien OZ und OA auf derselben Seite der Ke- 
gelspitze schneidet, eine Hyperbel, wenn diese Schnittpunkte auf 
verschiedenen Seiten der Spitze liegen, und eine Parabel, wenn 
einer derselben unendlich entfernt ist. 


sendreiecks) senkrecht sei, d, i. dass MN senkrecht auf O B. Darnach wur- 
dendie Kegelschnitte eingetheilt in Schnitte des rechtwinkligen, spitz- 
und stumpfwinkligen Kegels und nach Eutochius, dem Commenta- 
tor des Apollinius wurde die Sehnittcnrve Parabel, Ellipse oder Hyperbel ge- 
nannt, je nachdem und weil der Winkel des Kegels gleich, kleiner oder 
grösser als ein rechter Winkel war. Schon Archimedes kannte die Na- 
men Parabel und Ellipse. Apoilonius war es aber, welcher zuerst bewies, 
dass alle drei Kegelschnitte aus dem nämlichen Kegel ge- 
schnitten werden können und der, ebenso wie Pappus ihnen die Na- 
men Parabel, Ellipse, Hyperbel aus dem im Artikel 196 angegebenen Grunde 
beilegte. 


Die in dem Beweise gemachte Voraussetzung, dass die kreis- 
förmige Basis reelle Punkte mit der Schnilteurve gemein habe, 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder der Kreise, welche die der 
Basis parallelen Ebenen in der Kegellläche bestimmen, als Basis 
betrachtet werden kann. 


442, Wenn man die drei Kegelschnitte, Hyperbel, Parabel 
und Ellipse, als solche Curven zweiten Grades unterscheidet, welche 
respective zwei reelle, oder zwei zusammenfallende, oder endlich 
zwei imaginäre Punkte in unendlicher Entfernung haben, so un- 
terscheidet und erkennt man sie am Kegel leicht durch die Be- 
merkung aus der Lage der Schnittebene, dass eine durch die Spitze 
des Kegels zur Schnittebene parallel gelegte Ebene im ersten Falle 
den Kegel in zwei reellen und verschiedenen Seiten, im letzten nur 
in der Spitze oder in zwei imaginären Seiten schneidet, während 
sie im zweiten Falle zwei zusammenfallende Seiten mit ihm ge- 
mein hat, oder ihn berührt. Wenn man sich durch den Mittel- 
punkt der Curve zu eben diesen Kegelseiten Parallelen gezogen 
denkt, so repräsenliren diese die reellen, imaginären oder im Un- 
endlichen zusammenfallenden Asymptoten der Curve. 


Durch die Bemerkung, dass die Taugenten des Kegel- 
schnittes die Projectionen der Tangenten seiner kreis- 
förmigen Basissind oder die Durchschnittslinien der Tangen- 
tialebenen des Kegels mit der Schnittebene, übertragen sich diese 
Betrachtungen auf die Tangenten und harmoniren mit dem Theil 
der Kegelschnitts- Theorie, welcher diese Carven als Enveloppen 
oder als Curven zweiter Klasse betrachtet. 

Für die Parabel erlält man z. B. auch auf diesem Wege, 
nämlich aus der Anwendung dieser Gesichtspunkte auf die Schei- 
teltangenten der Curve das Ergebniss, dass jede Parabel eine ganz 
in unendlicher Entfernung gelegene Tangente besitzt. 


Es ist erwähnenswerth, dass auch die Brennpunkte 
undDireetricen sich sehr einfach an die Betrachtung 
des geraden Kegels anknüpfen lassen. Es lassen sich in 
jeden geraden Kegel zwei Kugeln so einschreiben, dass sie zu- 
gleich die Schnittebene berühren; die Berührungspunkte sind die 
Brennpunkte und jedem entspricht als Directrix der Schnittcurve 
die gerade Linie, in welcher die Ebene des Berührungskreises 
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der zugehörigen Kugel die Schnittehene durchschneidet. (Fig. 135.) 

Fig. 135. Wenn man einen beliebigen Punkt P der Schnitt- 
curve mit der Spitze des Kegels durch eine 
gerade Linie verbindet und die Durchsehnitts- 
punkte derselben mit den Ebenen der Be- 
rührungskreise durch D, d bezeichnet, so hat 
man die Relationen 


r 


a PN) Ri IBd oh), 


2 
j \ und demnach 
SUR, PF+PF—Da, 


und es lässt sich sofort erkennen, dass diese constante Länge mit 
der grossen Achse 4B der Schnitteurve übereinstimmt. Der Punkt 
R, in welchem die geraden Linien FF’ und AB bei genügender 
Verlängerung sich schneiden, ist ein Punkt der Directrix, oder der 
Polare des Brennpunktes, weil nach den Eigenschaften des Krei- 
ses die vier Punkte N, F, M, R eine harmonische Theilung bilden. 

Dieser Satz ist der Uebertragung auf den schiefen Kreiske- 
gel und auf andere Oberflächen des zweiten Grades fähig. 

Man kann leicht beweisen, dass der Parameter der Schmnitt- 
curve constant ist, solange ihre Ebene den nämlichen Abstand von 
der Kegelspitze besitzt. 

443. Wenn QOS die Durchschnittslinie der Ebene 
eines belieligen Kegelschnitts mit der Ebene eines 
kreisförmigen Schnitts bezeichnet, so.ist das Recht- 
eck DR. RF der durch sie in dem ihr conjugirtenDurch- 
messer des Kreises bestimmten Segmente zu dem 
Rechteck gR. Rk der Segmente des ihr conjugirten 
Durchmessers des Kegelschnitts in dem nämlichen 


Fig. 136, Verhältniss, wie das Quadrat 
H A" des zu OS parallelen Durch- 
r | messers des letzteren zu dem 
7 | Quadrat dieses conjugirten 
A A Durchmessers gk. (Fig. 136.) 
ET Dies ist in dem Falle, wo 08 
/ i den Kreis in reellen Punkten durch- 
LH “ schneidet, bereits bewiesen worden, 
Pia LTR, wil n S dr. rf ist. 
E TA A 
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In dem Falle, in welchem die gerade Linie OS die Curve nicht 
schneidet, bemerken wir zunächt, dass die in dem Kreise wie in 
dem anderen Kegelschuitt zu OS conjugirten Durchmesser in 
demselben Punkte R mit OS zusammentreffen müssen, weil nach 
Art. 439 der Durchmesser df, welcher die zu gs parallelen Seh- 
nen irgend eines kreisförmigen Schnittes halbirt, in einen Durch- 
messer projieirt wird, welcher die gleichgerichteten Sehnen eines 
parallelen Schnittes halbirt; die Mittelpunkte aller zu gs paralle- 
len Sehnen liegen demnach in der Ebene Odf, und demgemäss 
muss der zu QS conjugirte Durchmesser der Schnitteurve ggks 
die Linie gx sein, in welcher die Ebene derselben von der Ebene 
Odf geschnitten wird; also durchschneiden sich die Graden D F 
und gk in dem Punkte R, in welchem die Ebene Odf die Linie 
OS trifit. 

Es ist somit bewiesen, dass die geraden Linien gk, df, DF iu 
einer und derselben durch die Spitze des Kegels gehenden Ebene 
liegen, oder dass die Punkte D, d Projectionen des Punktes g sind, 
d. i. in derselben durch die Spitze gehenden geraden Linie lie- 
gen. Dann liefern ähnliche Dreiecke wie in Art. 440 die Relation 


dual VDIRER IE gnk R RA; 
und da die Rechtecke ar. rf und gr. rk zu einander in dem Ver- 
hältnisse der Quadrate der parallelen Halbdurchmesser stehen, so 
sind die Rechtecke DR. RF und gR. Rk in demselben Verhältniss. 


444. Wenn man durch die Spitze des Kegels parallel zur 
Ebene der kreisförmwigen Basis eine Ebene legt, welche die Schnitt- 
ebene in der geraden Linie TZ durchschneidet,, so folgt als ein 
specieller Fall des Vorigen, dass g Z. Lk: OL? in dem Verhältniss 
der Quadrate der parallelen Durchmesser des Schnittes sind. 

Wir schliessen daraus, dass es eine unbestimmte Aufgabe ist, 
zu einem gegebenen Kegelschnitt und einer geraden 
Linie TZ in seiner Ebene dic Spitze O eines Kegels, 
der den ersteren zur Leitcurve hat, so zu bestimmen, 
dass der von einer zu OTE parallelen Ebene in ihm 
bestimmte Schnitt ein Kreis sei. Denn wenn wir den zu 
der geraden Linie TZ conjugirlen Durchmesser der Schnitteurve 
ziehen, so ist die Entfernung des Punkles Z von der Spitze des 
Kegels durch das Vorhergehende bestimmt, und OZ muss in der 
zu TL normalen Ebene liegen, weil sie dem Durchmesser eines 
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zu TZ normalen Kreises parallel ist; die Spitze O kann dem- 
nach in jedem Punkte eines gewissen Kreises in einer 
zu TL senkrechten Ebene genommen werden. 


5 


čin Kegelschnitt kann immer in der Art in einen 
Kreis projicirt werden, dass eine in seiner Ebene be- 
liebig gewählte gerade Linie 7Z, welche ihn nicht 
schneidet, in unendlicher Entfernung projieirt wird, 
Man hal dazu die Spitze O des projieirenden Kegels nur so zu 
wählen, dass die Ebene OTZ zu den Ehenen der kreisförmigen 
Schnitte parallel ist; jede der zu OTZ parallelen Ebenen erfüllt 
dann als Projectionsebene die vorgeschriebenen Bedingungen. 


445. Wennein Kegelschnitt und ein Punkt in seiner 
Ebene gegeben ist, so kann man den ersteren in einen 
Kreis projiciren, für welchen die Projection dieses 
Punktes das Centrum ist; denn wir haben ihn nur so zu 
projiciren, dass die Projection der Polare jenes Punktes in unend- 
licher Entfernung erscheint. 

Zwei beliebige Kegelschnitte können so projiecirt 
werden, dass beide sich als Kreise darstellen; denn 
wenn wir den einen derselben so in einen Kreis projieiren, dass 
eine seiner: Durchschnittssehnen mit dem andern in unendlicher 
Entfernung projieirt wird, so muss die Projection des zweiten Ke- 
gelschnitts auch ein Kreis werden, weil sie mit dem ersten durch 
dieselben unendlich entfernten Punkte gehen muss. 

ZweiKegelschnitte, welche eine doppelte Berüh- 
rung mit einander haben, können in concentrische 
Kreise projicirt werden. Dazu projieirt man den einen der- 
selben so in einen Kreis, dass die Berührungssehne mit dem an- 
dern in unendliche Entfernung fällt. (Art. 282.) 


Genau gesprochen, sind alle diese Projectionen nur darstell- 
bar, wenn die in unendlicher Entfernung projieirte gerade Linie 
keine reellen Punkte mit dem Kegelschnitt gemein hat; aber man 
erkennt in allen Anwenduugen der Methode die daraus scheinbar 
entspringende Beschränkung als überflüssig. Eine projectivi- 
sche Eigenschaft, welche für irgend eine Lage der 
Figur bewiesen ist, kann zwar für eine andre Lage 
derselben, in welcher gewisse in ihr auftretende Li- 


— 529 — 


nien imaginär werden, ohne Sinn scheinen, aber nie 
falsch werden. Obgleich also z. B. die Methode der Pro- 
jection in concentrische Kreise direct nur zum Beweis von Ei- 
genschaften solcher Kegelschnitte führt, die mit einander eine 
doppelte Berührung in einer imaginären Berührungssehne haben, 
so hallen wir es doch für überflüssig, einen unabhängigen Beweis 
derselben dür den Fall zu suchen, in welchem die Berührungs- 
sehne reell ist. 


446. -Wir geben nun einige Beispiele zu der Art und Weise, 
dureh welche Eigenschaften der Kegelschnitte aus de- 
nen des Kreises oder aus andern speciellern Eigen- 
schaften der Kegelschnitte abgeleitet werden. 


Aufg. 1. Jede durch einen festen Punkt gezogene ge- 
rade Linie wird von einem Kegelschnitt und von seinerin 
Bezug auf diesen genommenen Polare harmonisch ge- 
theilt. 


Es reicht hin, zu bemerken, dass diese Eigenschaft ebenso wie ihre 
Reciproke projeetivische Eigenschaften sind, und dass sie für den Kreis 
Gültigkeit haben; in Folge dessen sind sie nothwendig für alle Kegel- 
schnilte wahr. Alle Eigenschaften der Kreise, die von der Theorie der 
Pole und Polare abhängen, gelten für Kegelschnitte überhaupt. 


4ufg.2.DieanharmonischenEigenschaftender Punkte 
und Tangenten eines Kegelschnitts sind projectivischer 
Natur; sie gelten für alle Kegelsehnitte, wenn sie für den Kreis bewie- 
sen sind. Alle Eigenschaften des Kreises, welche aus ihnen hervorgehen, 
sind gleichmässig für alle Kegelschnille walır. 


Die Sätze von Pascal und Brianchon brauchen nur für den Kreis 
bewiesen zu werden, um allgemein gültig zu sein; die Pascal’sche Linie 
wird in unendlicher Entfernung, der Brianchon’sche Punkt als Mittelpunkt 
des Kreises projieirt, in welchen man den gegebenen Kegelschnitt über- 
führt. Beide Sätze nehmen eine so elementare Gestalt an, dass sie des 
Beweises kaum noch bedürfen: Wenn in einem dem Kreise cin- 
geschriebenen Sechseck zwei Paare gegenüherliegender 
Seiten parallel sind, so sind es auch die dritten. Wenn in 
einem, einem Kreise umschriebenen Sechseck, zwei Paare 
von Gegenecken in je einem Durchmesser liegen, so ist 
diesauch für das dritte Paar der Fall. 


Aufg. 3. Der Satz von Carnot, dass für die Punkte, in 
welchen ein Kegelschnitt die Seiten einesDreiecks schnei- 
det, die Relation 

db. AV. Be. Be. Ca. Ca = de. dc. Ba.Ba.Chb.Cb 


Salmon, Anal, Geom, der Kegelschnitie, 34 
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gilt, ist cine projeclivische Eigenschaft und braucht nur für 
den Fall des Kreises bewiesen zu werden, in welchem er deshalb evident 
ist, weil 


Ab. AÒ — Ac.Ac 
1.8. W. 


Der Satz gilt ebenso und wird in derselben Art bewiesen für ein be- 
liebiges Polygon. 
a 
Aufg. 4. Aus diesem Carnot'schen Satze können die Ei- 
genschaften des Artikel 108 leicht abgeleitet werden; denn 
wenn wir den Punkt C in unendlicher Entfernung voraussetzen, so ist 


Ab. AV Ba. Ba 
Ac. AC Be.Be’ 


unter der Voraussetzung, dass die gerade Linie Ab zu Ba parallel ist. 


Aufg. 5. In zwei concentrischen In zwei Kegelschnitten, welche 
Kreisen wird jede Selme des einen, eine doppelte Berührung mit cinan- 
welche den andern berührt, im Be- der haben, wird jede Sehne des ci- 
rührungspunkte halbirt. nen, welche den andern berührt, im 

Berührungspunkt und im Durch- 
schnittspunkt mit der Berührungs- 
sehne harmonisch getheilt. (Aufg. 3, 
Art. 416.) 
Die unendlich entfernte gerade Linie des ersten Falles wird als Be- 
rührungsselhne der Kegelschnitte des zweiten Falles projieirt. (Aufgabe 4, 
Artikel 239 ist ein specieller Fall dieses Salzes.) 


Aufg. 6. Wenn irei concentrische 
Kreise gegeben sind, so wird jede 
Tangente des einen von den beiden 


Wenn drei Kegelschnitte einander 
in den nämlichen beiden Punkten be- 
rühren, so wird jede Tangente des 


einen von den andern beiden in vier 
Punkten geschnitten, deren anhar- 
monisches Verhältniss constant ist. 


andern in Punkten geschnitten, de- 
ren anharmonisches Verhältniss con- 
slant ist. 


Der erste Salz ist wegen der Unveränderlichkeit der vier Seginente 
evident; der zweite kann als eine Erweiterung der anharınonischen Eigen- 
schaft der Tangenten eines Kegelschnitis betrachtet werden. 


In derselben Weise können die Sätze des Artikel 301 in Bezug auf 
anlarmonische Verhältnisse in Kegelschnitten, welche sich doppelt be- 
rühren, unmittelbar bewiesen werden, indem man die Kegelschnitte als 
concentrische Kreise projicirt. 


Aufg. 7. Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben ist und zwei seiner Seiten durch feste Punkte 
gehen, so soll man die Enveloppeder dritten Seite hestim- 
men (Arlikel 302, Aufgabe 2). 
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Wenn wir die gerade Verbindungslinie der festen Punkte in unend- 
licher Entfernung und zugleich den Kegelschnilt in einen Kreis projieiven, 
so verwandelt sich die Aufgabe in diese: Ein Dreieck ist einem Kreise 
eingeschrieben und zwei seiner Seilen sind festen geraden Linien parallel ; 
man soll die Enveloppe der dritten Seite bestimmen. 

Diese Enveloppe ist ein concentrischer Kreis, weil der Winkel an 
der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Enveloppe ist demnach im 
allgemeinen Fall ein Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen eine dop- 
pelte Berührung in den beiden Punkten hat, welche in der geraden Ver- 
bindungslinie der gegebenen Punkte liegen. 


4ufg. S. Die projeclivischen Eigenschaften des in 
einen Kegelschnitt eingeschriebenen Vierecks zu unter- 
suchen. 

Nach den gegebenen allgemeinen Entwickelungen kann der Kegel- 
schnitt in einen kreis und zugleich das Viereck in ein Parallelogramm 
projieirt werden. Für ein in einen Kreis eingeschriebenes Parallelogramm 
ist der Durchschnittspunkt der Diagonalen im Centrum des Kreises; dem- 
nach ist der Durchschnittspunkt der Diagonalen des in einen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks der Pol der geraden Linie, welche die Durch- 
schnittspunkte der Gegenseiten desselben verbindet. 

Für das dem Kreis eingeschriebene Parallelogramm liefern die in 
seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten Tangenten ein Viereck, dessen 
Diagonalen sich auch im Mittelpunkte des Kreises schneiden, indem sie 
zugleich die von den Diagonalen des eingeschriebenen Vierecks gebildeten 
Winkel halbiren; in Folge dessen gehen die Diagunalen des in einen 
Kegelschnitt eingeschriebenen und des entsprechenden umschriebenen 
Vierecks durch denselben Punkt und bilden ein harmonisches Büschel. 


Aufg. 9. Wenn vier Punkte eines 
Kegelschnitts gegeben sind, so ist 
der Ort seines Centrums ein Kegel- 
schnitt, welcher durch die Mittel- 
punkte der Seiten des gegebenen 
Vierecks hindurchgeht. 


Aufg. 10. Der Ort der Punkte, 
in welchen alle parallelen Sehnen 
eines Kreises i einem gegebenen 
Verhältniss getheilt werden, ist eine 
Ellipse, welche mit dem Kreise eine 
doppelte Berührung besitzt (Arti- 
kel 163.). S 


Wenn vier Punkte eines Kegel- 
schnitts gegeben sind, so ist der 
Ort des Pols einer festen geraden 
Linie ein Kegelschnitt, welcher zu 
den Endpunkten jeder Seile und dem 
Schnittpunkt der gegebenen geraden 
Linie mit derselben in ihr den vier- 
ten harmonischen Punkt bestimmt. 


Wenn man durch einen festen 
Punkt O eine beliebige gerade Linie 
zicht, welche mit einem festen Ke- 
gelschnitt die Punkte 4, B gemein 
hat, und in ihr einen Punkt P so 
wählt, dass das Doppelschmiltver- 
hältniss ter vier Punkte 0, 4, B, P 
unveränderlich ist, so ist der Ort des 
Punktes P ein Kegelschnitt, weleher 
mit dem gegebenen eine doppelte Be- 
rührung hat. 


34 * 
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447. Mit Ililfe der im Art. 305 gegebenen allgemei- 
nen Definition der Brennpunkte können Eigenschaften 
derselben projectivisch auf ihren allgemeinen Aus- 
druck gebracht werden. 


Aufg. 1. Wenn ein Kreis zwei ge- Wenn ein Kegelschnitt durch zwei 
gebene Kreise stets berührt, so ist feste Punkte geht und’zwei feste Ke- 
der Ort seines Centrums eine Hyper- gelschnitte stets berührt, welche 
bel, welche die Centra der gegebe- auch durch diese Punkte gehen, -so 
nen Kreise zu Brennpunkten hat. ist der Ort des Pols der geraden Ver- 

hindungslinie dieser Punkte ein Ke- 
gelschnitt, welcher dem Viereck ein- 
geschrieben ist, das von den geraden 
Verbindungslinien der gegebenen 
, Punkte mit den in Bezug auf die 
beiden gegebenen Kegelschnilte ge- 
nommenen Polen ihrer Verbindungs- 
3 Imie gebildet wird. 

Dies Beispiel ist besonderer Aufmerksamkeit deshalb werth, weil es 
gleichzeitig die folgenden verschiedenen Principien zur Auwendung bringt: 
Dass alle Kreise durch zwei feste Punkte in unendlicher Entfernung gehen; 
dass das Centrum der Pol ihrer Verbindungslinie ist; dass em Brenn- 
punkt als der Durchschnitt der vun ihnen ausgehenden Tangenten der 
Curve betrachtet werden muss; und dass wir zur Ausdehnung unserer 
Schlüsse von imaginären auf reelle Punkte berechtigt sind. 


Aufg. 2. Wenn von einem Ke- 
gelschnitt der Brennpunkt und zwei 
Punkte der Peripherie gegeben sind, 
so liegt der Durchschnitt der in 
diesen Punkten an ihn gezogenen 
Tangenten in einer festen geraden 
Linie. 


Aufg. 3. Wenn ein Brennpunkt 
und zwei Taugenten eines Kegel- 
schnilts gegeben sind, so ist der Orl 
seines anderen Brennpunktes eine 
gerade Linie. 


Wenn zwei Tangenten und zwei 
Punkte eines Kegelschnitis gegeben 
sind, so liegt der Durchsehnittspunkt 
der in diesen Punkten an ihn zu 
ziehenden Tangenten in einer festen 
geraden Linie. 


Wenn vier Tangenten und je em 
fester Punkt in zweien derselben ge- 
geben sind, so ist der Ort des Durch- 
schniltspunkles der von diesen an 
den Kegelschnitt zu legenden Tan- 
genten eine gerade Linie. 


Denn die zwei unendlich entfernten Punkte eines Kreises liegen 
jeder in einer der vom ersten Brennpunkt ausgehenden Tangenten, 
und die von ihnen ausgehenden beiden andern Tangenten des Kegel- 
schnilts schneiden sich im andern Brennpunkte. 


Aufg. 4. Wenn für eine Parabel 
drei Tangenten gegeben sind, so ist 


Wenn vier feste Tangenlen eines 
Kegelschnitts und zwei feste Punkte 


der Ort des Brennpunkts derselben 
der ihrem Dreieck umschriebene 
Kreis. 


Denn die Parabel hat eine ihre 


fernung und die beiden Punkte, w 
8 


sind, liegen in dieser Tangente. 


Aufg. 5. Der Ort des Centrums 
für einen Kreis, welcher durch einen 
festen Punkt geht und eine feste ge- 
rade Linie berührt, ist eine Parabel, 
welche den festen Punkt zum Brenn- 
punkt hat. 


4Jufg. 6. Wenn vier Tangenten 
eines Kegelschnitts gegeben sind, so 
ist der Ort seines Centrums (die ge- 
rade Linie, welche die Mittelpunkte 
der Diagonalen des Vierecks verbin- 
det. 


in einer derselben gegeben sind, so 
ist der Ort des Durchschnittspunktes 
der Tangenten, welche von diesen 
letztern an den Kegelschnitt ferner 
gelegt werden können, ein Kegel- 
schnitt, welcher-durch die zwei fe- 
sten Punkte geht und dem von den 
übrigen drei festen Tangenten gebil- 
deten Dreieck umschrieben ist. 


r Tangenten ganz in unendlicher Ent- 
elche allen Kreisen gemeinschaftlich 


Wenn eine Tangente und drei 
Punkte eines Kegelschnitts gegeben 
sind, so ist der Ort des Durchschnitis- 
punktes der Tangenten in irgend 
zweien dieser Punkte ein Kegel- 
schnitt, welcher dem von ihnen ge- 
bildeten Dreieck eingeschrieben ist. 


Wenn vier Tangenten eines Kegel- 
schnitts gegeben sind, so ist der Ort 
des Pols einer geraden Linie die ge- 
rade Verbindungslinie der Punkte, 
welche mit’ den Schnittpunkten der 
ersteren in den Diagonalen diese 


selbst harmonisch theilen. 


Aus unserer Definition der Brennpunkte ergieht sich, dass der ge- 
meinschaftliche Brennpunkt zweier Kegelschnitte als der Durclschnitis- 
punkt gemeinschalllicher Tangenten derselben angesehen werden muss 
und demnach die im Artikel 288 entwickelten Eigenschaften eines solchen 
besitzt. 

Wenn zwei Kegelschnitte einen Brennpunkt und die zugehörige Di- 
reetrix gemeinschaftlich haben, so müssen sie als solche Kegelschnitte be- 
trachtet werden, die eine doppelte Berührung mit einander haben und 
können daher als concentrische Kreise projicirt werden. 


448. Wir richten hiernach unsre Aufmerksamkeit auf pro- 
jecetivische Relationen, welche die Grösse von Win- 
keln betreffen. 

Winkel, welehe in der gegebenen Figur constant sind, sind 
es in einer Projection derselben im Allgemeinen nicht, und es 
bedarf daher einer besondern Untersuchung der Gesetze, nach wel- 
chen derartige Eigenschaften projeetivisch zu generalisiren sind. 
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Um nicht auf besondre Fälle eingeschränkt zu sein, wie z. B. auf 
die Relationen von Winkeln am Brennpunkte, welche allerdings 
sehr leicht aus den Relationen entsprechender Winkeln am Kreise 
hergeleitet werden können, geben wir im Folgenden eine allge- 
meine Theorie der Projectionen von Winkeln. 

Wir beginnen mit dem Fall des rechten Winkels. 


Wenn æ = o, y =o die Gleichungen zweier zu einander 
rechtwinkligen geraden Linien darstellen, so sind die Richtungen 
der unendlich entfernten Punkte jedes Kreises durch die Gleichung 

+ y [=o 
oder dureh 
E E T, 

bestimmt) Diese vier geraden Linien bilden demnach nach Art. 55 
ein harmonisches Büschel. Wir ziehen daraus den folgenden 
Schluss: Wenn vier Punkte A, B, C, D eine gerade Linie 
harmonisch theilen und durcheine reelle oder imagi- 
näre Projection so projicirt werden, dass die Punkte 4 
und C, die wir als reell oder als imaginär denken dür- 
fen, mit den zwei imaginären unendlich entfernten 
Punkten eines Kreises zusammenfallen, so projiciren 
sich gleichzeitig beliebige durch die Punkte B und D 
gehende gerade Linien als die Schenkel eines rechten 
Winkels. Und umgekehrt: Wenn zwei gerade Linien zu 
einander rechtwinklig sind, so werden sie als gerade 
Linien projieirt, welche die Verbindungslinie der 
beiden festen Punkte harmonisch theilen, die als die 
Projectionen der imaginären unendlich entfernten 
Punkte eines Kreises erscheinen. 


Aufg. 1. Die Tangente eines Krei- Jede Selme eines Kegelschnitts 
ses ist rechtwinklig zum Radius des wird durch eine Tangente desselben 
Berührungspunkles. und durch die gerade Verbindungs- 


linie ihres Berührungspunktes mil 
dem Pol der gegebenen Sehne har- 
monisch getlreilt (Art. 104.). 


Denn sobald wir die Sehne des Kegelschnitts als in die unendlich 
entfernte gerade Linie im der Ebene eines Kreises projieirt voraussetzen, 
so erscheinen die Punkte, in welchen dieselbe den Kegelsehnitt schneidet, 
als die unendlich entfernten imaginären Punkte des Kreises; gleichzeitig 
wird der Pol der Schne im Centrum des Kreises projieirt. 
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Aufg. 2. Jede durch den Brenn- 
punkt eines Kegelschnilts gehende 
gerade Linie ist rechtwinklig zu der 
geraden Verbindungslinie ihres Pols 
mit dem Brennpunkte. (Artikel 194.) 


Jede gerade Linie durch einen 
festen Punkt bildet mit den beiden 
von ihm ausgehenden Tangenten ci- 
nes Kegelsennitts und der Verbin- 
dungslinie desselben mit ihrem eige- 


nen Pol in Bezug auf diesen ein har- 
monisches Büschel. (Art. 106.) 


Dass der erste dieser Sätze ein specieller Fall des zweiten ist, er- 
hellt aus der Bemerkung, dass die vom Brennpunkt ausgehenden Tangen- 
ten des Kegelschnitts die geraden Verbindungslinien des Brennpunktes 
mit den imaginären unendlich entfernten Punkten im Kreise sind. 


Aufg. 3. Nach der Aufgabe 6 des vorigen Artikels können wir den 
Ort des Pols einer geraden Linie in Bezug auf ein System 
confocaler Kegelschnitte bestimmen; denn die Brennpunkte be- 
stimmen, heisst ein dem Kegelschnilt umselriebenes Viereck angeben, 
welches die gerade Verbindungslinie der Brennpunkte zu einer Diagonale 
hat, In Folge dessen ist der vierte harmonische Punkt zu demjenigen, 
wo ilie gegebene gerade Linie die zwischen den Brennpunkten enthaltene 
geraile Strecke schneidet, cin Punkt des gesuchten Ortes. Die andere Dia- 
gouale ist die unendlich entfernte gerade Linie und ilre Endpunkte sind 
die imaginären unendlich entfernten Kreispunkte; demnach ist der ge- 
suchte Ort zur gegebenen geraden Linie rechtwinklig und somit vollkom- 
men bestimmt. 


Aufg. 4. Zwei confocale Kegel- Wenn zwei Kegelschnitte demsel- 
schnitte schneiden einander unter ben Viereck eingeschrieben sind, so 
rechten Winkeln. theilen die beiden in jedem ihrer 

Durchschnittspunkte zu ziehenden 
Tangenten derselben jede Diagonale 
des umschriebenen Vierecks harmo- 
nisch. 
Wir bemerken, dass der letztere Satz ein Fall von dem reeiproken 
Salze zur Aufgabe 1, des Artikel 416 ist. 


Aufg. Der Ort des Durch- 


E 


5. Wenn man von zwei Punkten 2, 


schnittspunkls solcher Tangenten- 


paare cimes Central- Kegelschnitls, 
welche sich rechtwinklig durch- 


schneiden, ist ein Kreis. 


D, welche eine gegebene gerade 
Strecke AC harmonisch theilen, Tan- 
genten an einen Kegelsehmitt con- 
struirt, so ist der Ort ihres Durch- 


schnittspunktes cin durch die Punkte 
A, C gehender Kegelschnitt. 

Nach dem Satze des Artikel 106 kamm der gegenwärtige auch ausge- 
sprochen werden, wie folgt: Der Ort eines Punktes O, für wel- 
chen die gerade Linie, welche ihn mit dem Pol der festen 
geraden Linie 40 verbindet, durch den festen Punkt C 
geht, ist ein durch die Punkte 4 und C gehender Kegel- 
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schnitt. Alsdann ist seine Richtigkeit direct daraus ersichtlich, dass 
wir das Doppelschnittverhältniss des von vier beliebigen Lagen der ge- 
raden Linie CO gebildeten Büschels als mit dem des Büschels überein- 
stimmend erkennen, welches die vier entsprechenden Lagen von 40 


bilden. 


Aufg. 6. Der Ort desDurchschnitts- 
punktes der Tangenten einer Para- 
bel, die einander rechtwinklig durch- 
schneiden, ist die Directrix. 


Aufg. 7. Wenn durch einen be- 
liebigen Punkt eines Kegelschnilts 
zwei gerade Linien rechtwinklig zu 
einander gezogen werden, so geht 
die Sehne, welche ihre Endpunkte 
in der Curve verbindet, stets durch 
einen festen Punkt. (Artikel 182, 
Aufgabe 2.) 


Unter der Voraussetzung, dass in 
dem vorhergehenden allgemeinen 
Salze die gerade Linie 4C den ge- 
gebenen Kegelschnitt berührt, wird 
der Ort des Punktes O die gerade 
Linie, welche die Berührungspunkte 
der von 4 und C ausgehenden Tan- 
genten des Kegelschnitts verbindet. 


Wenn durch einen beliebigen 
Punkt eines Kegelschnitts ein har- 
monisches Büschel gelegt wird, in 
welchem zwei Strahlen unveränder- 
lich sind, so geht die die Endpunkte 
der jedesmaligen beiten andern 
Strahlen verbindende Sehne stets 
durch einen festen Punkt. 


Dasselbe Ergebniss lautet, in andern Worten ausgedrückt, wie folgt: 
Wenn zwei Punkte a, c eines Kegelschnilts und ein har- 
monisches Verhältniss (abcd) gegeben sind, so geht die 
gerade Linie bd stets durch einen festen Punkt, nämlich 
durch den Durchschnittspunkt der Tangenten des Kegel- 
schnitts in a und c. 


Und in dieser Form wird die Wahrheit des Satzes direct erkannt, 
wenn man bemerkt, dass «ie Tangente des Kegelschnilts im Punkte « 
die gerade Linie bd in dem vierten harmonischen Punkte zu dem 
Punkt Æ schneiden muss, welchen ac mit ihr gemein hat, weil 
(a. abcd) ein harmonisches Büschel ist; und dass das Nämliche von 
der Tangente in c gilt, dass somit diese Tangenten bd in demselben 
Punkte schneiden müssen. 


Als ein specieller Fall dieses Satzes erscheint der folgende: Wenn 
durch einen festen Punkt eines Kegelschnilts zwei ge- 
rade Linien so gezogen werden, dass sie mit einer festen 
geraden Linie gleiche Winkel bilden, so geht die Sehne, 
welche ihre Endpunkte verbindet, durch einen festen 
Punkt. 


449. Ein System gerader Linien, welehe paarweise 
durch einen festen Punkt so gezogen sind, dass die 
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Geraden desselben Paares mit einer festen Linie 
gleiche Winkel bilden, schneidet die unendlich ent- 
fernte gerade Linie in einem System involulorischer 
Punkte, welchem die beiden imaginären unendlich 
entfernten Kreispunkte als ein Paar conjugirter 
Punkte angehören. 


Denn sie schneiden jede gerade Linie in einem System involu- 
torischer Punkte, welches die Punkte zu Breunpunkten hat, in wel- 
chen die gerade Linie von der gemeinschaftlichen inneren und äus- 
sern Halbirungslinie der von den Paaren der geraden Linien gebil- 
deten Winkel geschnitten ward. Die erwähnten imaginären Punkte 
der unendlich entfernten geraden Linie gehören zu dem System, 
weil die von ibnen begrenzte Strecke durch diese Winkelhalbi- 
rungslinien auch harmonisch gelheit wird. 

Die von einem beliebigen Punkt Die von einem beliebigen Punkte 
zu einem System confoealer Kegel- zu einem Systein von demselben Vier- 
schnitte gezogenen Tangenten ma- eck eingeschriebenen Kegelschnitten 
chen mit zwei festen geraden Linien gezogenen Tangenten schneiden jede 
gleiche Winkel. (Artikel 191.) Diagonale des Vierecks in einem Sy- 

stem involutorischer Punkte, wel- 
ehem die Endpunkte der Diagonale 
als ein Paar conjugirte Punkte an- 
gehören. (Art. 415.) 


450. Zwei von einem festen Punkte ausgehende 
gerade Linien, welche mit einander einen constanten 
Winkel bilden, schneiden die gerade Verhindungs- 
linie der zwei unendlich entfernten imaginäreu 
Punkte eines Kreises immer so, dass das Doppel- 
schnittverhältniss der vier Punkte constant ist. 

Denn, wenn = o, y = o zwei gerade Linien darstellen, 
welche den Winkel & mit einander bilden, so sind die Richtun- 
gen der unendlich entfernten imaginären Kreispunkte durch die 
Gleichung 

+ y t 2xy ose = o 
bestimmt; und indem man diese Gleichung in Factoren zerlegt, 
findet man, dass das Doppelschnittyerhältniss der vier Linien con- 
stant ist, so lange $ unverändert bleibt. 


Aufg. 1. Derin demselbem Segment eines Kreises ent- 
haltene Winkel ist constant. 
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Dieser Salz ist, wie der gegenwärtige Artikel lehrt, die von der an- 
harmonischen Eigenschaft von vier Punkten eines Kreises angenommene 
Form für den Fall, wo zwei dieser Punkte in unendlicher Entfernung sind. 


4ufg. 2. Die Enveloppe derjeni- 
gen Sehnen eines Kegelschnitts, wel- 
che einen constanten Winkel am 
Brennpunkt spannen, ist ein Kegel- 
schnitt, welcher mit dem gegebenen 
Brennpunkt und Direetrix gemein hat. 


Aufg. 3. Der Ort des Durch- 
schnitispunktes derjenigen Tangen- 
ten einer Parabel, die einander unter 
gegebenem Winkel schneiden, ist 
eine Hyperbel, die mit der Parabel 
den Brennpunkt und die Direetrix 
gemein hat, 


Aufg. 4. Wenn durch den Brenn- 
punkt eines Kegelschnitts eine Linie 
gezogen wird, welche mit irgend 
einer Tangente desselben einen ge- 
gebenen Winkel einschliesst, so ist 
der Ort des Punktes, in welchem sie 
dieselbe schneidet, ein Kreis. 


Wenn die von dem Punkte O ge- 
zogenen Tangenten mit dem Kegel- 
schnitt die Punkte Z, Z” gemein ha- 
hen, und zwei Punkte dund 2 in dem- 
selben so gewählt werden, dass das 
Doppelschnittverhältniss (0. ATBT) 
eonstant ist, so ist die Enveloppe 
der Sehne ZB ein Kegelschnitt, wel- 
cher den gegebenen in den Punkten 
T, T berührt. 


Wenn in der Aufg. 6 les Art. 448 
die Punkte B, D so gewählt werden, 
dass das Doppelschnittverhältniss 
(ABCD) constant ist, so ist der Ort 
des Punktes O ein Kegelschnitt, wel- 
cher den gegebenen in denselben 
Punkten mit den von A und C aus 
gezogenen Tangenten berührt. 


Wenn eine veräuderliche Tangente 
eines Kegelschnitis zwei feste Tan- 
genlen in T, T und eine feste ge- 
rade Linie in M schneidet, und ein 
Punkt P in ihr so bestimmt wird, 
dass das Doppelschnittverhältniss 
(PTMT'\ constant ist, so ist der 
Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, 
welcher durch die Punkte gelt, in 
denen die festen Tangenten die feste 
gerade Linie schneiden. 


Ein specieller Fall dieses Satzes ist der folgende: Der Ort des 
Punktes, in welchem der von zwei festen Tangenten eines 
Kegelschnitts in einer veränderlichen Tangente dessel- 
ben bestimmte Abschnitt in einem gegebenen Verhältniss 
getheilt wird, ist eine Hyperbel, deren Asymploten den 
festen Tangenten parallel sind. 


Aufg. 5. Wenn von einem festen 
Punkt O die gerade Linie gezogen 
wird, welche einen gegebenen Kreis 
im Punkte P schneidet, und an sie 
der constante Winkel TPO angetra- 
gen wird, so ist die Enveloppe des 


WenndasDoppelschnittverhältniss 
eines Büschels, von welchem drei 
Strahlen durch feste Punkte gehen, 
gegeben ist, und der Scheitel des- 
selben sich auf einem durch zwei 
dieser Punkte gehenden gegebenen 
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neuen Schenkels TPein Kegelschnitt, Kegelschnitt bewegt, so umhüllt der 
welcher den Punkt O zum Brenn- vierte Strahl desselben einen Kegel- 
punkt hat. schnitt, welcher die geraden Verbin- 
dungslinien dieser zwei Punkte mil 
dem dritten festen Punkt berührt. 


Als ein specieller Fall dieses Satzes ergiebt sich der folgende: Wenn 
zwei feste Punkte 4und B eines Kegelschnitts mit einem 
veränderlichen Punkte P desselben durch gerade Linien 
verbunden werden, und der von den Verbindungslinien 
in einer festen Geraden bestimmte Abschnitt in dem 
Punkte M in einem gegebenen Verhältriss getheill wird, 
so ist die Enveloppe der geraden Linie PM ein Kegel- 
schnitt, welcher die durch 4 und B gezogenen Parallelen 
zu der festen geraden Linie berührt. 


Aufg. 6. Wenn man an die um 
den festen Punkt O sich drehende 
gerade Linie OP in ihrem Durch- 
schniltspunkt P mit einer festen ge- 
raden Linie den-constanten Winkel 
TPO anlrägt, so ist die Enveloppe 
seines neuen Schenkels PT eine 
Parabel, welche den Punkt O zum 
Brennpunkt hat. 


Wenn das Doppelschnittverhältniss 
eines Büschels, von welchem (drei 
Strahlen durch feste Punkte gehen, 
gegeben ist, und sein Scheitel sich 
längs einer festen geraden Linie be- 
wegt, so ist die Enveloppe des vier- 
ten Strahls ein Kegelschnitt, welcher 


‘die drei Seiten des von den gegehe- 


nen Punkten gebildeten Dreiecks be- 


rührt. *) 


*) Die Methode der Projectionen kann auch zur Ableitung der Eigen- 
schaften ebener Curven aus Eigenschaften anderer nicht ebe- 
ner Curven angewendet werden, z. B. von Curven auf einer Kugeloberfläche, 
So können die Eigenschaften. der am Brennpunkte eines Kegelschnitts ge- 
spannten Winkel aus den Eigenschaften von Kreisen auf einer Kugelober- 
Näche abgeleitet werden, indem man sich auf das folgende Princip stützt: Der 
Ort derSpitzen aller der geraden Kegel, aus welchen eine gegebene Ellipse ge- 
schnitten werden kann, ist eine Hyperbel, welche die Brennpunkte der Ellipse 
zu Scheiteln und ihre Scheitel zu Brennpunkten hat und deren Ebene auf der 
Ebene der Ellipse rechtwinklig steht. Dasselbe wird. sehr leicht im Anschluss 
an Art. 442 bewiesen, und man erkennt zugleich, dass analoge Sätze für die 
’arabel und IIyperbel existiren. = 

Die Anwendung des Princips geschieht dann z. B. in folgender Weise: 
Man weiss, dass für einen festen Punkt P in der Kugeloberfiäche und einen 
beliebigen festen Kreis auf der Kugel die Relation 

tan 4 AP. tan 4 B P= const. 
bestelt, wenn A und P die Durchschnittspunkte dieses Kreises mit einem 
durch den Punkt P gehenden grössten Kreise der Kugel bezeichnen. 

Nehmen wir nan einen Kegel, dessen Basis der erstere Kreis und des- 
sen Spitze das Centrum der Kugel ist, und denken ihn dureh eme beliebige 
Ebene geschnitten; so erhalten wir den Satz: Wenn man durch einen 
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451. Wir schliessen dem Vorigen, welches wir für ausrei- 
chend zur Erläuterung des Gebrauchs halten, den man von der 
Methode der Centralprojection in geometrischen Untersuchungen 
machen kann, eimen kurzen Abriss von den entsprechenden 
Gesetzen der Methode der Orthogonalprojectlion an. 

Die Orthogonalprojecetion einer gegebenen Figur wird von den 
Fusspunkten aller der Perpendikel gebildet, welche man von den 
Punkten derselben auf eine beliebige feste Ebene fällen kann; 
sie ist daher der geyade. Schnitt eines Cylinders, weleber die 
gegebene Figur zur Leitlinie hat. 

Geradlinige Strecken von gleicher Richtung sind 
zu ihren Orthogonalprojeetionen auf eine beliebige 
Ebene in constantem Verhältniss. 

Denn dieses Verhältniss wird durch den Cosinus des Winkels 
ausgedrückt, welchen die gerade Linie mit ihrer Projection ein- 
schliesst und wegen des Parallelismus der bezeichneten Geraden 
und des daraus folgenden Parallelismus ihrer Projectionen ist dieser 
Winkel stets von derselben Grösse. 

Alle geradlinigen Strecken, deren Richtung mit 
derjenigen der geraden Durchschunittslinie zwischen 
der Ebene der Figur und der Projeclionsebene über- 
einstimmt, sind ihren Orthogonalprojectionen gleich. 

Da die Durchschnittslinie beider Ebenen selbst durch die Pro- 
jection nicht geändert wird, so kann auch keine ihr parallele 
gerade Linie geändert werden. 

Der Fiächeninhalt einer beliebigen Figur in einer 
gegebenen Ebene steht zu dem Flächeninhalt ihrer 
OrthogonalprojeclionineineranderngegebenenEhene 
in einem constanten Verhältniss. 


Punkt p in der Ebene eines Kegelschnitts eine gerade Linie 
zieht, welche den letzteren in den Punkten g, 5 schneidet, so 
ist das Producı der Taugenten von den Hälften der Winkel, 
welche ap, bp an der Spitze des Kegels spannen, constant. Da 
nun diese Eigenschaft für die Spitze jedes geraden Kegels gelten muss, aus 
welchem der gedachte Kegelschnitt geschnitten werden kann, und da der 
Breänpunkt des letzteren ein Punkt in dem Orte dieser Spitzen ist, so er- 
hält man für den Brennpunkt die Relation 


ian $ afp -tan 4 b/p = consi, 
(Vergl. Art. 228, Aufg. 0.) 
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Setzen wir die Ordinaten der Figur und ihrer Projection 
rechtwinklig zur Durchschnittslinie ihrer Ebenen voraus, so Setzen 
sich beide Flächen aus Parallelstreifen von gleicher Breite zusam- 
men, deren Höhen in dem constanten Verhältnisse vom Cosinus 
des Winkels beider Ebenen zur Einheit stehen; demgemäss sind 
die Flächen beider Figuren in demselben Verhältniss. (Vergi. Ar- 
tikel 255.) i 

Jede Ellipse kann orthogonal in einen Kreis pro- 
jicirt werden. 

Wir wählen die Projectionsebene so, dass ihre Durchschnitts- 
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Achse dieser 
letzteren parallel ist und zwgleich so, dass der Cosinus des von 
beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem Verhältniss b:a der 
kleinen Achse zur grossen gleich ist; alsdann bleiben alle zur 
kleinen Achse parallelen Sehnen der Ellipse unverändert in der 
Projection, während alle der grossen Achse parallelen Sehnen in 
dem Verhältniss d:@ verkürzt werden; in Folge dessen wird die 
Projection ein Kreis vom Radius b. (Artikel 163.) 


452. Um ein Beispiel von dem Nutzen dieser Prin- 
cipien zu gehen, wollen wir «dieselben zur Untersuchung des Aus-, 
drucks anwenden, welchen wir im Artikel 233 (Aufgabe 6) für 
den Radius des Kreises gegeben haben, der einem in einen Kegel- 
schnitt eingeschriebenen Dreieck umschrieben ist. 

Nach der Elementar - Geometrie gilt die Relation 

R 


wenn R diesen Halbmesser, 4 den Flächeninhalt des Dreiecks, 
«u, B, y die Seitenlangen desselben bezeichnen. 

Projieiren wir dann die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser 
b, so gilt, weil dieser Kreis als dêr umschriebene Kreis des pro- 
jieirten Dreiecks erscheint, die Relation 


Wenn wir num die den Seiten des Dreiecks parallelen Halbdurch- 
messer der Ellipse durch 8°, b”, b” bezeichnen, so gelten nach 
dem Salze, dass parallele Linien in constantem Verhältuiss zu ihren 
Projeetionen stehen, die Proportionen 
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ea bib, 
ß':B b:hb 
y:y = b:b 


Es ist ferner £ der Inhalt des Kreises vom Halbmesser b, also 
== mb, und A der Inhalt der Ellipse von den Halbachsen « und b, 
also = zab; demnach 


u: R= UL F «pr = alt: b bb”, 


453. Nach diesen Anwendungen, welche Art und Brauchbar- 
keit der Methode der Projectionen hinreichend erläutern, wollen 
wir in mögliehster Kürze die analytischen Gesichtspunkte 
entwickeln, unter welchen dieselbe betrachtet werden kann. Wir 
befreien dieselbe dadurch zugleich von der bei der Methode der 
Projeetionen selbst unumgänglichen Vermittelung durch Vorstel- 
lungen aus der Geometrie des Raumes, deren Fremdartigkeit nur 
„über dem hohen Grade ihrer Einfachheit und Klarheit übersehen 
werden kann, und erheben sie zu einem höheren Grade der All- 
gemeinheit. 

Die Charakteristik zweier ebenen Systeme, welche als Origi- 
nalsystem und als Projection desselben erscheinen können , ist he- 
reits völlig streng durch die einzige Bedingung gegeben, dass 
jedem Punkte des einen Systems ein und nur ein Punkt 
des andern und jeder geraden Linie des einen Systens 
eine gerade Linie des andern entsprechen muss. Die 
übrigen Eigenschaften, welche die Beziehung der beiden Systeme 
auf einander in den vorhergehenden Entwicklungen vervollsländi- 
gen, als da sind: Das Convergiren der geraden Verbindungslinien 
entsprechender Punkte in einem Punkte, dem Centrum der Pro- 
jection, und das Durchschneiden entsprechender gerader Linien in 
einer Geraden, der Durchschnittslinie «der Projectionsebene mit 
der Ebene der Originalfigur, gehören nicht sowohl der Natur der 
beiden Systeme selbst als vielmehr derjenigen gegenseitigen Lage 
derselben an, welche die Entstehung durch Centralprojection vor- 
aussetzt. Indem wir von derselben absehen, können wir beide 
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Systeme, wie es uns gefällt, als in verschiedenen Ebenen oder in 
derselben Ebene liegend betrachten. Wir bezeichnen sie wegen 
des Zusammenhangs, in welchem sie Punkt für Punkt mit einan- 
der stehen, als geometrisch verwandt und wegen der spe- 
ciellen im Vorigen bezeichneten Natur dieses Zusammenhangs als 
collinear verwandt oder in der Verwandtschaft der Col- 
lineation stehend. 

Darnach ziehen wir die gegenseitige Lage der beiden Systeme 
nur noch zu dem Zwecke in Betracht, um zu zeigen, dass auch 
zwei collinear verwandte Systeme in derselben Ebene immer in 
eine solche Lage gegen einander gebracht werden können, dass 
die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte in einem 
Punkte zusammenlaufen und die entspreehenden geraden Linien 
sich in Punkten einer Geraden duschschneiden; wir werden diese 
Lage als die perspectivische bezeichnen. 

Es ist augenscheinlich, dass in der Bezielung einer Curve 
oder eines beliebigen ebenen Systems zu ihrer reeiproken Polare 
oder zu dem polar-reeiproken System auch eine derartige geo- 
metrische Verwandtschaft ausgesprochen ist; die charakteristische 
Eigenthümlichkeit derselben besteht darin, dass jedem Punkte 
des einen Systems eine und nur eine gerade Linie 
des andern und jeder geradenLinie des einen ein und 
nur ein Punkt des andern entspricht, In der Beziehung 
beider Systeme auf den nämlichen Kegelschnitt, als in Bezug auf 
welchen ein Punkt des einen und die entsprechende gerade Linie 
des andern als Pol und Polare zusammengehören, erkennen wir 
den Ausdruck einer besondern gegenseitigen Lage beider in .der- 
selben Ebene gedachten Systeme. Wir behalten für die entspre- 
chenden Elemente des ersten Grades in solchem System die Be- 
nennungen Pol und Polare bei und bezeichnen die so definirte 
geometrische Verwandtschaft. als die der Reciprocität. 


454. Die allgemeine Idee der Verwandtschaft zweier geome- 
trischen Systeme gewinnt analytische Gestalt, indem man aus den 
Gleichungen, welche die geometrischen Gebilde des ersten Systems 
repräsentiren, durch die Substitution von bestimmten Functionen 
5, q, E für die Veränderlichen x, y, z derselben aus jenen die 
Gleichungen der entsprechenden Gebilde des verwandten Systems 
hervorgehen lässt. Die Art dieser Functionen &, y, ¢ von æ, y, z 
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bestimmt die specielle Art der Verwandtschaft, in welcher beide 
Systeme stehen. Die Verwandtschaft ist vom ersten Grade, so 
lange diese Funclionen in Bezug auf x, y,z vom ersten Grade 
sind. Wenn wir uns Tür die analytische Ausdrucksweise beider 
Systeme gleichzeitig des Wimelrischen Punkt- Coordinaten-Systems 
oder ebenso gleichzeitig des trimetrischen Linear-Coordinaten-Sy- 
stems bedienen, so dass den geraden Linien oder Punkten 
eo, Yy=ÜyrN 

die geraden Linien oder Punkte 
E=artbytez—=o,y=ac+ly+cz=o, ta tpb yter =o 
entsprechen, so haben wir den analytischen Ausdruck der 
Collineation gefunden. Wem wir dagegen den analytischen 
Ausdruck des ersten Systems in trimetrischen Punkt -Coordinaten 
x, Yy, z gegeben denken und die durch die nämliche Substitution 
erhaltene Gleichung des andern Systems nach den Gesetzen der 
irimetrischen Linear- Coordinaten interpreliren, so entspricht jedem 
Punkte des einen Systems eine gerade Linie des andern und der 
geraden Verbindungslinie zweier Punkte des einen Systems der 
Durchschnittspunkt der entsprechenden geraden Linien des andern; 
wir haben damit den analytischen Ausdruck der Reci- 
procität gegeben. Man sieht daraus, dass diese geometri- 
schen Verwandtschaften des ersten Grades dem ent- 
sprechen, was man allgemein eine lineare Substitu- 
tion nennt, und dass zwei verschiedene Verwandtschaften aus 
derselben Substitulion nach dem in den beiden trimetrischen Coor- 
dinaten-Systemen niedergelegten Princip der Dualität hervorgehen. 
Wir haben früher gesehen, dass einer bestimmten 
speciellen Art der linearen Substitution die Transfor- 
mation der Coordinaten entsprach; und wir erkennen 
leicht, dass das ursprüngliche und das transfermirte 
System auch als geometrisch verwandt betrachtet werden können; 
sie stehen in der einfachsten geometrischen Ver- 
wandtischaft des ersten Grades, in der der Congruenz. 
Auch die Beziehung zweier Figuren, welche wir als Aehnlich- 
keit bezeichnen, ist unter diesem Gesichtspunkt natürlich mit ent- 
halten. 

Ob die beiden Systeme in derselben Ebene liegen oder nicht, 
ist gleichgültig, so lauge es sich nur um die Abhängigkeit der 
Gestalt des einen von der des andern handelt. Wir sehen zunächst 
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von einer Bestimmung darüber ab. Für die Betrachtung ihrer 
gemeinschaftlichen Elemente setzen wir sie jedoch nachher 
als in derselben Ebene gelegen voraus. 


455. Dem allgemeinen analytischen Ausdruck der 
beiden Verwandtschaften des ersten Grades gehören 
acht unabhängige Constante an; denn jede der Substitu- 
tionen führt neun solche Constanten in die Gleichungen der Systeme 
ein; unter diesen kann aber eine als die Einheit gedacht werden, 
oder man kann bemerken, dass die Division einer Gleichung durch 
eine Constante die von ihr dargestellte Curve nicht ändert. Diese 
acht Constanten können durch vier Paare zusammen- 
gehöriger Elemente beider Systeme, welche von einander 
unabhängig sind, bestimmt werden; demgemäss ist eine Col- 
lineation durch vier Punkte des einen Systems, vôn denen keine 
drei in einer geraden Linie liegen, und die vier entsprechenden 
Punkte des andern und eine Reciproeität durch vier Punkte des 
einen — unter derselben Beschränkung — und die entsprechen- 
den vier geraden Linien des andern Systems bestimmt; oder zwei 
Systeme in der Verwandtschaft des ersten Grades sind 
vollkommen bestimmt, wenn das eine und vier Ele- 
mente des andern gegeben sind, welche bestimmten 
vier Elementen des ersten entsprechen, Die allgemeine Ei- 
genthümlichkeit der linearen Substitntionen, dass sie den Grad der 
Gleichung nicht ändern, in welcher sie vollzogen werden, drückt 
für die Verwandschaft der Collineation aus, dass jede Curve des 
einen Systems mit der entsprechenden Curve des andern von dem- 
selben Grade ist, oder dass entsprechende Curven beider Systeme 
die nämliche Anzalıl Punkte mit einer geraden Linie gemein ha- 
ben; und für die Verwandtschaft der Reciprocität, dass der Grad 
jeder Curve des einen Systems mit der Klasse der entsprechenden 
Curve des andern übereinstimmt, d. i. dass die Curve des einen 
Systems mil einer geraden Linie ebenso viel gemeinschaftliche 
Punkte als die entsprechende Curve des andern mit einem Punkte 
gemeinschaftliche Tangenten besitzt. 

Die ınetrischen Verhältnisse aller der Systeme, welche in einer 
Verwandtschaft des ersten Grades zu einander stehen, werden 
durch dies Gesetz regiert: DieDoppelschnittverhältnisse ge- 
radliniger Punktereihen und Strahlenbüschel, welche 

Salmon Ans, Geom. der Kegelschnitte, 35 
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sich in beiden verwandten Systemen entsprechen, 
sind einander gleich Denn das Doppelschnittverhältniss des 
Büschels oder der Reihe, welche durch die vier Gleichungen 
L—aM=o, L—-bM=o, L—-cM=o, L--AM=o 
repräsentirt ist, wird durch 

EEE 

b—da ` c—d 
ausgedrückt. Wenn man aber durch A und a die Ausdrücke be- 
zeichnet, in welche Z und Æ durch die Einführung von é, 7, § 
an Stelle von x, y, z übergehen, so sind die entsprechenden Ele- 
mente des zweiten Systems durch die Gleichungen 


A a oo ti — bee, A—- cu=0o,iA—ıdu=o 
repräsentirt, und ihr Doppelschnittverhältniss ist das nämliche, wie 
vorhin, gleichviel, ob sie, wie bei der Collineation, wieder ein Bü- 
schel oder eine Reihe oder, wie bei der Reciprocität, eine Reihe 
oder ein Büschel bezeichnen. 


456. Wir wollen hiernack zuerst die Verwandtschaft der 
Collineation einer näheren Untersuchung unterwerfen und setzen 
dabei voraus, dass beide Systeme in derselben Ebene enthalten sind. 


.Jede gerade Linie dieser Ebene kann als jedem der beiden 
verwandten Systeme angehörig betrachtet werden; in jedem Falle 
entspricht ihr eine gerade Linie des andern Systems und diese 
beiden geraden Linien sind im Allgemeinen von einander verschie- 
den; so entspicht der Geraden & = o des zweiten Systems die ge- 
rade Linie æ == o des ersten: wenn aber die gerade Linie § == o 
als dem ersten System angehörig betrachtet wird, so muss sie un- 
ter der allgemeinen Form 

ax + by ee war 
erscheinen, und es entspricht ihr im zweiten System die gerade Linie 
ag+ bn +c = o, 
welche im Allgemeinen von der Linie x = o verschieden sein 
wird. 

Man kaun die gerade Linie des zweiten Syslems, 
welche einer gegebenen Geraden des ersten ent- 
spricht, und umgekehrt, leicht durch eine geometri- 
sche Construction bestimmen, welche hier entwickelt wer- 
den mag. 
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Vorausgesetzt, dass die gerade Linie des ersten Systems durch 
den Punkt £ = n, y =o geht, oder in der Form Ax + By=o 
ausgedrückt ist, so wird die entsprechende gerade Linie, als durch 
den Punkt & = 0, 7 = o gehend, in der Form 4E + By = o aus- 
gedrückt sein. Für den Ort des Durchschnittspunktes solcher ent- 
sprechenden Geraden gilt die Relation 


u 5 et A 
Tiei oa 
und derselbe ist demnach ein Kegelschnitt von der Gleichung 
an == $y, 


welchem somit die Punkte angehören, in denen die geraden Li- 
nien æ == 0, == 0 von den geraden Linien £ = 0, y = o gce- 
schnitten werden. Dieser Kegelschnitt ist als bekannt anzusehen. 
Alsdann wird die gerade Linie, welche im zweilen System einer 
durch den Punkt = = o, y = o gehenden im ersten entspricht, 
gefunden, indem man den Punkt E = o, n = ọ mit demjenigen 
Punkte verbindet, welchen jene Gerade mit dem bezeichneten Ke- 
gelschvitt gemein hat. Ausser demselben existiren noch zwei ana- 
loge Kegelschnitte, welche durch die Gleichungen 
yE nz ud 7E ir 

repräsentirl werden. und welche in gleicher Weise zur Con- 
struction der durch die Punkte y = o, z = 0 wd y=o, = o, 
und die Punkte z == o, æ = o und Ẹ = 0, § = o gehenden ent- 
sprechenden geraden Linien dienen. Alle diese Constructionen 
sind bestimmt, weil der Punkt, von welchem die ursprüngliche 
gerade Linie ausgeht, ebenso wie der, durch welchen die ent- 
sprechende des andern Systems gehen muss, auf dem zugehörigen 
Kegelschnitt selbst liegen und daher nur einen neuen Durch- 
sehmittspunkt mit demselben bestimmen. 

Durch dieselben bestimmt sich aber leicht zu jedem Punkte 
des einen Systems der entsprechende des andern; denn wenn man 
den ersteren mit zweien der Ecken des Fundamental-Dreiecks durch 
gerade Linien verbindet und nach dem Vorigen die entsprechen- 
den geraden Linien des zweiten Systems conslruirt, so erhält man 
im Durehsehnittspunkte derselben den entsprechenden Punkt des 
gegebenen. 

Die Forderung, die gerade Linie des zweiten Systems zu con- 
struiren, welche einer gegebenen des ersten entspricht, reducirt 
sich auf die Construction der entsprechenden Punkte zu zwei ge- 
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gebenen, und man kann dieselben zur Vereinfachung des Verfah- 
rens in einer der Fundamental - Linien x == o0, y = 0, z = 0 
wählen. 


457. Diese drei Kegelschnitte 

ay— §y = 0, Y$ — z == ù, z$ — fx = 0 
haben drei gemeinschaftliche Punkte; denn aus je zweien 
dieser Gleichungen geht die jedesmalige dritte hervor und es exi- 
stiren drei Durchschnittspunkte, nämlich die Punkte 

eo So o em o; aoo I 
welche nur je zweien derselben gemeinsehaftlich sind; in Folge 
dessen müssen nothwendig die drei übrigen allen drei Kegel- 
schnitlen zugleich angehören. 

Nach der vorigen Construction entspricht der geraden Linie, 
welche einen dieser Punkte mit x = o, y==o verbindet, die andre, 
welche ihn mit é = 0, y == 0, und der Geraden, die ihn mit 
x=0, z = o verbindet, die, welche von ihm nach £ = o, ¢ = o 
gezogen wird; somit fallen diese drei Punkte mit ihren 
entsprechenden zusammen oder sind für beide colli- 
neare Systeme dieselben. Das nämliche gilt von den gera- 
den Verbindungslinien dieser Punkte. 


458, Wenn a = 0, b = 0, c =0 drei gerade Linien des 
einen Systems und e = o, $ == o, y = 0 die enisprechen- 
den geraden Linien des andern Systems sind, so ent- 
spricht einer beliebigen geraden Linie 

Aau + Bb4 Ce = o 
die gerade Linie 


Aa + BB + Cy =o. 
Denn sei 


a= læ +My+N:, a= E 4 My HN, 

b= Lr 4 My + N:, B=eli+Mn+ NE, 

e= Lw Myt Nz, p= rip Myy NE, 
so haben nothwendig die Gleichungen, welche x, y, z in Gliedern 
von a, b, c, und & y, & in Gliedern von «, p, y ausdrücken, diesel- 
ben Goeflieienten. Wenn daher die Gleichung einer beliebigen 
Curve aus einer Function von x, y, z in eine Function von «a, b, c 
teansformirt wird, so erhält die Gleichung der entsprechenden 
Curve die nämlichen Goeffieienten, wenn man sie gleichzeitig aus 
einer Function von é, y, $ in eine solche von «, p, y transformirt. 
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Wenn demnach endlich die drei geraden Linien «= o, 8 = o0, 
y= o0 die im vorigen Artikel bezeichneten sind, welche in beiden 
Systemen sich selbst entsprechen, so erhält man als die Gleichung 
der Curve des zweiten Systems, welche der durch 

p(a, P, y) = 0 
repräsenlirten entspricht, 
p(le,mß,ny)= o. 


459. Die Methode der Projectionen ist, wie wir 
bereits bemerkt haben, ein specieller Fall dieser 
collinearen Transformation; er ist durch eine Beziehung 
der gegenseitigen Lage beider Systeme ausgezeichnet, welche wir 
hier kurz wiederholen: Die geraden Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte beider Systeme gehen durch einen festen Punkt, die 
Spilze des projieirvenden Kegels, und je zwei entsprechende gerade 
Linien begegnen sich in einer festen geraden Linie, derjenigen, 
in welcher die Ebenen beider Systeme sich schneiden. 

Wenn eine dieser Ebenen durch Drehung um diese letztere 
gerade Linie zum Zusammenfallen mit der andern gebracht wird, 
so behalten auch am Ende dieser Bewegung beide Systeme die 
Eigenschaft, dass die geraden Verbindungslinien entsprechender 
Punkte durch einen festen Punkt gehen; denn wenn wir die durch 
drei Paare entsprechender Punkte gebildeten Dreiecke betrachten, 
so müssen die correspondirenden Ecken in drei von dem näm- 
lichen Punkte ausgehenden geraden Linien liegen, weil die corre- 
spondirenden Seiten sich in Punkten einer geraden Linie durch- 
schneiden. 

Wir wollen diesen Punkt das Centrum und die gerade Li- 
nie die Achse der CGollineation nennen und die beiden Sy- 
steme selbst als central-collinear bezeichnen. Es ist leicht, 
die allgemeinen Gleichungen eines solchen Systems 
zu bilden; sei 

axtby+cz= 0, 
die Gleichung der Gollineationsachse, so müssen die Gleichungen 
der geraden Linien é = o, y == 0, ¢ = o, welche denen == o, 
y = o, z == o, entsprechen, von der Form 
ë == ax + by + ez: = ð, 
y= ax + by +c2=0, 
t= ax 4 by ez: =o 


sein. 
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Das System dieser Gleichungen enthält nur fünf unabhängige 
Constante, drei weniger als in dem allgemeinen Fall der Colli- 
neation. 

Indem man nacheinander je zwei dieser Gleichungen von ein- 
ander subtrahirt , erhält man in der Relation 

a — djo (b — bV)y = (e—c)z 
die Gleichungen, welche das Gollineations- Centrum 
bestimmen. 

460. In folgender Art erhalten wir endlich die einfach- 
sten Gleichungen der perspectivischen Transforma- 
tion: Jede durch das Collineations-Centrum gehende gerade Linie 
entspricht sich selbst, weil irgend zwei Punkte in ihr zweien an- 
dern Punkten in derselben Geraden entsprechen. Wenn somit das 
Centrum der Collineation als der Punkt x = o, y = o betrachtet 
wird, so bleiben die beiden geraden Linien & = o, y = o bei der 
Transformation ungeändert, ebenso jede andre dureh diesen Punkt 
gehende gerade Linie Ax + By = o0; 
jeder andern geraden Linie 

dx + By + Cz= o0 
entspricht die gerade Linie 
Ax + By + C= o0. 
Beide durchschneiden sich in der geraden Linie 
Z a é == 0, 
welche die Gollineations -Achse darstellt. 

461. Wenn umgekehrt zwei in der Verwandtschaft 
der Collineation stehende Systeme in derselben Ebene 
eine solche gegenseitige Lage haben, dass die ent- 
sprechenden geraden Linien beider Systeme sich in 
einer festen geradlinigen Achse schneiden, so kann 
stets das eine als die perspectivische Projection des 
andern betrachtet werden. Denn wenn drei Paare entsprechender 
geraden Linien als die Seiten zweier entsprechenden Dreiecke ABC, 
abe betrachtet werden, welche sich in den Punkten Z, 7, N der 
Achse schneiden, so müssen bei jeder Drehung der Ebene des 
einen Systems um diese Achse 4a, Bb sich durchschneiden, weil 
sie in der nämlichen durch die geraden Linien AB und ab be- 
stimmten Ebene liegen; das nämliche gilt von Bb und Ce, und von 
Ce und da. Auch nach der Theorie der Transversalen gelangt 
man zu dem Schlusse, dass die geraden Linien Bb und Ce die 


www.rcin.org.pl 


— 5 — 


Linie da in demselben Punkte schneiden müssen, weil sie die in 
ihr bestimmte Strecke in demselben Verhältniss theilen. 


462. In dieser besonderen Lage besitzen die collinear - ver- 
wandten Systeme eine fernere Eigenschaft, welche für ihre Coun- 
struction von besonderem Vortheil ist. Man erkennt dieselbe, in- 
dem man in dem einen System ein System von parallelen Linien. 
betrachtet, wie ein solches allgemein durch Gleichungen von der 
Form 

4d5+Bn+tCi=o 
und (A + k sine) + (B + ksin 8) y + (C +4 sinp = o 
ausgedrückt wird, und die Gleichungen der entsprechenden gera- 
den Linien im andern System entwickelt. Die Subtraction ihrer 
Gleichungen liefert als Ausdruck des Orts ihres Durchschnittspunk- 
tes eine lineare Gleichung, in welcher 4, B, C und ~, die die 
Richtung des Systems von Parallelen und den Abstand der zwei 
betrachteten Elemente desselben bestimmenden Constanten nicht 
mehr auftreten.. Diese Gleichung repräsentirt somit eine feste ge- 
rade Linie des Systems, in welcher die Scheitel aller der Strah- 
lenbüschel liegen, welche den möglichen verschiedenen Parallelen- 
Gruppen des andern Systems eorrespondiren; man kann sagen, 
eine gerade Linie, in welcher jeder Punkt einem bestimmten un- 
endlich entfernten Puukte des andern Systems entspricht, nämlich 
demjenigen, wie leicht zu erkennen ist, welcher der vom Colli- 
neations-Gentrum nach jenem selbst gezogenen geraden Linie an- 
gehört. Wir erhalten auf analylischem Wege das Ergebniss wie- 
der, welches wir im Art. 435 aussprachen, dass die unendlich 
entfernten Punkte einer Ebene als in einer geraden Linie liegend 
angesehen werden müssen, Eine solche geradeLinie, wel- 
che der unendlich entfernten geraden Linie des an- 
dern Systems entspricht, ist in jedem der beiden ebe- 
nen Systeme vorhanden, und man bezeichnet sie als 
die Gegenachse oder den Horizont ihres Systems. Die 
Form ihrer Gleichung zeigt, dass sie der Collineationsachse 
parallel ist. Sie sind jene beiden geraden Linien in der Me- 
thode der Projectionen (Art. 435), welche aus dem Durchschnitt 
der Projeclionsebene und der Originalebene mit den beiden Ebenen 
hervorgehen, die man durch das Centrum der Projection parallel 
zur Ebene des Originalsystems und zur Projeetionsebene legen kann. 


463. Die Eigenschaften dieser geraden Linien führen im Ver- 
ein mit denen des Centrums und der Collineations-Achse zu der 
einfachsten Construction central-collinearer Systeme. 
Zu einem Punkte a des einen Systems bestimmt sich der entspre- 
chende Punkt « des andern mit Hilfe der Gegenachse dieses 
letzteren, der Collineations-Achse -und «des Collineations-Centrums, 
wie folgt: Man verbindet den Punkt « mit dem Centrum C durch 
eine gerade Linie, zieht durch «eine beliebige andre gerade Li- 
nie bis zur Collineations-Achse in g, und dureh das Centrum eine 
zu ihr parallele Gerade bis zur Gegen-Achse in A; der Durchschnitts- 
punkt der geraden Linien g und Ca ist der gesuchte entspre- 
chende Punkt «'. 

Wie diese Construction einerseits aus den vorher entwickel- 
ten analytischen Ergebnissen hervorgeht, so stimmt sie andrer- 
seits vollständig mit derjenigen überein, durch welche in der dar- 
stellenden Geometrie die Perspective eines ebenen Systems be- 
stinmt wird. *) 


464. Auf den ersten Blick konnte es scheinen, als wenn die 
allgemeine Methode der collidearen Transformation, auf Grund 
des Ueberschusses von drei Constanten, welche ihre allgemeinen 
Gleichungen vor denen der projeetivischen Transformation vor- 
aushaben, ein wirksameres und kräftigeres Untersuchungsmittel 
sein müsse als diese letztere; als wenn ihr Gebrauch zur Ablei- 
(ung von noch allgemeineren Sätzen aus bereits bekannten führen 
müsse, als die Methode der Projection. 

Das Vorhergehende hat diesen Ueberschuss von unabhängigen 
Gonstanten bereits als einen nicht sowohl dem formalen Zusam- 
menhang beider Systeme als vielmehr dem ihrer gegenseitigen 


*) Wir bemerken hier, dass die im Artikel 298 entwickelte Art des ge- 
genseitigen Eutsprechens zweier Kegelschnitte eine Central - Collineation ist, 
bei welcher der Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen Tangenten (der 
inneren oder äusseren) das Centrum und die gemeinschaftliche Sehne beider 
Kegelschnitte «die Collineations- Achse ist. Die Gegen -Achsen gehen durch 
diejenigen Puukte, in welchen die Berührungssehne des umschriebenen Win- 
kels in der einen Curve durch eine vom Centrum ausgehende Parallele zur 
Berührungssehne desselben Winkels in der andern Curve geschnitten wird. 
Die Collineationsachse ist für Kegelschnitte das, was die Chordale für Kreise 
ist. Man gelangt durch lineare Constructionen vom Centrum zur Achse der 
Collineation und umgekehrt. 
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Lage zukommenden angezeigt. Wir fügen jetzt den geometrischen 
und den analytischen Beweis davon hinzu, dass in der That diese 
scheinbar grössere Allgemeinheit nurin der Unabhän- 
gigkeit der gegenseitigen Lage beider Systeme besteht. 

Durch eine Drehung um einen gegebenen Winkel und durch 
Parallelverschiebung in einer bestimmten Richtung und um eine 
bestimmte Länge kann jedes Syslem, welches einem gegebenen 
im Allgemeinen collinear-verwandt ist, mit diesem in die central- 
collineare Lage gebracht werden, welche projectivischer Transfor - 
malion entspricht. Der Bestimmung jenes Winkels und dieser 
Richtung und Länge entsprechen eben jene drei überschüssigen 
Constanten. 


465. Wir beweisen dies zuerst geometrisch. 

Wenn ein ebenes System in einer bestimmten Richtung pa- 
rallel mit sich selbst, also ohne jede Drehung, bewegt wird, so 
bleiben alle unendlich entfernten Punkte desselben unverändert, 
weil die am Ende der Bewegung von allen geraden Linien des 
Systems eingenominenen Lagen denen parallel sind, welche sie 
vor Beginn derselben besassen. 

Wenn dasselbe System um irgend einen festen Punkt gedreht 
wird, so verbleibt wenigstens jeder unendlich entfernte Punkt dessel- 
hen in unendlicher Entfernung, obgleich er seinen Ort in der un- 
endlich entfernten geraden Linie verändert; denn ein System von 
Parallellinien bleibt auch nach Beendigung der Drehung noch ein 
solches. Während aber im Allgemeinen die Punkte dieser unend- 
lich entfernten geraden Linie ihren Ort in derselben verändern, 
bleiben die beiden ihr angehörigen imaginären Kreispunkte allein 
unverändert, weil jeder Kreis des Systems auch nach der Drehung 
ein Kreis bleibt. 

Wenn daher gefordert wird, von zwei collinearen Figuren 
die eine so zu bewegen, dass sie in die projectivische oder 
central-collineare Lage zur andern kommt, so muss, weil keine 
Bewegung die Lage der wnendlich entfernten imaginären Kreis- 
punkte œ, œw ändern kamm, das Centrum der Collineation noth- 
wendig der Punkt sein, in welchem die Verbindungslinien derselben 
mit den ihnen entsprechenden Punkten o, o der audern Figur sich 
schneiden; wir bezeichnen diesen Durchschnittspunkt der geraden Li- 
nien wo, wo mit A, und denjenigen, welcher in der ersten Figur ihm ent- 
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spricht, durch 7; bringen wir dann I zum Zusammenfallen mit A 
und drehen die erste Figur so um 7, dass zwei correspondirende 
Punkte m und u mit 7 in eine gerade Linie fallen, so kommen 
dadurch beide Figuren in die central-collineare perspectivische 
Lage, d. h. jedes andre Paar correspondirender Punkte z, v liegt 
auch’mit 7 in einer geraden Linie. Dies geht einfach aus der 
Nothwendigkeit hervor, dass die Doppelschnittverhältnisse der bei- 
den Strahlenbüschel 
(l. wwuv) und (Z. oomn), 


welche drei correspondirende gemeinschaftliche Strahlenpaare ha- 
ben, einander gleich sein müssen, = 


466. Der Wichtigkeit dieses Satzes wegen beweisen wir ihn 
im Anschluss an die vorige geometrische Entwicklung auch analy- 
tisch. Dazu ist nur nölhig, den analytischen Ausdruck des Punk- 
tes 2 zu entwickeln, welcher zum Centrum der Collineation zu 
nehmen ist. 


Die gerade Linie ow verbindet die Punkte 


x + yyf = J=o,r=o 
und 
actbyter+lactbyt ay—ı= o, ac + by E Cr? = 0, 
uud ihre Gleichung ist demnach 
(bi — ae} = [axs tby + ez) + (aw + by +e: / Y—1] 
- (++ - file tr tan, 


oder 
a, — blau + Mc — cb) + (Cia, — em ))z 
+y — — j| lab — ab) æ + lab, bly + (Cibe — Gb): 


+ lae el 

Die Gleichung der geraden Linie o'œw unterscheidet sich von 
ihr lediglich durch das Vorzeichen des ınit y multiplicirten 
Theils. 

Der verlangte Punkt ist demnach der Durchschniltspunkt der 
beiden geraden Linien, welche durch die getrennte Vergleichung 
des reellen und imaginären Theils dieser Gleichung mit Null re- 
präsentirt werden. Er ist also stets ein reeller und bestimmter 
Punkt. 
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467. Auf die besonderen Fälle der collinearen Ver- 
wandtschaft ebener Systeme näher einzugehen, erscheint uns un- 
nöthig; wir überlassen die specielle Entwicklung dem Leser und er- 
wähnen nur die Namen und charakterislischen Merkmale derjenigen 
unter ihnen, welche nicht, wie Aehnlichkeit und Congruenz, 
der Elementar-Geometrie angehören. Es ist die Affinität, derje- 
nige specielle Fall der Collineation, für welchen der unendlich ent- 
fernten geraden Linie des einen Systems die unendlich entfernte 
gerade Linie des andern Systems entspricht, für welche das Col- 
lineations-Centrum in unendlicher Entfernung liegt und in Folge 
dessen die Gleichheit der Doppelschnittverhältnisse entsprechender 
Punktereihen auf entsprechenden geraden Linien in Gleichheit 
der einfachen Schnittverhältnisse übergeht; für welchen endlich 
entsprechende Flächen beider Figuren in constantem Verhältniss 
stehen, — und die Flächengleichheit, derjenige specielle Fall 
der vorigen, für welchen dies constante Verhältniss der entspre- 
chenden Flächen der Einheit gleich ist. 


Und wir fügen hinzu, dass diese Verwandtschaften alle der 
Methode der Projeetionen angehören, welche nur eine besondere 
Lage der verwandten Systeme voraussetzt. Affinität und Flächen- 
gleichheit entsprechen der Orthogonalprojection ebenso wie Colli- 
neation und Achnlichkeit der Centralprojeetion; die Gongruenz ge- 
hört endlich als der speciellste Fall beiden Projectionsmethoden 
an. Wir bezeichnen die Entwicklung dieser Verhältnisse als einen 
fruchtbaren VUehungsstofl. 


468. In möglichst analoger Weise untersuchen wir nun im Fol- 
genden die Verwandtschaft der Reeiproecität. Wir wollen 
dabei das trimetrische Punkt-Coordinaten-System allein anwenden 
und von der doppelten Interpretation der Gleichungen, wie wir 
sie im Art. 454 andeuteten, abstrahiren. Dann wird die Gleichung 
derjenigen geraden Linie, welche dem gegebenen Punkte x,y,z 
entspricht, in der Form 

(us + biy + az) a + (ax -+ by + o2)Y 
+ (ax + bsy F ez) =o 
gefunden; denn die von den Fundamental-Punkten auf diese gerade 
Linie gefällten Perpendikel sind den senkrechten Abständen des 
entsprechenden Punktes von drei festen geraden Linien proportional. 


w.rcin.org.pl 


— 556 — 


Diese Gleichung enthält acht unabhängige Constante, wie wir 
schon früher von der allgemeinen Gleichung der Reciprocität er- 
wähnt haben. 

Wenn beide Systeme in derselben Ebene liegen, wie wir vor- 
aussetzen, so entspricht doch im Allgemeinen jedem Punkte die- 
ser Ebene eine andere gerade Linie, je nachdem man ihn als dem 
ersten oder zweiten System angehörig betrachtet; wir brauchen 
nur den Punkt x, yz der vorigen Entwicklung als fest und den 
Punkt x, y’, z als veränderlich zu betrachten; um durch eine hlosse 
veränderte Ordnung der vorigen Gleichung uud den Wechsel der 
Indices der Veränderlichen die Form 
(ct a +++ ++ lee Hey + ee =o 
zu erhalten, als die Gleichung der geraden Linie des ersten Sy- 
stems, welche einen Punkte des zweiten entspricht. 

Im Falle der reeiproken Polaren in Bezug auf ci- 
nen Kegelschnitt entspricht einem beliebigen Punkte 
die namliche gerade Linie, ob man ihn als zum ersten 
oder zweiten System gehörig betrachtet. In der That 
werden die beiden vorigen Gleichungen äquivalent, wenn 

sb cn G a 
ist; alsdann enthalten sie nur noch fünf unabhängige 
Gonstante und drücken die Beziehung von Pol und Po- 
laren in Bezug auf einen Kegelschnitt aus. 


469. Um eine geometrische Construction zu entwickeln, 
welchevon einem gegebenen Punkte zur entsprechen- 
den geraden Linie führt und umgekehrt, untersuchen wir 
zuerst den Ort der Punkte, welche in ihren Polaren liegen. Die Glei- 
chung desselben ist offenbar 
at? t la t bley + ba tlt cyr tla t+e)art oo 
und soll durch U= o abkürzend bezeichnet und als Pol-Kegel- 
schnitt benannt werden. Dieser Kegelschnitt wird ebensowohl 
erhalten, wenn wir den Punkt als zum ersten, als wenn wir ihn 
als zum zweiten System gehörig betrachten. Wir suchen dem- 
nächst die Enveloppe derjenigen geraden Linien, welche durch 
ihre Pole hindurchgehen; wenn x, y, =’ ein Punkt in dem eben 

* betrachteten Kegelschnitt ist, so ist die Enveloppe der geraden 
Linie x + t y + MEA E | 
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durch die Gleichung 
te, — the n + la + et + Zac, — A aco 
+ (a + b? + 20b, — 4a,b,)m* 


+ (taiba H 40% — 20,0, — 2a, C, — Ibi ay — 2b,c,)vw 

+ (tbra, + Abii — 2a, by — 2a, — 2b, bs — 2b; cp uw 

+ (40,0, + bic, — 20, — 2a by — 2c; by — 26ih u V — 0 
ausgedrückt. 


Die fragliche Enveloppe ist also ein Kegelschnitt, welcher der- 
selbe bleibt. ob man die fragliche gerade Linie als dem ersten 
oder dem zweiten System angehörig betrachtet; wir nennen ibn 
den Polar-Kegelschnitt. 

Vermittelst dieser beiden Hilfskegelschnitte construiren wir 
leicht die Polare eines beliebigen Punktes im Pol- 
Kegelschnitt und den Pol einer beliebigen Tangente 
des Polar-Kegelschnitts. 

Jene wird erhalten, indem man die durch den Punkt gehen- 
den Tangenten des Polar-Kegelschnitts verzeichnet; die eine ist die 
Polare des Punktes, wenn man ihn als dem ersten System ange- 
hörig betrachtet, die andre die ihm entsprechende Polare, inso- 
fern er als zum zweiten System gehörig angesehen wird. 

Dieser wird gefunden, indem man die, beiden Punkte bezeich- 
net, welche die gegebene Tangente mit dem Pol-Kegelschnitt ge- 
mein hat; denn einer von ihnen ist der Pol derselben, insofern 
sie dem ersten, der andere ihr Pol, insofern sie dem zweiten Sy- 
stem angehört. Beide Constructionen folgen unmittelbar aus dem 
aufgestellten Begriff des einen und andern Hilfskegelschnittes. 

470. Alsdann wird die Polare eines beliebigen Punk- 
tes O wie folgt gefunden: Wir ziehen durch ihn die beiden Tan- 
genten OT,, OT, desPolar-Kegelschnitts und bestimmen deren Schnitt- 
punkte A, 4, und B,, B, mit dem Pol-Kegelschnitt. Die geraden 
Linien 4, 2, und 4, B, sind die beiden dem Punkte O entspre- 
chenden Geraden und zwar entspricht ihm 4, B, im ersten Sy- 
stem, wenn 4, der Punkt ist, welcher der Tangente OT, im er- 
sten System entspricht, und 2, der Punkt, welcher in gleicher 
Weise der Tangente OT, entspricht. 

Um den Pol einer gegebenen geraden Linie zu finden, welche 
den Pol-Kegelschnitt in den Punkten A, B schneidet, ziehen wir von 
diesen die Tangenten AP, AP, und BQ,, BO, an den Polar-Kegel- 
schnitt; wenn dam 4P, BỌ, die geraden Linien des ersten Sy- 
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stems sind, welche den Punkien 4, 8 als Polaren entsprechen, so 
bezeichnet ihr Durchschnittspunkt denjenigen Punkt des ersten 
Systems, welcher der Pol der gegebenen geraden Linie ist; in der- 
selben Art bestimmt der Durchschnittspimkt der geraden Linien 
AP, und BQ, den Pol von 4B im zweiten System. 
Für die Voraussetzungen 
Ac en NER 

werden die beiden: betrachteten Hilfskegelschnitte 
identisch und diese Constructionen reduciren sich 
anf die, welche in der Theorie der reciproken Pola- 
ren angegeben sind. Man hat diesen Kegelschnitt als die 
Directrix der Reeiprocität bezeichnet. Die Polare eines in 
ihm liegenden Punktes ist die Tangente für diesen Punkt; die 
Polare eines beliebigen andern Punktes ist die gerade Verbin- 
Jungslinie der Punkte, in welchen die von ihm ausgehenden Tan- 
genten den bezeichneten Kegelschnitt berühren, und ist somit die 
nämliche gerade Linie, ob man den Punkt als zum ersten oder 
zweiten System gehörig betrachtet. Das Analoge gilt für den Pol 
einer beliebigen geraden Linie. 


471. Aus diesen Ergebnissen ergiebt sich rein geometrisch, 
dass der Pol-Kegelschnitt und der Polar-Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung mit einander haben. Denn 
für jeden Durchschnittspunkt dieser Kegelschnitte fallen beide Po- 
laren mit der entsprechenden Tangente des Polar-Kegelschnitts 
zusammen; in Folge dessen müssen beide Pole dieser geraden 
Linie, d. i. die Punkte, „welche sie init dem Pol-Kegelschnitt ge- 
mein hat, zusammenfallen und man erkennt daraus, dass die Tan- 
gente des Polar-Kegelschnitts in einem seiner Durchschnittspunkte 
mit dem Pol-Kegelschnitt auch diesen letzteren berühren muss. 
Dasselbe Ergebniss erhält man auch analytisch; denn wenn man 
an Stelle von w, v, w ihre Werthe in die allgemeine Gleichung des 
Polar-Kegelschnilts im letzten Artikel einsetzt, so kann man die- 
selbe in der Form schreiben 
(lab; — asb, +, — Ui Ca) + ya — bica + ba — ba) 

F 2(0,0, — 2a + a 
gg 4U[a (Cab; — &b,) + a,(b1 63 — dac) ++ us (bgc, — bie.)] =. 
aus welcher augenscheinlich ist, dass er mit dem Kegelschnitt 
U = o eine doppelte Berührung hat. 


472. Andrerseits lehren: diese Betrachtungen, dass es drei 
Punkte giebt, deren Polaren dieselben sind, ob man 
sie als dem einen oder dem andern System angehörig 
betrachtet. Solche Punkte sind die Berührungspunkte des Pol- 
Kegelschnitts mit dem Polar-Kegelschnitt, denn die gemeinschaft- 
lichen Tangenten sind ihre Polaren, gleichviel zu welchem Sy- 
‘stem man sie rechnet. Und zu ihnen kommt als ein dritter der- 
arliger Punkt der Durchschnittspunkt dieser gemeinschaftlichen 
Tangenten, denn seine Polare ist in jedem Falle die Berührungs- 
sehne beider Kegelschnitte. Von diesen Punkten liegen die ersten 
beiden zugleich in ihren respectiven Polaren, der dritte nicht. 
Man kam sich auch analytisch won der Existenz und der Auzalıl 
solcher Punkte überzeugen; denn angenommen, dass die Gleichun- 
gen der Polaren in den beiden Systemen durch 

ux -+ vy + wz =o, we + vy + wz =o 
repräsentirt sind, so genügen den Relationen 
au v w 
u, v w, 
welche ihre Identität erfordert, aus denselben Gründen, wie im 
Art. 457, drei Punkte, welches die vorher bezeichneten sind. 

473. Es ist wünschenwertl zu zeigen, dass die 
entwickelten Constructionen keine Zweideutigkeit 
enthalten, durch welche zweifelhaft bleiben müsste, 
welcher der zwei Pole einer gegebenen geraden Li- 
nie demersten und welcher dem zweiten System ange- 
höre. Folgende Bemerkungen sind dazu geeignet. Zwei Kegel- 
schnitte, welche eine doppelte Berührugg besitzen, können stets 
als zwei ähnliche concentrische Kegelschnitte projieirt werden; es 
vereinfacht die Untersuchung, wenn wir sie als solche betrachten. 
Sind alsdann 4, B die beiden Pole einer beliebigen Tangente des 
Polar-Kegelschnitts und 4, B, die einer andern eben solchen Tan- 
gente; alsdann gehört 4, zum ersten System, weil 4 mit 4, und 
B mit B, zusammenfällt, wenn man 42 durch stelige Fortbewe- 
gung längs des Polar-Kegelschnitts mit 4, B, zur Deckung bringt. 
Die Unterscheidung zwischen den Punkten kann mit Hilfe dieses 
Satzes leicht gemacht werden; die geraden Linien 4, B und 42, 
sind in dem Falle concentrischer und ähnlicher Kegelschnitte pa- 
rallel und durchschneiden sich in dem allgemeinen Falle, wie es 
die Methode der Projectionen zeigt, in der Berülhrungssehne der 
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Kegelschnitte. Und wenn wir demnach umgekehrt von zwei Punk- 
ten des Pol-Kegelschnitts Tangenten an den Polar-Kegelschnitt 
legen, so muss.die Bezeichnung derselben als oa,, 0@,, pbi, pba So 
geschehen, dass die Verbindungslinie des Durchschnittspunktes 
von oa, und pb, mit dem von oa, und pb, durch «den Pol der Be- 
rührungssehne der beiden Kegelschnitte geht. 


474. Wir sind durch das Vorhergehende an meh- 
reren Stellen schon zu dem Schlusse ängeregt, dass 
das Mehr von drei Gonstanten in dem Falle der allge- 
meinen Verwandtschaft der Reciprocität gegen den 
Fall, welcher der Theorie der reciproken Polaren zu 
Grunde liegt, nur einer Lagenverschiedenheit beider 
Systeme in diesem und jenem Falie entsprechen möge. 
Das Folgende dient zur genauen Begründung desselben. In der 
That ist die allgemeine Polare ux + vy + wz «= o nur eine Pro- 
jection der reciproken Polare in Bezug auf einen Kegelsehnitt 


Lë + yn H E= o0, 
und die Anwendung der allgemeinen Theorie der Reeiprocität führt 
eben deshalb zu keinerlei Ergebnissen, die nieht auch durch die 
Theorie der reciproken Polaren im Verein mit der Methode der 
Projectionen erhalten werden könnten. 

Wenn man- verlangt, zwei Figuren, welche in der Verwandt- 
schaft der Reciprocität stehen, in eine solche gegenseitige Lage 
zu bringen, dass die Polare jedes Punktes ihrer Ebene dieselbe 
bleibt, ob man ihn dem ersten oder zweiten System beizählen 
möge, so muss der erste Schritt sein, den Pol der unendlich ent- 
fernten geraden Linie in*jedem System zu bestimmen, weil diese 
Gerade durch keine Lagenveränderung der Figur berührt wird. 
Man bringt dann beide Systeme in die gegenseitige Lage, dass 
diese Pole der unendlich entfernten geraden Linie in beiden sich 
decken; man sieht leicht, dass dieselben die Mittelpunkte des Pol- 
und des Polar - Kegelschniltes sind, und dass diese beiden Kegel- 
schnitte dadurch ähnlich und concentrisch werden, 


475. Wenn manhiernach das eine der beiden reeiproken Systeme 
um das gemeinschaflliche Centrum O dreht, so kann es dadurch zu 
dem andern in eine solche Lage gebracht werden, dass die Polare 
eines beliebigen unendlich entfernten Punktes 4 in Bezug auf beide 
Systeme dieselbe gerade Linie OB wird. Wäre dies vollzogen, so 
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würde die Polare OD jedes andern unendlich entfernten Punktes 
C für beide Systeme die nämliche sein; denn das Doppelschnitt- 
verhältniss der vier Punkte des ersten Systems 4BCD ist dem des 
entsprechenden Strahlenbüschels des zweiten Systems, nämlich 
OB. 04, OD, OXY, gleich, und da drei Strahlen dieses Büschels den 
Punkten B, 4, D zugehören, so muss der vierte Strahl 0X mit 
OC zusammenflallen, d. i. die Polare des Punktes D ist die näm- 
liche, ob man sie als dem ersten oder zweiten System angehörig 
betrachtet, und ebenso die Polare des Punktes C. 

Da nun die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte bei 
jeder Drehung der Figur unverändert bleiben, so haben wir nur 
die Polaren eines dieser Punkte, die im Allgemeinen nicht durch 
denselben Punkt gehen werden, durch die Drehung des einen Sy- 
stems um das Centrum zum Zusammenfallen zu bringen; dann 
fallen nach dem, was so eben bewiesen worden ist, die Polaren 
aller Punkte zusammen. 


476. Man kann leicht einen Ausdruck zur Bestim- 
mung des Winkels erhalten, um welchen das System 
zu diesem Zweck zu drehen ist. Denn die allgemeinen 
Gleichungen der beiden Polaren eines beliebigen Punktes unter 
der Voraussetzung ‘der concentrischen Lage und bei der Wahl des 
Centrums zum Anfiangspunkt der Coordinaten sind 

mæ t bhy)je + (at + by)y +a = o, 

(m + myje + (b + by )y + eoa = o. 

In Folge dessen sind die Polaren des unendlich entfernten 
Punktes, für welchen y == x Y— 1 ist, durch 

a + upy i)a + la t hay ly =o, 

m + ay = ije + b + by iy =o 
repräsenlirt. Der Winkel, um welchen eine dieser geraden Linien 
gedreht werden muss, um mit der andern zusammenzufallen, ist 
die Differenz der Winkel, welche die Quotienten 


+ hy —ı e v—ı 


— Mr — und — 


ü, + by — İ b + by y — ] 
zu ihren trigonometrischen Tangenten haben. Dieser Winkel ® 
findet sich aber durch den Ausdruck 


bestimmt. 


Salmon, Anal, Geom, dev Kogelsehnitte. 36 
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Und wir gelangen durch eine Betrachtung anderer und mehr 
elementarer Art zu demselben Ergebniss. Wenn im Allgemeinen 
die dem Punkte x, y des ersten Systems entsprechende gerade 
Linie des zweiten Systems durch 

(a; + biy) + (mne + bay )y + c= o 
dargestellt wird, so verändert sich diese Gleichung durch die Dre- 
hung des Systems um den Winkel $ in 
(ax + by {acos — ysm 9) + lax +b}y)) (ax sin 9+4 ycosd) + ego, 
oder 
[(a cost + assin d) + (b cost + b, sin Hy Jæ-+ [larcos 9—a sin H” 
+ (bcos? — bisin 0) y Jy +e =0. 

Aber durch dieselbe Drehung des Achsensystems ändert sich 
die Gleichung der dem Punkt x, y' entsprechenden geraden Linie 
in die Form 
[(acos 9 + a, sinj + (acos 9 — asin @)y Jæ + [bicos + besin 9) 

Hibcost—b, sind) y jype. 

Und diese ist mit der vorigen nur dann identisch, wenn 

b cos® -H bysin? = acos © — asin 
ist, d. i. wenn, wie vorher, 


ist. 

477. Nachdem wir den allgemeinen Charakter der Methoden 
hinreichend erläutert haben, welche den Gegenstand dieses Kapitels 
bilden, wollen wir noch von mehreren unter den Prineipien, welche 
in ihnen hervortreten, einige Anwendungen machen, welche beson- 
ders geeignet scheinen, namentlich die generalisirende Kraft dersel- 
ben und zugleich die enge Verbindung unter allen Betrachtungen 
der vorhergehenden Abschnitte und mit der algebraischen Methode 
der homogenen Gleichungen recht anschaulich zu machen. 

Wir nehmen dazu unsern Ausgangspunkt von einem Satze 
über vier Normalen eines Kegelschnittes, welche sich 
in demselben Punkte schneiden. Sind a, b, c, d die Fuss- 
punkte solcher Normalen, und nimmt man den Pol O der zwischen 
zweien (a, b) derselben gezogenen Sehne des Kegelsehnittes in Be- 
zug auf diesen letzteren, so bestimmt sich durch ihn die die bei- 
den andern Punkte c,d enthaltende gerade Linie auf folgende 
Weise: Man fällt von dem bezeichneten Pol auf die Achsen des 
Kegelschnitts Perpendikel und trägt die Abschnitte, welche sie in 
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diesen mit dem Centrum bestimmen, von demselben ans nach der 
entgegengeselzten Seile auf: die gerade Verbindungslinie der so 
erhaltenen Punkte geht auch durch die Punkte c, d. 

Wir schliessen an denselben zunächst einige allgemeine Be- 
merkungen über die Normalen der Curven überhaupt. Wenn « 
und 8 die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Tangente, æ 
und y die ihres Berührungspunktes sind, so ist ihre Gleichung 

(x — a)dy — (B — y)da = o, 
und die der zugehörigen Normale 
(x — x) dæ + (B — y)dy = o, 
oder für die dureh die Gleichung S= o repräsentirte Curve zwei- 
dS dS: 
x) ay == Im} — y) 

Betrachten wir œ, ß als constant, x, y als veränderlich, so 
stellt diese Gleichung cine Curve zweiten Grades dar, auf welcher 
die Fusspunkte der Normalen eines Kegelschnitts zu suchen sind, 
die von einem gewissen Punkte «, B ausgehen; sie sind die 
Durchschnittspunkte dieser Curve mit dem gegebenen Regel- 
schnitt, und es gehen daher durch jeden Punkt in der Ebene 
eines Kegelschiritts vier Normalen desselben. Jedoch sind_ von 
diesen nur zwei reell, wem der fragliche Punkt ausserhalb 
der Evolute dier Curve liegt. Vier reelle Normalen giebt es 
nur für die inwerhalb der Evolute liegenden Punkte. Zu dem- 
selben Schlusse kann man auch gelangen, wenn man die von 
einem unendlich entfernten Punkte ausgehenden Normalen unter- 
sucht; da sie eine gegebene Richtung haben, so sind ihrer 
zunächst ebenso viel als es Tangenten von der "auf dieser 
senkrechten Richtung giebt; indem man aber bedenkt, dass 
eine Normale der Curve, die einem unendlich entfernten Punkte 
derselben entspricht, selbst ganz in unendlicher Entfernung lie- 
gen muss, so ergiebt sich, dass zu jenen zwei Normalen der vo- 
rigen Betrachtung die beiden den unendlich entfernten Punkten 
der Curve entsprechenden Normalen der Curve hinzuzufügen sind, 
so dass wir ebenfalls die Zahl vier als die der sämmtlichen Nor- 
malen erhalten. Wenn die unendlich entfernte gerade Linie die 
Curve selbst langirt, so vermindert sich die Zahl der von einen 
ihrer Punkte ausgehenden Tangenten und damit die Zahl der Nor- 
malen um eine; in Folge dessen können nur drei Normalen einer 
'avabel von demselben ausgehen. 


ten Grades (& 
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Wenn die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte der 
Curve angehören, so vermindert sich die Zahl der Normalen um 
zwei, denn die Normalen dieser Punkte fallen mit den Tangenten 
derselben zusammen und gehen also nicht durch irgend einen an- 
dern unendlich entfernten Punkt. Man erkennt dies aus den 
Gleichungen dieser beiden zu einander rechtwinkligen Linien, welche 


a: i j 
die Formen y = ix mil y = — = z£ 


p 
haben und daher identisch sind. 

Man wird leicht sehen, wie die Construction des vorigen 
Satzes den hier ausgesprochenen Ergebnissen genügt, wie sie ins- 
besondere für die Parabel den Fusspunkt der dritten Normale zu 
zwei gegebenen leicht genug bestimmt. 

478. Es sind aber zwei verschiedene Partien dieses Satzes, 
welche der allgemeineren Gestaltung fähig sind: Einerseits der 
Begriff der Normale eines Kegelschnitts, andrerseits die Constru- 
ction der geraden Linie cd mit Hilfe der Achsen desselben. Be- 
trachten wir zuerst die letztere, so lässt sich die gerade Linie 
cd als die Polare oder NHarmonikale des Pols von ab in Bezug auf 
das Dreieck bezeichnen, welches von den Achsen des Kegelschnitts 
mit der unendlich entfernten geraden Linie gebildet wird. Die 


Fig. 137. Harmonikale eines Punktes 

M 0 in Bezug auf ein Drei- 

AH eck ABC ist diejenige ge- 

u /} rade Linie ZMN (Fig. 137), 

Pa 52 / welchein denSeiten des Drei- 

een Er SL ecks BC, CA, AB die eon- 

s NEE jugirt'harmonischen Punkte 

x£ rA V >> Z, M, N zu den Punkten 
LnF NE F bestimmt, die von 


den geraden Verbindungslinien des Punktes O mit den Eeken des 
Dreiecks in ihnen bezeichnet werden. Sobald man eine der Seiten 
des Dreiecks in unendlicher Entfernung und den gegenühberliegen- 
den Winkel desselben als einen rechten voraussetzt, geht diese all- 
gemeine Construction in diejenige über, welche im vorhergehenden 
Satze vom Pol der Sehne ab zu der geraden Linie ed führte. 
Die allgemeine Beziehung, in welcher das von den Achsen 
und der unendlich entfernten geraden Linie gebildete Dreieck zu 
dem gegebenen Kegelschnitt steht, ist aber die, dass es in Bezug 
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auf ilm ein sich selbst conjugirtes Dreieck ist. Wenn man an 
Stelle desselben ein beliebiges anderes sich selbst conjugirtes 
Dreieck wählt, und in Bezug auf dasselbe die Polare oder Har- 
monikale des Punktes O nach der allgemeinen Construction be- 
stimmt, so hat man damit die allgemeine Gestalt des Zusammen- 
hangs, welcher die Linie cd mit dem Pol der Sehne «ab verbindet. 

Andrerseits ist der Begriff der Normale einer Curve einer 
wesentlichen Erweiterung fähig. Die Normale und die Tangente 
der Curve sind rechtwinklig zu einander in demjenigen Punkte 
derselben, welchem sie entsprechen, und bestimmen in Folge des- 
sen in der unendlich entfernten geraden Linie zwei Punkte, welche 
mit den beiden imaginären Kreispunkten in ihr ein harmonisches 
System bilden. Bei einer projectivischen Transformation ver- 
schwindet die Rechtwinkligkeit, und die allgemeine Relation der 
harmonischen Theilung tritt an ihre Stelle; Tangente und Normale 
projieiren sich als gerade Linien, welche in Bezug auf die gera- 
den Verbindungslinien ihres Durchschnittspunktes mit den Proje- 
ctionen der beiden unendlich entfernten imaginären Kreispunkte 
harmonisch conjugirt sind. Dass die erste zugleich Tangente der 
projieirten Curve bleibt, ist selbstverständlich, Wir wollen die 
nach dieser allgemeinen Auffassung erhaltene gerade Linie die 
Quasi-Normale nennen. Wenn man zunächst diesen erweiter- 
ten Begriff mit dem Vorhergelienden verbindet, so erkennt man 
leicht, dass die Projeetionen der unendlich entfernten imaginären 
Kreispunkte einer Seite des sich selbst eonjugirten Dreiecks ange- 
hören und dass sie mit den Endpunkten dieser Seite ein harmoni- 
sches System bilden müssen. Damit geht der Satz, welchen wir 
betrachten, in den folgenden über: Man hat zwei Punkte a,b 
in einem Kegelschniltund ineiner der Seiten eines in 
Bezug auf ihn sich selbst conjugirten Dreiecks ein 
Paar feste Punkte J, J, welche mit den Endpunkten 
derselben ein harmonisches System bilden. Verbindet 
man alsdann jeden der beiden Punkte a, b mit diesen fe- 
stenPunkten und bestimmt die vierte Harmonikale zu 
dem von diesen Verbindungslinien mit der zugehöri- 
gen Tangente gebileten Büschel und den Schnitt- 
punkt 0’ der so erhaltenen beiden geraden Linien; 
bestimmt man endlich zu dem Durchschnittspunkt 0 
der Tangenten in «a und b die Harmonikale ZMN iu 
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Bezug auf das sich selbst conjugirte Dreieck, so 
schneidet, diese letztere den Kegelschnitt in zwei 
Punkten e und g, für welche dievierten harmonischen 
Strahlen zu den von ihren Tangenten mitihren gera- 
den Verbindungslinien mit jenen festen Punkten J, J 
gebildeten Systemen gleichfalls in dem Punkte 0’ zu- 
sammentreffen. ` 

Aber auch dies ist noch nicht die allgemeinste Form des 
Satzes, denn die imaginären unendlich entfernten Kreispunkte re- 
präsentiren einen Ort zweiter Klasse (Art. 320), und man kann da- 
her an ihre Stelle einen Kegelschnitt setzen; alsdann sind die 
Tangente und die Quasi-Normale des gegebenen Kegelschnitts in 
Bezug auf diesen letzteren harmonisch conjugirt; ist die Tangente 
bekannt, so erhält man die Quasi-Normale als die Verbindungs- 
linie des Berührungspunktes mit dem in Bezug auf diesen Kegel- 
schnitt genommenen Pol der Tangente. Man erkennt jedoch leicht, 
dass nur ein solcher Kegelschnitt zur Vertretung dieser imaginä- 
ren Kreispunkte geeignet ist, welcher mit dem gegebenen das in 
der vorigen Erweiterung betrachtete sich selbst conjugirle Dreieck 
gemeinschaftlich hat. (Vergl. Art. 370.) 

479. Damit nimmt dann unser Satz die allgemeinste Gestalt 
an, deren er fähig scheint, olme dass man den Begriff der Tan- 
gente aufgiebt, und lautet wie folgt: Wenn man für zwei 
Punkte a,b eines Kegelschnitts die Tangenten und ih- 
ren Durchschnittspunkt 0, und die beiden geraden Li- 
nien, welche diesen Tangenten in Bezug auf einen 
gegebenen zweiten Kegelschnitt harmonisch conju- 
girt sind, und ihren Durchschnittspunkt O’ bestimmt, 
wenn man sodann die Harmonikale des Punktes O in 
Bezug auf das sich selbst conjugirte Dreieck con- 
struirt, welches beiden Kegelschnitten gemeinschaft- 
lich ist, so gehen für die beiden Durchschnittspunkte 
c, d dieser letzteren geraden Linie mit dem ersten 
gegebenen kegelschnitte diejenigen Geraden, welche 
den entsprechenden Tangenten in Bezug anf diesen 
zweiten Kegelschnitt harmonisch conjugirt sind, durch 
den nämlichen Punkt ©. 

In dieser Gestalt wollen wir den Satz in wöglichster Kürze 
analytisch beweisen und uns dabei der Vortheile bedienen, welche 
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den Gebrauch der homogenen Gleichungen überhaupt und insbe- 
sondere der der kanonischen Form «darbietet. 

Ist das beiden Kegelschnitten gemeinschaftliche sich selbst con- 
jugirte Dreieck zum Fundamental-Dreieck genommen, so dass seine 
Seiten durch die Gleichungen x := o, y = o, z = o repräsentirt 
werden, so sind die Gleichungen der beiden Kegelschnitte in der 
Form e +y HH z co, al H by +e? =o 
zu nehmen; die letztere bezeichne den gegebenen Kegelschnitt, 
welchem die Punkte «a, b, c, d des Satzes angehören. Indem man 
bemerkt, dass zwei gerade Linien 

Ac+Byt+t(lz=o, de+By+t(lz=o 
in Bezug auf den ersten Kegelschnitt harmonisch conjugirt sind, 
wenn die Relation 
Ad +BE+CC=o 
erfüllt ist, erhält man als die Gleichung der Quasi-Normale des 
gegebenen Kegelschnitts im Punkte æ, y, z leicht 


zb —e) yle — a) z(a — b) 


+ —=o. 

X Yı Zi 
Ebenso entsprechen den Normalen der Punkte x,, y2, z} und 
&, Yz, Z3 die Gleichungen 


zb —c ylc—a zla — b) 


und die Bedingung, unter welcher diese drei Normalen sich in 
einem Punkte schneiden, ist 


j I [i 
el ge 
Ti Yı 2 
1 U 1 
mma M m = 0, 
X, Yè z 
l 1 I 


[Ts M 33 

Da aber diese drei Punkte auch dem gegebenen Kegelschnitt 

angehören und ihre Coordinaten somit seiner Gleichung genügen 
müssen, so ist auch 

2” y” 7 


YET - 
Tys Ng» Tẹ = 9. 
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Daraus folgt die Relation 
taten tan ran tt == 0, 
weil 
Tis Yis Ži 
(Eya E Liata F Cays FAs H CNH EY) Cer Yo 3a 


Tzs Yz, Z3 
1 1 1 
ai yè z? w Yy &ı 
A A 
= | La's Yrs 3r | EEY La Yg3a TaY 3g | mo s = 
a N Ti % a 
Cy. Yy» Za | u 


l 
DWZ 
Is Y 5 
ist; der zweite Theil dieser Gleichung wird nach dem Vorigen 
gleich Null, und im ersten Theil derselben kann die Determinante 
nicht Null werder, weil die drei Punkte £, Y, Zi, £2 Y2 22, La Y3 Za auf 
einem Kegelschnitt liegen; in Folge dessen muss der erste Factor 
der linken Seite den Werth Null haben, wie wir angaben. 


Nun bat die gerade Linie ab oder (&,Y21, £2Y22:) die Glei- 
chung rn E 
Djs Yis Za | = 0, 
I, Nis Te 
und die Coordinaten ihres Pols in Bezug auf den Kegelschnitt 


aw + by 4 ce? =o 
sind durch 


I | : s 
Pidhi LFEITE an): T Ya — Tayi) 


bestimmt, wofür man 
e © l Fe aa be ata 
Viza P Ver Hm ta + 
setzen kann, weil nach den Gleichungen 
axt + by? + ez = 0, axi E byr + cr = 
die Relation 
a; bic = [y net el — r y) 
bestehen muss. 
Die Harmonikale dieses Pols O in Bezug auf das Dreieck 
x =o, y = o, z = 0 hat daher die Gleichung 
lyr, E yazi) H ylit + iat) H sen + Ty) = o: 
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Wenn man in diese letztere an Stelle von x, y, z, die Werthe 

£y Ya Za Setzt, so geht sie in die oben gegebene Gleichung 

LYZ + BYZ F &eyazı F Laiza -H LaYiZe + L3YeZ, = 0 
über; wir schliessen daraus, dass sie den Punkt c enthäll, und 
beweisen durch Wiederholung derselben Betrachtung, dass ihr auch 
der Punkt d angehört, für welchen die Quasi-Normale noch durch 
denselben Punkt geht. 

Eine einfache Betrachtung der Figur des Satzes lehrt, dass die 
vier Punkte a, b, ce, d als Ecken eines dem gegebenen Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks betrachtet werden können, indess die 
vier entsprechenden Tangenten ein demselben Kegelschnitt um- 
schriebenes Vierseit bilden, und dass die sechs Seiten des erste- 
ren die Harmonikalen der sechs Ecken des andern in Bezug auf 
dasjenige Dreieck sind, welches zugleich für den gegebenen und 
denjenigen andern Kegelschnitt sich selbst conjugirt ist, in Bezug auf 
welchen die in einem und demselben Punkte zusammentreffenden 
Quasi-Normalen der vier Punkte «, b, c, d genommen sind. 

480. Ein ähnliches Beispiel bietet die Reihe der folgenden 
Sätze dar: Wenn man dureh den Scheitel S eines rech- 
ten Winkels einen Kreis beschreibt und drei Tangen- 
ten so an denselben zieht, dass die in jeder Tangente 
zwischen ihrem Berührungspunkt und den Schenkelu 
desrechtenWinkels enthaltenen Segmente (da, da u.s.w.) 
von gleicher Länge 
sind, so bilden die 
dreiBerührungspunk- 
te ein gleichseitiges 
Dreieck .4BC. (Fig.'138.) 

Wir bezeichnen die Ge- 
sichtspunkte der Verallge- A 
meinerung in diesem ele- l 
mentaren Satze wie folgt: 4 - 
Die drei Tangenten des 7 | 
Kreises bilden ein gleich- j l 
seitiges Dreieck, für wel- 4 
ches der Kreis nicht nur = ; 
der eingeschrichene, son- / je i el A 
dern auch der durch die 2” £ i 
Mittelpunkte der Seiten gehende ist; diese Mittelpunkte der Seiten sind 


Fig. 138, 


A 
n 
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den unendlich entfernten Punkten derselben in Bezug auf die Ecken 
des Dreiecks conjugirt harmonisch, und die unendlich entfernte 
gerade Linie ist die Harmonikale desjenigen Punktes, in welchem 
die von den Seitenmittelpunkten nach den Gegenecken des Dreiecks 
gezogenen Geraden sich schneiden, in Bezug anf das Dreieck. Jener 
Kreis ist ein Kegelsehnitt, der durch zwei feste Punkte in dieser 
unendlich entfernten Geraden geht, die mit den in den Schenkeln 
des rechten Winkels gelegenen ein harmonisches System bilden; 
die unendlich entfernte Gerade ist die Polare jenes nämlichen 
Punktes in Bezug auf diesen Kreis. 

Denken wir nun statt dieses dem gleichseitigen Dreieck ein- 
geschriebenen Kreises einen Kegelschnitt, welcher einem beliehi- 
gen Dreieck ABC eingeschrieben ist, so begegnen sich die Ver- 
bindungslinien seiner Berührungspunkte D, Æ, F in den Seiten 
des Dreiecks mit den Gegenecken desselben in einem Punkte 0, 
und die Ilarmonikale dieses Punktes in Bezug auf das Dreieck 
ist auch die Polare desselben in Bezug auf den Kegelschnitt. Sie 
hat mit dem Kegelschnitt zwei reelle oder imaginäre Punkte ge- 
mein, und die beiden geraden Linien, welche an Stelle der Schen- 
kel des rechten Winkels in jenem Satze treten, bestimmen noth- 
wendig mit diesen in ihr ein harmeonisches System. Wenn in 
jenem Satze die Schenkel des rechten Winkels in den Dreiecks- 
seiten Punkte bestimmen, welche mit diesen denselben Mittelpunkt 
haben, nämlich den Berührungspunkt des eingeschriebenen Krei- 
ses, so bilden jetzt die Durchschnitispunkte der entsprechenden 
geraden Linie mit den Dreiecksseiten und die entsprechenden Ecken 
je ein involutorisches System, für welches der Berührungspunkt 
des eingeschriebenen Kegelschnitts ein Doppelpunkt ist. (Vergl. die 
Entwicklungen der Art. 428, 429.) Und so endigt die Reihe der 
Schlüsse in dieser allgemeinen Form in dem Satze, dass der 
Durchscehnittspunkt zweier solchen geraden Linien 
jenem eingeschriebenen Kegelschnitte angehört. 

Auch in dieser allgemeinen Figur. bilden die Durchschuitts- 
punkte dieser Geraden mit einer der Dreiecksseiten ein harmoni- 
sches System mit den Punkten derselben, in welchen sie den Ke- 
gelschnitt berührt, und die Polare des Punktes O schneidet; und 
auch hier liegen, wie in der Figur des elementaren Satzes, der 
Schnittpunkt jener Geraden auf dem eingeschriebenen Kegel- 
schnitt und die Punkte, in welchen dieselben je eine Dreiecks- 
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seite schneiden, in einem Kegelschnitt, welcher den entsprechen- 
den Berührungspunkt des erstern zum Pol der geraden Linie hat, 
die wir als die Polare von O bezeichnet haben, und welcher über- 
dies durch dieselben zwei Punkte geht, in denen diese den ein- 
geschriebenen Kegelschnitt schneidet. 

Endlich aber können die beiden geraden Linien, die Schen- 
kel des rechten Winkels, als ein Ort zweiten Grades angesehen 
und dureh einen Kegelschnitt -ersetzt werden; in der That liegen 
die drei Punktepaare in den Seiten des Dreiecks ABC, welche mit 
den Ecken desselben Involutionen bestimmen, denen der Berül- 
rungspunkt des eingeschriebenen Kegelschnitts als ein Doppelpunkt 
angehört, in einem Kegelschnitt; derselbe geht auch durch die 
beiden Punkte, welche die Polare von O mit dem eingeschrie- 
benen Regelschnitl gemein hat. In Bezug auf diesen und den 
eingeschriebenen Kegelschnitt nimmt dann der bezeichnete Satz 
diese einfache Gestalt an: Für jede gerade Linie, welche 
mit diesen beiden Kegelschnilten eine harmonische 
Theilung bestimmt, liegt der in Bezug auf den letzt- 
bezeichneten Kegelschnitt genommene Pol in dem 
eingeschriebenen Kegelschnitt. 

Nach dem Vorigen sind die Principien dieser Verallgemeine- 
rung fest begründet, und es bedarf daher für die daraus gezo- 
genen Schlüsse Ikaum eines ferneren Beweises, wenn auch ein sol- 
cher ohne Schwierigkeit zu geben wäre, 
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Zusätze. 


I. Die trimetrischen Coordinaten-Systeme und der 
barycentrische Caleul. 


Die beiden Lrimetrischen Coordinaten - Systeme, welche in den Ar- 
tikeln 61 — 67 und 70, 71 (Kapitel IV) entwickelt und in den darnach 
folgenden Abschnitten des Textes vielfach gebraucht worden sind, auf 
welche auch die Entwickelungen der letzten Kapitel sich besonders direct 
anwenden, und die durch die ihnen eigene Homogeneität der Formen iu 
den Mittelpunkt der wissenschaftlichen Betrachtung führen, sind’einer sta- 
tischen Begründung fähig, und das zweite derselben, welches wir als das 
System der Dreipunkt -Coordinaten bezeichnet haben, und welches auch 
das der Tangential -Coordinaten genannt werden kann, ist auf diesem 
Wege.in seinem Werke „ler barycentrische Calcul“ Leipzig, 1827, 
von Herrn Professor Möbius begründet worden. 


Diese Begründung verlässt allerdings durch Einführung statischer 
Prineipien die reine Geometrie, aber sie steht ihr durch die ungemein 
einfache Natur derselben nahe genug; wenn ihr jedoch in dem Folgenden 
hier eine Stelle gewidmet wird, so geschieht dies nicht deshalb, son- 
dern namentlich wegen ihrer historischen Bedeutung. Um dieselbe kurz 
auszudrücken, darf man wohl sagen, dass sie eine Epoche in der analy- 
tischen Geometrie bezeichnet. Als sie zuerst erschien, führte sie zwei 
neue bedeutende Gedanken auf einmal in die Wissenschaft ein, und lie- 
ferte zu beiden ein auserlesen volleudetes Beispiel. 


Jede analytische Geometrie beschäftigt sich mit den in einem gewis- 
sen Coordinaten-Feld vorkommenden Formen; sie ist darnach ana- 
Iytische Planimetrie, oder analytische Sphärik u. s. w., oder allgemein 
analytische Geometrie des Raumes. Innerhalb dieses Feldes setzt sie jede 
geometrische Form aus gleicharligen Elementen zusammen, indem sie 
dieselben durch ein mathematisches Gesetz zu einer stetigen Reile ver- 
bindet; sie ist in Folge dessen analylische Geometrie des Punktes, oder 
der geraden Linie, sie kann auch in dem Sinne analytische Planimetrie 
des Kreises sein, dass sie jede ebenflächige Form als durch eine stetige 
Reihung von Kreisen erzeugt ansieht; die Gleichung der Form drückt 
damm das Gesetz dieser Reihe aus; sie kann endlich auch eine analytische 
Sphärik des Punktes oder eine des Hauptkreises sein, und sie hat im 
Raume die Wahl, den Punkt, die gerade Linie oder die Ebene als Ele- 
ment zu betrachten. Sie bestimmt endlich dies Element innerhalb ihres 
Feldes durch eine gewisse durch Coordinaten vermittelte Beziebung 


zu gegebenen festen Elementen; darnach 'kann es so viele Coordi- 
uatensysteme des Punktes, der geraden Linie, des Kreises u. s. w. geben, 
als es Methoden giebt, einen Punkt, eine gerade Linie, einen Kreis durch 
Beziehung auf feste Eleinente im Coordinaten-Feld zu bestimmen. 

Seit Descartes bis auf die Erscheinung des barycentrischen Caleuls 
hatte man das Coordinatensystem des Punktes mit zwei Coordinaten-Achsen 
und parallel zu denselben vom Punkte aus bis zu ihnen gemessenen ge- 
radlinigen Coordinaten und das sogenannte Polar -Coordinaten - System 
für die analytische Planimetrie allein benutzt; mit ihm wurden zur Durch- 
hreehung dieser Schranken zwei grosse Schritte auf einmal gethan: An 
Stelle des Punktes Lrat als Element die gerade Linie, und 
die Coordinaten-Bestimmung brachte den völlig neuen Gedanken, statt 
zweier Coordinaten-Achsen drei Fundamental-Punkte zu 
henutzen. 

Der letztere Gedanke der Aenderung der Coordinaten - Bestimmung, 
der Gedanke von der unbegrenzten Mannigfaltigkeit derselben, ist zugleich 
mit dem Namen Plücker ehrenvoll verknüpft, der ihn im Jahre 1828 
iin V. Rande des Örelle’schen Journals aussprach und durch ein neues Co- 
ordinatensystem exemplifieirte, und durch welchen derselbe in dem Sy- 
stem der analytischen Geometrie 1835 eine sehr allgemeine Form 
und Ausbildung erhielt. 

Der erste gehört Herrn Möbius allein, und man weiss, wie er den- 
selben auch auf dlas bis jetzt allein neben dem ebenen bearbeitete sphä- 
rische Feld übertiwagen hat, in seiner Abhandlung „Ueber die Grund- 
formen der Liinien der III. Ordnung“ und schon früher „Ueber 
eine neue Behandlungsweise der analytischen Sphärik 
1846.“ 

Der geometrische Kern der Methode des Herrn Möbius kann wie 
folgt ausgesprochen werden: Wenn man von drei Fundamental-Punk- 
ten aus bis zu einer beliebigen geraden Linie Parallelen zieht, so haben 
diese für dieselbe Gerade constante von ihrer Richtung völlig unabhängige 
Verhältnisse; zwei gegebene Verhältnisse zwischen ihuen bestimmen eine 
gerade Linie und sind die Coordinaten derselben; ‘jede Gleichung zwi- 
schen diesen als Veränderliche betrachteten Coordinaten repräsentirt eine 
Reihe von geraden Linien, deren Coordinaten dem durch sie ausgedrückten 
Gesetz genügen, d, h. sie repräsentirt einen durch dieselben umhüllten 
Ort; dieser ist in dem speciellen Falle, wo die gedachte Gleichung vom 
ersten Grade ist, ein Punkt. 

SoistdasSystem des barycentrischen Calculs mit dem 
der Dreipunkt-Coordinaten in dem vorliegenden Werke 
identisch, und deshalb und dieser seiner historischen Bedeutung wegen 
mag man hier nicht ungern die statische Begründung kurz angegeben finden; 
man wird sie mit Vergnügen durch die statische Begründung des Drei- 
Iinien-Coordinaten-Systems ergänzt sehen. Ich gehe die Letztere zuerst.) 


*) Das Folgende ist Auszug aus einem Briefe des Heren Prof, Möbius 
an den Herausgeber, 
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„Ist œ eine gerade Linie von unbestimmter Länge, aber bestimmter 
Lage und Richtung, und Z irgend eine positive oder negative Zahl, so soll 
unter Zæ cine Kraft verstanden werden, deren Intensität, nach Festsetzung 
einer gewissen Intensität als Einheit, == Z ist, und welche in der Gera- 
den œ wirkend, entweder die bestimmte Richtung von œ oder. die enige- 
gengeselzle hat, je nachdem Z positiv oder negaliv ist. Bedeuten Aelın- 
liches die Ausdrücke m ß, ny, u. s. w. re, so soll die Gleichung 

læ + mp rg 
anzeigen, dass die Kraft rọ die Resultante der Kräfte Zæ und mß ist, 
und damit zugleich, dass die Geraden œ und ß in einer Ebene liegen, 
indem sonst eine Resultante nicht Statt haben könnte. Nächstiem liegt 
auch ọ in derselben Ebene, und es verhalten sich, wie aus der Statik be- 
kannt ist: l:m:r = sin fọ:sin ge:sin aß. 

Sind «œ, ß, y drei ein Dreieck bildende Gerade, so ist 


la + mp + ny 
der Ausdruck einer in der Ebene des Dreiecks wirkenden 
Kraft; und umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass jede Kraft in der 
Ebene des Dreiecks œf y einen Ausdruck von der Form 

lu + mfp + ny 
hat; oder kürzer und rein geometrisch: Jæ -+ mß + ny ist der Aus- 
druck einer Geraden in der Ebene des Dreiecks «fy, und umgekehrt. 


Sind e und g zwei Gerade der Ebene, so ist ọ + æo der Ausdruck 
einer durch den Punkt 06, d. i. durch den Durchschnitt von omit ọ ge- 
henden Geraden derselben Ebene, und zwar jeder beliebigen durch e6 
gehenden Geraden dieser Ebene, wenn es freisteht, dem x jeden belie- 
bigen Werth zu geben. Man kann daher den Ausdruck ọ + xo mit der 
Variabeln œ auch als den Ausdruck des Punktes 06 betrachten. 

Der gegenseitige Durchschnitt der zwei Geraden 

la + mp + ny udla + mp + ay 
wird hiernach sein 
U+ hLaæ)a + (m + mæ) B + (n + n,ap. 

Der Ausdruck lza + myb + nzy 
mit den drei Variabeln æ, y, z gehört gleichfalls einem Punkte der Ebene 
&, P, y an, wenn zwischen q, y, z eine Gleichung von der Form 


fetgy+thz=o 
besteht. 
Denn setzen wir der Einfachheit willen, die Gleichung sei 
z+ytz=o, 
so wird der Ausdruck nach Elimination von z 
læa #myß — n(x + y)y == y (mB — ny) — (ny — le) = 
dem Durehschnitispunkle der Geraden mp — ny unl ny -— la. 


Nennen wir diesen Punkt O, die Punkte By, ya, «ß respective 
A, B, C, so geht die Gerade m — ny durch O, aber auch durch By 
oder 4; mp — ny ist also der Ausdruck der Geraden 04. Und auf 
gleiche Weise werden durch ny — Zæ und «a — mß die Geraden 0 B 
OC ausgedrückt. 

Sei 04. BC = D, und OB.CA= E. Weil von O4 und BC die 
Ausdrücke mp — ny und « sind, so ist von D der Ausdruck 

za + mB — ny... (0), 
und ebenso, weil OB = ny — le, und CA = ß, so ist 
E = lau 4+ yb — ny . . . (e) 
Nun wird durch (8) jede durch D gehende Gerade und durch (e) jede 
durch Z gehende ausgedrückt; für die durch D und Æ zugleich gehende 
Gerade müssen daher die Ausdrücke (ð) und (£) identisch sein, also 
xi:m:—n = l:iy:—n, 

also EN A S 
folglich DE = l« + mß —ny. 

Sei noch DE.AB=N, so wird NZ lap mB — ny + uy, 
oder wenn man die Variabele u — n = z selzl, 

N = la + m + zy. 
Ebenso hat man, wenn 
OC. AB = F und EF. BC = L; FD.CA= M 


gesetzt wird, L= xu + mh + ny, 
. M=la+yß + ny. 
Für die Gerade ZM müssen sich @:m:n = l:y:n verhalten, also 
g = l, y =m 
und LM = l« 4+ mB + ny: 


ebenso findet man NL = la 4+ mÊ + ny: 
die Geraden LM und NZ sind folglich identisch, oder Z, M, N liegen 
in einer Geraden la + mB + ny, 
weil die Ausdrücke dieser Punkte dadurch, dass man & = }, y = m, 
z == n setzl, in læ -F mß + ny übergelien. 
Rein geometrisch könnte man die Gruudformel 
la + mp =ro 

also erklären: Zæ bedeutet eine Linie, welche die durch œ bestimmte Lage 
und Richtung und eine durch die Zahl Z bestimmte Länge dat. Werde 
diese Linie durch 4 8 dargestellt, wo 4 und B ihre beiden Endpunkte 
bezeichnen; ebenso mß durch CD und ro durch RS. Stall voriger 
Formel könnte daher geschrieben werden 

AB+CD=RS, 


wober die condilio sine qua non ist, dass alle drei Linien in einer Ebene 
liegen. 
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Letztere Formel hätte man aber als abgekürzten Ausdruck von 

0AB + 0CD=ORS 
zu betrachten, worin O einen beliebigen Punkt der Ebene, O AB die 
Fläche des Dreiecks, dessen Spitzen O, A, B sind, bezeichnet, u. s. w. 
Die Fläche 0 AB wäre positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die 
Aufeinanderfolge der Ecken O, 4, B im Umfange für ein im Innern 
der Fläche stehendes Auge von links nach rechts oder von rechts nach 
links geschieht. 

Die Gleichung 0AB-+-0CD=0ORS 
kann nicht anders bestehen, als wenn 4 B, CD, RS sich in einem Punkte 
schneiden, und wenn sich ein Parallelogramm F G 4 I construiren lässt, 
von welchem FG, FI, FH respective gleich und gleich gerichtet mil 
AB,CD,RS sind.“ 

Hiernach stehe die statische Begründung des Systems der® 
dreipunktigen Linien-Coordinaten mit Benutzung der Artikel 
des barycentrischen Calculs. 

Wenn man durch zwei Punkte 4 und 3 Parallel-Linien 44° und 
BB’ gezogen hat, und wenn durch a und b zwei Zahlen von gegebenem 
Verhältniss bezeichnet werden, deren Summe nicht Null ist, so können 
jene Parallelen dureh eine dritte Gerade £ B’ so geschnitten werden, 
dass a. AA +b.BB=o 
ist. Dazu hat man £ B in F so zu theilen, dass 

AFRIKE — ha 
ist, und die Gerade 4 B’ nur durch F zu ziehen; jede durch F gehende 
Gerade, welche die Parallelen schneidet, unid keine andere, hat die gefor- 
dertle Eigenschaft. 


Für jede nicht durch F gehende Gerade 4” B”, die von einer durch 
F gehenden Parallelen zu 44, BB” in F” getroßen wird, hal man 


a.A4” + b.BB” = (a + b) FF”, stat = o. 


Die Lage des Punktes F in der Geraden 42 hängt nur ab von dem 
Verhältniss der Zahlen « und b, keineswegs von dem Winkel, welchen 
(lie gewählten Parallelen mit 42 bilden; er ist, statisch gesprochen, der 
Angrilfspunkt der Mittelkraft paralleler Kräfte, welche in 4 und B a- 
greifen und deren Intensitäten sich wie a:b verhalten. Man kann ilin als 
den Schwerpunkt der Punkte 4 und B mit den respecliven 
Coefficienten @ und b bezeielmen. 

Wenir durch drei gegebene Punkte 4, B, € in beliebiger Richtung 
Parallelen 44°, BB’, CC gezogen werden und a, b, c drei Zahlen be- 
zeichnen, welche in gegebenen Verhältnissen zu einander stehen, und 
deren Summe nicht Null ist, so kann man jene Parallelen stets durch eine 
Ebene so in den Punkten 4’, B', C schneiden , dass 


dA Aib BB ae CC 
ist. 
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Man verbinde beliebige zwei der gegebenen Punkte z. B. 4, B durch 
eine Gerade, und theile diese in. F so, dass B F: FA = a:b ist, ziche 
sodann FC und nehme darin den Punkt O so an, dass 

C0:0F= la +b):e 
ist. Dann hat jede durch den Punkt O gelegle Ebene und keine andere 
die verlangte Eigenschaft. Für jede nicht durch O gehende Ebene, welche 
die durch 4, B, C, O gezogenen Parallelen in 4”, B’, C’, O” schnei- 
det, ist 
a AA +b. BB” +e.00" = la+b+e).00", 
anstalt = 0. 

Die Lage des Punktes O hängt nur ab von der Lage der Punkte 4, 
B,C und den Verhältnissen ihrer Goeffieienten a, b, c; denkt man in 
A, B, € parallele Kräfte von beliebiger Richtung mit Intensiläten wir- 
kend, welche den Zahlen a,b, c proportional sind, so ist O der An- 
griffspunkt der Mittelkraft, und wenn jene Kräfte als Schwerkräfte ge- 
dacht werden, der Schwerpunkt des Systems der Punkte 4,8, C 
mitdenrespectiven Coelficienten a, b, c. 

Ganz allgemein: Ist eine beliebige Anzahl von Punkten 
A, B,Ü,...N mit respectiven Coefficienten a,b, €... n 
gegeben, derenSumme nicht =o ist, sokannstetseinPunkt 
S und nur einer — der Schwerpunkt — von der Beschaf- 
fenheit gefunden werden, dass, wenn man durch die gege- 
benen Punkte und den Punkt Snach einer beliebigen Rich- 
tung Parallelen zieht und diese mit einer willkürlich ge- 
legten Ebene schneidet, welches respective ind, B,C... N, 
S geschehe, immer 
a.Ad +b.BRB+c.00'+...+n. NN =la+b+c+...+n)S$‘, 
und folglich, wenn die Ebene durch Sselbst geht, 

aA +b.BR +clCÜ+...+n.NN =o 
ist. 

Wenn die Summe der den Punkten zugehörigen Coefficieuten gleich 
Null ist, so kann das System keinen construirbaren Schwerpunkt haben; 
man erkennt, dass er in unendlicher Entfernung liegt, indem man bedenkt, 
dass ein Punkt des Systems mit dem Schwerpunkt aller übrigen zusam- 
men ilm bestimmen muss, und dass folglich die Bedingung 

a. AA —a.TT’=o 
erfüllt sein muss, und somit jede zu 47 parallele Ebene durch den frag- 
lichen Punkt gehen wird. 

Eine Formel wie 
a.Ad-+b.BE+e.CC +... +n.NN —la+b+cH+...+n)SS 
kann man in der abgekürzten Form 


aA+bRB+cC+...+n2N=la+ti+ce+...+mS 


schreiben, wenn man unter A, B,C... N, S nicht nur die Punkte, 
sondern zugleich die ihnen entsprechenden Abschnitte auf den Parallelen 
“simon, Anal, Geom. der Kerelschnitle, 37 
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versteht; und wenn man die Gleichheit der Coefhicientensummen auf bei- 
den Seiten, di» sich aus der Natur des Schwerpunkts ergiebt, als selbst- 
verständlich bei Seite lässt, aber die dann sich ergebende Gleichheit statt 
durch == durch = andenutet, 


aA+bB+tcC+...+nN=S8. 


Man sieht leicht, dass nur die Voraussetzung, die Schnittebene gehe 

durch den Punkt S selbst, d. h. SS, = o nöthig ist, um in 
ad +iB+telc=o, 

wobei jede Rücksicht auf die Coeflieienten - Summe wegfällt, die Gleichung 
als Ausdruck des Schwerpunktes $ für drei gegebene Punkte A, B, C 
zu erhalten, welehe wir in dem Lrimetrischen Linien - Coordinalen - Sy- 
stem gebraucht haben. Dass die Bedeutung der Cocffieienten, mit der- 
jenigen der Coefficienten in diesem System völlig übereinstimmt, zeigt 
die im Vorigen angegebene Construction des Schwerpunktes der in A, 
B, € wirkenden Schwerkräfte a, b, c. 


Damil stimmen auch alle weileren Consequenzen des barycentrischen 
Calculs überein. 


Wenn speciell ad + bB = C ist, so liegt C mit 4 und B in der- 
selben geraden Linie und es besteht die Praportion 


a:b = BC: CA. 

Wem a4 + UB -+ eC = Pist und 4, B, Cnicht in einer Ge- 
raden liegen, so liegt D mit 4, B, C in einer Ebene und die Dreiecks- 
flächen 

DBC, DCA, DAB 
sind respective den Coefficienten «, b, e proportional. 


Marnach gestaltet sich dann die Bestimmung eines Punktes in einer 
Ebene folgendermassen: In Bezug auf das von den drei Funda- 
mental-Punkten gebildete Fundamental-Dreieck ABC enl- 
spricht bestimmten zwei ina:b:e liegenden Verhältnissen 
ein bestimmler Punkt P, und 

aA+bRB+ cl P 
ist der Ausdruck dieses Punktes; und umgekehrt entspre- 
chen jedem Punkte in der Ebene des Fundamental-Dreiecks 
ganz bestimmte Verhältnisse a:b und a:e. 


Es ist leicht, aus diesen Begrilfen auch den Ausdruck einer geraden 
Linie herzuleiten; denn für zwei Punkte D und Æ, deren Ausdrücke in 
Bezug anf das Fundamental-Dreieck 42 C durch 

dD=aA-+bR+ el, eE = ad + bR + eC 
repräsentirl sind, wird durch 
D+xE 
jeder Punkt in Hrer geraden Verbindungslinie ausgedrückt, wenn æ alle 
möglichen Werthe annimmt; ehen dieser Ausdruck kann deshalb als Aus- 
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druck der geraden Linie DZ selbst bezeichnet werden. Mit der Sul- 
slilution 


x = y A 


kann man jenem Ansdrucke die Formen 
D+xEdD+yeE=(atadyA+lh+byY)B+(+ey)C 


gehen. 


Der letztere Ausdruck repräsentirt eine beliebige Gerade in der Ebene 
des Fundamental - Dreiecks. 


Die Durchschnittspunkte derselben mit den Seiten des Fundamental- 
Dreiecks lassen sich leicht bestimmen, wenn man bedenkt, dass für einen 
solchen Punkt immer einer der Coeffteienten der Gleichung mit Null iden- 
tisch werden muss „nämlich der Coefficient derjenigen Ecke, «durch welche 
die betreflende Seite nicht geht; so ist für den Durchschnitt der Geraden 
mit AB, BC, CA respective 


, e , a 

e -- cy = o, also y = — 7o oder a + ay = a, also y = — 7 
r b 

oder b 4- b y = o0, also y ar ® 
J 


so dass die Ausdrücke der Schnittpunkte die Fornun 
be — be) C — (ac — ae) A, 
(ea — da) A -- (ba — ba) P, 
(a -abh B— eb — c'b) C 
annehmen. 


Der unendlich entfernte Punkt der Geraden zeigt das Theilungsver- 


hältniss — I und wird somit durch D-— Æ ausgedrückt, d. i. dureh 
aa+bB+tcC dAtbBbpiCe 
a-b -e PE 


Es ist in diesem wie in ılem andern Goordinatensystem sehr leicht, 
eine Goordinaten-Translormation vorzunehmen; der Uebergang 
von dem Fundamental- Dreieck 4 BC zu dem neuen AB C wird ein- 
Tach dadurch vollzogen, dass man aus den Ausdrücken der Punkte INC 
die der Punkte 4, B, € ableitet und sie m die Ausdrücke der betrachteten 
geometrischen Formen an Stelle der Ausdrücke dieser Punkte suhstitumt. 


Die Uebertragung derselben Grundgedanken auf die analytische 
Sphärik geschieht endlieh nach folgenden Grundzügen: Sind 4. B, C 
drei Punkte auf der Kugellläche, welche nicht in einem Hauptkreise lie- 
gen, so wird in Bezug auf sie jeder vierte Punkt der Fläche dureh eine 
Gleichung aAt+tbB-+el=pP 

„ausgedrückt. Sie bedeutet, dass drei auf den Kugelmitielpunkt O wir- 
kende Kräfte, deren Richtungen 0 4, OB, OC und deren Intensiläten «, 
b,e sind, zu ihrer Resultanten eine Kraft haben, deren Richtung OP 
und deren Intensität = p ist. 


37* 
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Ebenso wie die Coefficienten in der Gartesischen Gleichung einer 
geraden Linie als die Coorchnaten dieser letztern bezeichnet werden kön- 
nen, so kann man auch hier die Goclficienlen «, b, e aus dem Ausdruck 
des Punktes als die Coordinaten desselben ansehen. 


II. Ueber das Pascal’sche Sechseck. (Art. 291.) 


II. Steiner war es, der zuerst die Aufmerksamkeit der Geometer 
auf die vollständige Figur lenkte, welche erhalten wird, wenn man sechs 
Punkte eines Kegelschnitts auf jede mögliche Art mit einander verbindet 
und für jedes der entstehenden Sechsecke die Pascal’sche Linie construirl. 
(Gergonne’s Annales t. XVIIL p. 319. 1827.) Die von ihm gegebenen Sätze 
wurden von H. Plücker berichtigt und ergänzt (Crelle’s Journal Bd. V. 
p. 268. 1829), und das interessante System hat später noch durch I. Hesse 
(Crelle's Journal Bd. XXIV und XLI), Mr. Cayley (Crelle’s Journal Bd. XLI) 
und Mr, Kirkmann (Cambridge and Dublin Math. Journ. Vol. V. 1850) 
neue Untersuchungen erfahren, welche zu bisher unbekannten Sätzen gc- 
führt haben. 

Wir beabsichtigen hier einen kurzen Abriss der wichtigsten unter 
diesen Sälzen zu geben uul die Methode ihrer Entwicklung darzulegen. 
Sie gehen grossen Theils aus den einfachsten Grundsätzen der Combina- 
tions-Lehre und aus der Anwendung der folgenden elementaren Sätze und 
ihrer reeiproken hervor: Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, dass die 
Verbindungslinien entsprechender Ecken sich in einem Punkte schneiden, 
so liegen die Durchschnittspunkte ihrer entsprechenden Seiten in einer ge- 
raden Linie. Indem wir jenen Durchschnittspunkt der geraden Verbin- 
dungslinien entsprechender Ecken den Central-Punkt und diese gerade 
Linie der Durehschnittspunkte entsprechender Seiten die Achse neunen, 
sprechen wir den zweiten Satz aus, wie folgt: Wenn die Durchschnitis- 
punkte der Gegenseiten von drei Dreiecken für jedes Paar derselben die 
nämlichen drei Punkte einer geraden Linie sind, so liegen die drei Cen- 
tral-Punkte derselben in einer geraden Linie. 

Wir bezeichnen die sechs Punkte des Kegelschnitts durch «, b, c, 
d, e, f und nennen sie die Punkte P. Sie können durch fünfzehn gerade 
Linien ab, ac, ad u. s. w. vereinigt werden, welche wir als die Linien 
C bezeichnen wollen. Jede derselben wird von den vierzehn anderen ge- 
schnitten und zwar durch vier von ihnen in jedem der beiden Eckpunkte 
des Sechsecks, welche sie verbindet, demnach durch die sechs übrigen m 
Punkten, welche von diesen, den Punkten P, verschieden sind. Wir kön- 
nen sie als Punkte ab, ed; ac, bd u. s. w. bezeichnen, sie sollen aber 
kurz die Punkte » heissen. Es giebt fünfundvierzig solcher Punkte, denn 
in jeder der fünfzehn Linien C sind ihrer sechs enthalten und dureh jeden 
von ihnen gehen zwei der Linien €. 

Wenn wir die Ecken des Seehseeks in der Ordnung abedef nch- 
men, so sagt der Satz von Paseal, dass die drei Punkte p, welche wir 
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näher durch (ab, de), (ed, fa), (be, ef) bezeichnen, in einer geraden 
Linie liegen; wir wollen dieselbe als die Pascal’sche Linie abedef oder 
als die Linie ab. cd.ef] 

l de. fa. bel 
bezeichnen, und bemerken, dass dic letztere Ausdrucksweise den Vorzug 
verdient, weil sie die Punkte deutlicher anzeigt, durch welche die Pascal’- 
sche Linie geht. 

Durch jeden Punkt » können vier Pascal’sche Linien gezogen wer- 
den; der Punkt (ab, de) liegt z. B. in den vier Linien abedef, abfdec, 
abceedf, abfede oder in 

jab.ed.efl pe ‚fd.eeq gab.ce.dfı jab. fede} 

Ide.fa.be)’Ide.ca.bf\’Ide.fa.bel'Ide.ca.bfi' 


Wir finden daraus die Gesammtzahl der Pascal’schen Linien, indem 
wir die Zahl der Punkte p mit 4 multiplieiren und durch 3 dividiren, 
weil jede derselben drei Punkte p enthält. Demnach ist die Zahl der 
Pascal’schen Linien = 60, was wir auch durch die Bemerkung erkannt 
haben würden, dass die sechs Buchstaben «, b, c, d, e, f 120 Permuta- 
tionen gestalten, von denen je zwei mit genau umgekehrter Reihenfolge 
der Elemenle wie abedef uud fedeba nur ein Sechseck repräsentiren. 

Betrachten wir nun die Dreiecke, deren Seiten sind 

ab,cd,ef, \l 
de, fa ‚be, 2) 
ef,be,ad, B 
so liegen die Durekschnittspunkte der entsprechenden Seiten von L und 2 
in derselben Pascal’schen Linie 
ab. cd. ef 
bikti . be È 
und die Verbindungslinien IR Ecken schneiden einander da- 
her in einem Punkte; diese Verbindungslinien sind aber die drei Pascal- 
schen Linien 
jab. de. cf} jed. fa. be l, (e .be.adì 
led. fa. bej’ lef- be. ad ab. de. rA Ai 

Darin ist der erste Satz E M, Steiner enthalten: Die Pascal’- 
schen Linien von drei Sechsecken, welche, paarweise ge- 
nommen, drei nicht auf einanderfolgende Seiten gemein- 
schaftlich haben, schneiden sich in einem Punkte. Wir 
nennen ihn den Punkt g und bezeichnen ihn durch 

í ab. dè. cf 
t cd. fa. be t x 
! ef.be.ad 

Diese Bezeichnung lehrt, dass in jeder der Pascal’schen Linien nur 
ein Punkt g liegt; denn wenn die Pascal’sche Linie 

jab. de. cf} 
led. [a.be Í 
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gegeben ist, so erhält man den entsprechenden Punkt g, indem man un- 
ter jede ihrer verticalen Reihen noch die beiden Buchstaben setzt, welche 
sie bisher nicht enthält. Da nun in jedem Punkte g drei Pascal’sche Li- 
nien zusammentreilen, so ist die Zahl dieser Punkte 20. Wenn man 
von den vorher bezeichneten Dreiecken die Paare 2, 3 und I, 3 in dersel- 
ben Weise betrachtet, so sind die Verbindungslinien der entsprechenden 
Ecken in allen Fällen dieselben, und nach dem reciproken Satz des im An- 
fang dieser Note ausgesprochenen zweiten llilfssatzes müssen daher die 
drei Achsen derselben sich in einem Punkte schneiden. Allein derselbe 
ist einer der Punkte g, nämlich der Punkt 

ab. cd. ef 

dèe. fa. beh, 

cf. be. ad 


und diese Betrachtung führt uns daher zu keinem neuen Ergelniss, 


Betrachten wir sodann die Dreiecke 
ab, cd, ef; j 

jab. ce. df} yed.bf.aeı jef-bd.ac h, 
lde. bf. acl’ iaf. ce.bdi' ibe. ae. dft 


jab, ce.dfi jed,bf.aeı jef. bd. ac} ,, 
lef- bd. ael’ bè. ac. df\' tad. ce. bfi © 


4 


Die Durchschnittspunkte der entsprechenden Seiten von I und 4 sind 
drei in derselben Pascal’schen Linie liegende Punkte, und die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Ecken schneiden sich daher in einem Punkte. 
Diese Geraden sind aber die drei Pascal’schen Linien 

jab. ce, df}. ped. bf. ae) jef. ac. 4 
led.bf.del'tef. ac. bay’ lab. df. ce 


Wir bezeichnen den Punkt, in welchem sie sich schneiden, als den 
Punkt A, und drücken ihn durch 


ab, cè. df 
| cd. bf. ae 
ef-ac. bd 
aus. Man sieht aus dieser Bezeichnung, dass die Punkte Æ sich von ilen 
Punkten g wesentlich dadurch unterscheiden, dass nur eine der Vertical- 
reihen die sechs Buchstaben abedef ohne Unterdrückung und Wiederho- 


lung enthält. Man erkennt leicht, dass in jeder Pascal’schen Linie drei 
Punkte 4 liegen, nämlich in der Linie 


| ab. ed. "i 
de. af. be 
die drei Punkte 


| ab. cd. ef ab. èd. ef i ab. cd. ef 
t de,af.be),ide.af.be,\,ide.af.be). 
l cf-bd. ae ac. be. df? ! bf.ce.ad Í 
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Wir haben die vollständigen Verticalreihen in diesen Symbolen durch 
einen übergeselzien wagrechten Strich bezeichnet. Dies giebt den Satz 
vonMr. Kirkmann: Die Pascal’schen Linien durchschneiden 
sich zu dreien nicht nur in den zwanzig Steiner’schen 
Punkten g, sondern auch in sechzig andern Punkten A. 

Der im Art. 292 gegebene Beweis des Steiner’schen Satzes lässt sich 
auch auf diesen Satz anwenden. 

Betrachten wir ebenso die Dreiecke 1 und 5, so sind die Verbin- 
dungslinien der entsprechenden Ecken dieselben wie für } und 4 und die 
entsprechenden Seiten durehschneiden sich daher in einer geraden Linie, 
welche offenbar eine Pascal’sche Linie ist. 

Ebenso liegen die Durchsehnittspunkte der entsprechenden Seiten 
der Dreiecke 4 und 5 in einer geraden Linie; es sind die drei Punkte 4 


ab.ce. df ae. cd. i E ac. bd. ef 
de. bf. ae B bd. af. ce N df. ae., be 
ef. ae. bd | ac. be. df je l ce. bf. ad 


Ueberdies muss die Achse der Dreiecke 4 und 5 durch (denselben 
Punkt gehen, in welchem die Achsen der Dreiecke 1, 4 und 1, 5 sich 
schneiden, nämlich durch den Punkt g 

(ab. cd. ef] 
de, af, be 
E . be. ad 

Man sieht, dieser Punkt d ist derjenige, welchen man durch die 
Vereinigung der vollständigen Verticalreihen der drei Punkte + erhält, 
welchen er entspricht. Wir erhalten so den von Mr. Cayley und Sal- 
mon gefundenen Satz: Es existiren in dem betrachteten 
System zwanzig gerade Linien &, deren jede durch drei 
Punkte g und einen Punkt 4 hindurchgelt. 

Nehmen wir ferner drei Pascal’sche Linien, welehe sich in einem 
Punkte 4 schneiden, z. B. 

ab.ce,dfı jde. bf. ai ar, en 

de. hf. ac\' lef -ae bat’ + df.ce\ 
so können wir, indem wir in jeder von ihnen einen Punkt p nehmen, ein 
Dreieck bilden, dessen Ecken sind. 

idf, ac, (bf, at), (bd, ce 

und welches daher die Linien 

ac, bf, dey ybf.ce.ud; gbe. ac .efı 

har. ae. cbl’ lae. bd. cef Vtec. df. abh 

zu Seiten hat. ` 

Ferner können wir in jeder dieser Seiren einen Punkt Æ nehmen, in- 
dem wir unter jede der obigen Pasecal’schen Linien af. ed. be setzen, unl 
so ein Dreieck bilden, dessen Seiten sind 


jac. bf. de) EA „de. ak, df. ab. ece 
lbe. cd. aff '\ be. cd. af 'i be ed.af 
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Die Durchsehnitispunkte der entsprechenden Seiten dieser Dreiecke, 
welche daher in einer geraden Linie liegen müssen, sind die drei Punkte g 


be. cd. Ai be. cd.af) į be. cd. af 
ač. bf. de ef. ae.bd| t df.ab. ce}. 
lar w:be) badir cel ldi ef val 


Wir stellen zu denselben cinen vierten Punkt g 
be. cd. af 
ef. ab.de;., 
l ad. e f. be ) 
von welchem die Symmetrie der Bezeichnung lehrt, dass er in derselben 
geraden Linie liegen muss. Es sind diese vier Punkte alle die Punkte g, 
in welche die Reihe be. cd. af eingehen kann. 


Man kann aber fünfzehn verschiedene Producte von der Form 
be. cd. af aus den Buchstaben «a, b, c, d, e, f bilden und erhält somit den 
Satz destl. Steiner: Die Punkile gJiegen zu vieren in fünfzehn 
geraden Linien J. Durch jeden Punkt g gehen ausser den 
drei Pascal’schenLinien noch überdies drei der Geraden J. 
Das Bisherige scheint genügend, um die zur Untersuchung dieses Systems 
geeignete Methode zu bezeichnen, und zur ferneren Beschäftigung mit dem- 
selben, als welche leicht zu manmnichfachen neuen Sätzen führen würde, 
anzuleiten. 


Wir führen deshalb nur noch eine Reihe anderer Sätze, welche von 
den genannten Forschern, insbesondere von Mr. Kirkmann, gefunden 
worden sind, historisch an. 


Die zwanzig geraden Linien x gehen zu vieren durch 
fünfzehn Punkte g. Die vier geraden Linien x, deren Punkte g in 
der vorhergehenden Bezeichnung eine gemeinschaftliche Verticalreihe ha- 
hen, gehen durch denselben Punkt. 


Es existiren sechzig gerade Linien J, deren jede 
durch einen Punkt p und zwei Punkte A geht. Diese ge- 
raden Linien gehen zu dreien durch sechzig Punkte j, 
von denen je drei in einer Linie æ liegen. 


Mr. Kirkmann hat den Durchschnitt der Pascal’schen Linien für je 
zwei solche Sechsecke, welche wie die beiden abedef und abefed vier ge- 
meinschaftliche Seiten haben, olıne dass ein Paar gegenüberliegende Sci- 
ten für beide dieselben wären, als einen Punkt m, und für solche zwei 
Sechsecke, welehe drei gemeinschaftliche Seiten haben, von denen ein 
Paar anstossende Seiten sind, wie z. B. abedef und abcefd, als einen 
Punkt z bezeichnet. In Bezug auf diese Punkte gelten dann die Sälze: 
Die neunzig Punkte m liegen zu dreien in sechzig gera- 
den Linien M. 


Es giebt sechzig gerade Linien R, deren jede sechs 
Punkter und überdies einen der sechs Punkte P enthält; 
dieselben gehen zu dreien durch zwanzig Punkte g. 
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Es existiren neunzig gerade Linien , deren jede 
zwei Punkte A und einen Punkt p enthält. 

Wir fügen dem einen Salz von II. Hesse hinzu, welcher sich auf 
die geraden Linien J des Steiner’schen Satzes und die Punkte g bezichıt. 

Man denke drei der geraden Linien J und den Punkt 
g, in welchem sie sich schneiden, und bezeichne durch 
9% 99 933 91 92» 53 Pe »9s die andern drei Punkte g, wel- 
che auf jeder derselben noch ferner liegen. Betrachtet 
man die Punkte 91,9» 93; 9i» 920 933 Io 9293 alsEckpunkte 
von drei Dreiecken, so geben die Durchschnittspunkte 
der homologen Seiten jedes Paares dieser Dreiecke drei 
Punkte g, welche derselben Geraden J angehören; die 
drei so erhaltenen geraden Linien J treffen in demsel- 
ben Punkte g zusammen, welcher mit dem gegebenen 
Punkte g dem Kegelsehnitt conjugirt ist. Die Gesammt- 
figur enthält fünfzehn gerade Linien, nämlich die drei 
gegebenen Geraden J, die neun Dreiecksseiten und die 
drei daraus abgeleiteten Geraden J; und zwanzig Punkte 
9, nämlich zehn gegebene und zehn abgeleitete; diese 
zwanzig Punkte lassen sich in zehn Paare so vertheilen, 
dass die Punkte jedes Paares in Bezug auf den gegebenen 
Kegelschnitl conjugirt sind. 

Mit einigen weiteren Sätzen wollen wir endlich noch eine andere 
Richtung andeuten, in welcher das System des Pascal’schen Satzes von 
Interesse ist. Die Pascal’schen Linien dreier Sechsecke wie 

abcdef, abdefe, abefde, 


welche die Seiten ab, cd, ef gemein haben, die einander 
nicht benachbart sind, bilden mit diesen ein nenes Sechs- 
eck, welches einem Kegelschnitt eingeschrieben ist. Die 
Pascal’schen Linien dieser Sechsecke werden nach unserer Bezeichnung 
durch kab.ced.efj jab. de. fej jab. ef. de 
tde. fa. bel lef. ea. bil’ Ifa. ca, bei 

ausgedrückt. Nennen wir sie die Linien 4, 2, 3, so bilden die Geraden 1, 
ab, 2, ef, 3, cd das Sechseck , von welchem der Satz spricht; in demsel- 
ben ist der Durchschnittspunkt der Seiten I und ef der nämliche, wie 
der von ef mit be, der Durchschnitt von 2 und cd derselbe, wie der von 
cd mil ae, und der von 3 mit ab derselbe mil dem von ab und df. Diese 
drei letztern Punkte sind aber die Punkte der Pascal’schen Linie für das 
Sechseck abedfe, und der Satz ist bewiesen. Der betrachtete Kegelschnitt 
ist von dem gegebenen verschieden, aber er besitzt mit ihm die letzter- 
wähnte Pascal’'sche Linie gemeinschaftlich. 

Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben ist, so sind die sechs Durchschnittspunkte derjeni- 
gen Seilen desselben, die weder aufeinanderfolgend noch 
entgegengesetzt liegen, die Eckpunkte eines Sechsecks, 
welches einem andern Kegelschnitt umschrieben ist. 
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Wenn von zwei Sechsecken das eine einem Regel- 
schnitt S eingeschrieben und das andre demselben Ke- 
gelsechnitt so umschrieben ist, dass dieBerührungspunkte 
seiner Seiten mit den Eekpunkten des ersteren zusam- 
menfallen, wenn man in dem ersteren die Seiten, wel- 
che weder aufeinanderfolgen noch entgegengesetzt sind, 
bis zum Durchschnitt verlängert, und im zweiten die 
Ecken, von denen das Gleiche gilt, durch gerade Linien 
verbindet, so erhält man einerseits die Eckpunkte eines 
Sechsecks, welches einem neuen Kegelschnit! 8, um- 
schrieben ist, und andrerscils die Seiten eines Sechs- 
ecks, welches einem zweiten neuen Kegelschnitt Z, ein- 
geschrieben ist; der Brianehon’sche Punkt jenes und die 
DPascal’sche Gerade dieses Sechsecks sind Pol und Po- 
lare bezüglich des gegebenen Kegelschnitts S, und beide 
Sechsecke sind in Bezug auf diesen nämlichen Kegel- 
schnitt polar-reeiprok. 


‘ 


III. Ueber die allgemeine Aufgabe, 
einen Kegelschnitt nach gegebenen Bedingungen 
zu beschreiben. 


Wir sahen, dass fünf Bedingungen einen Kegelschnitt bestimmen, 
und können daher im Allgemeinen einen Kegelschnitt beschreiben, wenn 
m Punkte und z Tangenten desselben gegeben sind, und m + n == 5 ist. 
Es wird kaum nöthig sein, dabei auf diejenigen speeiellen Fälle besonders 
aufmerksam zu machen, in denen eins dieser Bestimmungs-Elemente oder 
mehrere derselben in unendlicher Entfernung sind; wir wachen nur 
einzelne darauf bezügliche Bemerkungen. Wenn eine Parallele zu 
einer Asymptote gegeben ist, so ist dies einer Bedingung äquivalent, 
denn mit ihr ist ein Punktder Curve, nämlich der unendlich entfernte Punkt 
der Geraden, gegeben. Die in Art. 417, Aufg. 13 gegebene Construction eines 
Kegelschnitis aus fünf Punkten überträgt sich ohne weiteres auf diesen 
Fall, indem man den Punkt Æ als unendlich entfernt und die geraden Li- 
nien DE, ME daher als parallel einer gegebenen geraden Linie betrachtet. 

Eine Asymptote der Curve ist zwei Bedingungen äquivaleut, weil 
mit ihr eine Tangente und der zugehörige Berührungspunkt gegeben ist. 
Die Bestimmung, dass ilie Curve eine Parabel sein soll, ist einer Be- 
dingung Äquivalent, weil die unendlich entfernte gerade Linie in diesem 
Falle als eine Tangente gegeben ist; dagegen wiegt die Bezeichnung der 
Curve als Kreis zwei Bedingungen auf, denn es sind zwei bestimmte 
Punkte in unendlicher Entfernung, durch welche die Curve gehen muss. 
Ein Brennpunkt der Curve ist zwei Bedingungen äquivalent, denn er 
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bestimmt zwei Fangenten der Curve. Dass ein Brennpunkt mil drei andern 
Bedingungen zusammen einen Kegelschnitt hestimme, erhellt auch daraus, 
dass die reciproke Construction, wenn man jenen Brennpunkt als Pol nimmt, 
einen Kreis zu bestimmen verlangt, für welchen drei Bedingungen gege- 
ben sind; wenn man von der durch die Elementar-Geometrie erhaltenen 
Auflösung dieser Aufgabe die reciproke Figur bildet, so hat man die Auf- 
lösung der betrachteten Frage. Auch die Angabe des Pols einer ge- 
raden Linie in Bezug auf den gesuchten Kegelschnitt ist zwei Bedin- 
gungen äqnivalent, denn drei weilere Bedingungen würden die Curve 
bestimmen. Ist nämlich P (in Fig. 43) der Pol von R R” und T ein 
Punkt der Curve, so ist T, der vierte harmonische Punkt zu den Punk- 
ten P, T, R, auch ein Punkt der Curve; oder wenn OT eine Tangente ist, 
so muss auch 07’, die vierte Harmonikale zu OP, OR’, OT eine Tan- 
gente sein. Wenn also ausser einer geraden Linie und ihrem Pol drei 
Punkte oder drei Tangenten der Curve gegeben sind, so können drei 
weitere Punkte oder Tangenten gefunden werden, und die Curve ist De- 
stimmt. Die Bestimmung des Centrums, als des Pols ider unendlich 
entfernten geraden Linie, ist zwei Bedingungen äquivalent. 

Die Angabe eines Punktes in der Polare eines gegebe- 
nen Punktes ist einer Bedingung äquivalent ; z. B. bedeutet die Bezeich- 
nung der Curve als gleichseitige Hyperbel, dass jeder der unendlich ent- 
fernten imaginären Kreispunkte in der Polare des andern in Bezug aul 
die Curve liegt. 

Wenn diese Bemerkungen namentlich der Zurückführung besonderer 
Fälle auf die allgemeinen Bestimmungen gelten, so sollen nun die letzte- 
ren selbst, nämlich die Bestimmung des Kegelschnitis aus fünf Punkten, 
oder aus fünf Tangenten, aus vier Punkten und einer Tangente, oder aus 
vier Tangenten und einem Punkte, und aus drei Punkten und zwei Tan- 
genten, oder drei Tangenten und zwei Punkten kurz betrachtet werden. 


Fünf Punkte. Wir haben bereits in der Aufgabe des Art. 417 
gezeigt, wie man aus fünf gegebenen Punkten beliebig viele andre Punkte 
der Curve durch lineare Constuction finden kaun. Man kann auch die 
Polare eines beliebigen Punktes oder den Pol einer beliebigen geraden Li- 
nie in Bezug auf den Kegelsehmitt bestimmen, weil die im Art. 106 in der 
Aufg. 2. mitgetheilte Construction nach dem Vorigen leicht ausgeführt 
werden kann; man sieht, dass dies zur Bestimmung des Gentrums führt. 

Fünf Tangenten. Man benutzt entweder die reciproken Con- 
struetionen der vorher angegebenen, oder man redueirt die Aufgabe auf 
die vorige, indem man, wie in Art.289 angedeutet ward, die Berührungs- 
punkte der Tangenten bestimmt. 

Man kann auch die Gattung der Gurven leicht bestimmen; denn die 
von ilen fünl Punkten «, b, c, d, e bestimmten Strahlenbüschel (a. ede) und 
(b. ede) sind von gleichem Doppelschnittsverhältniss, und wenn man sie 
als an dem nämlichen Scheitel verzeichnet denkt, so bestimmen die Dop- 
pelstrahlen derselben, d. h. diejenigen Strahlen, welche sich selbst corre- 
spondiren, die Richtungen der unendlich entfernten Punkte des Kegel- 
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schnitls; sind sie reell und verschieden, so ist der Kegelschnitt eine Hy- 
perbel, deren Asymptoten ihnen parallel sind; fallen sie zusammen, so 
ist derkegelsehnitt eine Parabel, und wenn sie imaginär sind, eine Ellipse. 
Man sieht leicht, wie dadurch und durch das Centrum auch die Achsen 
sich ergeben. 


Man kann auch diese Constructionen auf die involutorischen Eigen- 
schaften der ein- und umgeschriebenen Vierecke zurückführen; wir deu- 
ten dies für den Fall von fünf Tangenten an: Vier der gegebenen Tangen- 
ten bilden ein umschriebenes Viereck; wenn man in der fünften Tangente 
einen Punkt beliebig wählt, so ist die von ihm ausgehende zweite Tan- 
gente des Kegelschnitts als der sechste Strahl einer Involulion bestimmt, 
welche von den vier Verbindungslinien jenes Punktes mit den Ecken des 
bezeichneten Vierecks und der fünften Tangente selbst gebildet wird. 


Vier Punkte und eine Tangente. Wir haben eine Methode 
zur Auflösung dieser Aufgabe bereits im Art. 416 bezeichnet und erin- 
nern, dass der Berührungspunkt der gegehenen Tangente, dessen Bestim- 
mung die Aufgabe lösen würde, Brennpunkt einer Involution ist, welche 
von den Gegenseitenpaaren des gegebenen Vierecks in ihr bestimmt wird. 
Die Aufgabe hat zwei Auflösungen, eine Construction «durch lineare Opce- 
rationen allein ist nicht zu erwarten. 


Man kann Carnot’s Salz über den Durchschnitt eines Kegelschnitts 
mil einem Dreieck ABC benutzen, nach welchem für die von den Paaren 
der Durchschnittspunkle seiner Seiten und den Ecken bestimmten Seg- 
mente die Relation 


de. Ač. Ba. Ba. Cb. Cb. = Ab. Ab. Be. Be. Ca. Ca 


besteht; sind a, «', b, b die gegebenen Punkte, und ist AB die gegebene 

> ur 58 i ale ls 
Tangente, so fallen ec zusammen und die bezeichnete Relation beslimnst 
den Werth 4e : Be, da alle andern Segmente bekannt siid. 


Man kann endlich bemerken, dass durch die vier gegehenen Punkte 
des Kegelschnitts auch die Bestimmung dreier Punkte und ihrer Polaren 
schon mit erfolgt ist, nämlich nach Art. 897, der Durchschnittspunkte der 
Diagonalen und Gegenseiten des von jenen gebildeten Vierecks, welche in 
Bezug auf alle diesem Viereck umschriebene Kegelschnilte das gemein- 
schaftliche sieh selbst conjugirte Dreieck bilden. Man erhält dadurch aus 
der einen gegebenen Tangente drei andre Tangenten unmittelbar und hat 
sodann vier Punkte und vier Tangenten. 


Vier Tangenten und ein Punkt. Die reciproken Constru- 
elionen von denen der vorigen Aufgabe führen zum Ziel; insbesondere 
bemerken wir, dass vier Tangenten auch drei Puukte bestimmen, deren 
Polaren in Bezug auf die Curve bekannt sind. (Art. 106.) 

Drei Punkte und zwei Tangenten. Wir ziehen aus Art. 416 
den Schluss, dass die beiden Punkte, in welchen eine beliebige gerade 
Linie einen Kegelschnitt, und die beiden, in denen sie zwei seiner Tangen- 
ten schneidet, einem involutorischen System angehören , für welches der 
Punkt, in dem sie die Berührungssehne der beiden Tangenten schneidet, 
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einer der Brennpunkte ist. Wenn daher die Verbindungslinie von zweien 
unter den festen Punkten a, b die beiden gegebenen Tangenten in A, B 
schneidet, so geht die Berührungssehne dieser Tangenten durch den einen 
oder andern der festen Punkte F, F’, welche die Brennpunkte des Sy- 
stems(a, b, 4, B) bezeichnen. (Vgl. Art. 287.) Das Analoge gilt von der an- 
dern geraden Linie «, c; die Brempunkte G, @ des involutorischen Sy- 
stems, welches durch a, c und dureh die Durchsehnittspunkte 4°, B der 
geraden Linie ac mil jenen gegebenen Tangenten bestimmt ist, gehören 
der Berührungssehne derselben nothwendig an; demnach ist dieselbe 
eine der vier geraden Linien FG, FG, F G, FC, und die Aufgabe besitzt 
im Allgemeinen vier Aullösungen. 


Wenn cine der gegebenen Tangenten unendlich entfernt gedacht 
wird, so dass der Kegelschnitt eine Parabel ist, so ist die Berührungs- 
sehne ein Durchmesser der Curve und die vier Aullösuugen liefern die 
Lage der Achsen der vier Parabeln, welche der Aufgabe entsprechen. 


Zwei Punkte und drei Tangenten. Es kann einerseits die 
Bemerkung zum Ziele führen, dass das von den Berührungssehnen der 
drei Tangenten gebildete Dreieck seine Ecken ebensowohl je eine in einer 
der gegebenen Tangenten haben muss, als seine Seiten jede durch einen 
festen Punkt gehen müssen, welcher in der geraden Verbindungslinie der 
beilen gegebenen Punkte liegt; dem dadurch kann dies Dreieck construirt 
werden. 

Andrerseils kann man den Durchschnittspunkt der beiden Tangen- 
ten des Kegelschnitts in den gegebenen Punkten und damit diese Tangen- 
ten selbst durch die reciproke Construction der vorhergehenden be- 
slimmen. 

Wenn von einem Kegelschnitt zwei Punkte oder zwei Tangenten 
gegeben sind, so ist dies ein specieller Fall von der Bestimmung, dass 
derselbe mit einem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung habe. 
Die Auflösung der Aufgabe: Einen Kegelschnitt zu beschreiben, für wel- 
chen drei Punkte oder drei Tangenlen gegeben sind und welcher mit 
einem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat, — ist bereits 
im Art. 417 Aufg. 10 gegeben worden. Ebenso enthält der Art. 309 be- 
reits die Construction eines Kegelschnitis, welcher mit zwei gegebenen 
Kegelschnilten eine doppelte Berührung hat, und überdies durch einen 
gegebenen Punkt geht, oder eine gegebene gerade Linie berührt. 

Für die Bestimmung eines Kegelselmitts, welcher mit einem gege- 
benen Kegelschnilt eine doppelte und mit drei andern festen Kegelschnit- 
ten je eine einfache Berührung hat, verweisen wir auf Art. 385. 

Endlich hat die Aufgabe: Einen Kegelschnitt durch vier gegebene 
Punkte zu legen, der zugleich einen gegebenen Kegelsehnitt berührt, — 
eine besonders ausführliche Behandlung gefunden, welche dem vielseiti- 
gen Interesse, das sie darbietet, einigermassen gerecht worden sein mag. 
Die Bestimmung derBerührungspunkte auf dem festen Kegelschnitt führte 
auf einen Ort dritten Grades; sechs Auflösungen genügen im Allgemeinen 
der Aufgabe. Wir hestimmlen die vier Punkte als die Durchschnitispunkte 
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zweier festen Kegelschnilte, so dass die Aufgabe die Bestimmung eines 
Kegelschnitts fordert, der mit zwei andern dieselben Durchschnittspunkte 
hat und einen drilten festen Kegelsehmnitt berührt. Wir sahen insbesondre, 
dass dieser Ort sich für drei Kreise auf einen Kreis — den Orthogonal- 
kreis — und die unendlich entfernte gerade Linie, überhaupt für Kegel- 
schnitte, welche durch dieselben zwei festen Punkte gehen, auf die sie 
verbindende Sehne und einen Kegelschnitt redueirt. 


Wir fügen dazu die Bemerkung, dass der Ort des dritten Grades 
auch dann in eine gerade Linie und einen Kegelschnitt (legenerirt, wenn 
der eine der beiden festen dem gegchenen Viereck umschriebenen Kegel- 
schnitte auf cine gerade Limie redueirt ist, d. h. wenn seine Gleichung 
als ein vollkommenes Quadrat erscheint. Man kann also einen Kegelselinitt 
conslruiren, der einen gegebenen Kegelschnilt in zwei bestimmten Punk- 
ten und überdies einen andern Kegelschnitt berührt. 


Wenn von den gegebenen Elementen einige imaginär sind, so erfah- 
ren die Construelions-Methoden Abänderungen, welche indess nicht we- 
senllieh sind. Vier imaginäre Punkte werden durch zwei Kegelschnitte 
oder durch einen Kegelschnitt und durch zwei gerade Linien — welche 
den andern vertreten — bestimmt, und wenn z. B. die Gegenseiten des 
Vierecks involutorische Punktepaare lieferten, so thuu die beiden Kegel- 
schnitte jetzt dasselbe. 


Wir haben hier überall nur Punkte oder Tangenten als gegebene 
Elemente vorausgeselzt, weil sie die wahrhaft ursprünglichen Elemente 
der Curven überhaupt sind; die einleitenden Bemerkungen dieser Note 
haben gezeigt, wie die Angabe der Brennpunkte, des Centrums, der Asyınp- 
loten, die Festsetzung eines Pols und seiner Polare ete. darauf zurückge- 
führt werden können. Man kann unter die Bestimmungsstücke eines Ke- 
gelschnitts enıllich Normalen Jesselhen aufuehmen und nach der Zahl 
un Art der sich ergebenden Auflösungen fragen. Die Art, wie wir in 
den Schlussartikeln des Textes den Begriff der Normale generalisirt ha- 
ben, zeigt, ebenso wie andere naheliegende Betrachtungen, das mindere 
Gewicht, welches eine Normale als Bestimmungs-Element erhalten muss; 
eine grössere Zahl der Auflösungen ist die naturgemässe Folge davon. 
Wir geben eine einfache Anschauung von dem Falle der Bestimmung 
durch vier Punkte und eine Normale. à 

Die Normale bestimmt (ie Richtung oder den unendlich entfernten 
Punkt der zugehörigen Tangenten. 

Wir denken daher das Büschel der dureh die vier festen Punkte ge- 
henden Kegelschnitte und das ihrer von willkürlich gewählten Punkten 
ausgehenden Tangenten ; jede dieser Tangenten berührt zwei Kegelschnitte 
des bezeichneten Systems, weil der Bestimmung eines Kegelschnitts durch 
vier Punkte und eine Tangente zwei Auflösungen entsprechen; einer der 
Kegelschnitte des Systems geht zudem durch den gewählten fünften Punkt 
selbst und es muss somit der geometrische Ort der Berührungspinkte jenes 
Tangentenbüschels mit dem System der dureh die vier Punkte gehenden 
Kegelsehnilte eine Curve 3. Ordnung sein, der der Scheitel des Tangenten- 
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büschels angehört, und welche nach dem Früheren construirt werden kann. 
Lässt man diesen Scheitel unendlich entfernt sein, so übertragen sich die 
vorigen Betrachtungen auf ein Büschel paralleler Tangenten, und wenu 
man seine Richtung zu der der gegebenen Normale senkrecht sein lässt, 
so giebt die entsprechende Curve dritter Ordnung in der gegebenen Nor- 
male die ihr zugehörigen Fusspunkte an, und jeder derselben bestimmt 
mit den vier gegehenen festen Punkten einen der Kegelschnitte, welche 
man sucht; sonach entsprechen der Aufgabe drei Auflösungen. Ebenso 
viele entsprechen der Aufgabe, einen Kegelschnitt durch vier Tangenten 
und eine Normale zu bestimmen und man erhält sie durch ähnliche Be- 
trachtungen. Die Bestimmung eines Kegelschnitis durch drei Punkte, 
eine Tangente und eine Normale liefert (ebenso wie die durch drei Tau- 
genten, einen Punkt und eine Normale) sechs Auflösungen, und die Be- 
stimmung (durch drei Punkte und zwei Normalen liefert deren neun. Für 
jene betrachtet man das Büschel von geraden Linien, welches zu der ge- 
gebenen Normale senkrecht ist und erhält auf jedem Strahl desselben vier 
Berührungspunkte, weil durch drei Punkte und zwei Tangenten vier ver- 
schiedene Kegelschnitte bestimmt sind; ausserdem gehen aber durch den 
Scheitel des Büschels und die drei gegebenen Punkte zwei Kegelschnitte, 
welche die gegebene Tangente berühren, so dass also jedem Stralil des 
Büschels sechs verschiedene Kegelschnitte entsprechen, und der Ort der 
Berührungspunkte zwischen diesen Strahlen und dem System der Kegel- 
sehnitte eine Curve sechster Ordnung ist, welche in dem unendlich ent- 
fernien Scheitel des Büschels einen Doppelpunkt hat. Die sechs Schnitt- 
punkte dieses Ortes mit der gegebenen Normale liefern die sechs Auflö- 
sungen. Für den zweiten Fall betrachten wir das Büschel von Parallelen, 
welches zu einer der Normalen senkrecht ist; jedem Strah! desselben ent- 
sprechen sechs ihn bezeichnende Kegelschnilte, welche durch die drei 
gegebenen Punkte gehen, und denen die andere Normale angehört, und 
man kamm ausserdem durch die drei Punkte und den Scheitel des Büschels 
ılreiKegelschnitte legen. welchen (liese zweite Normale angehört; in Folge 
dessen ist der geometrische Ort der Berührungspunkte der Kegelsehnitte, 
welche durch die drei Punkte, die zweite Normale und je einen Strahl des 
zur ersten Normale senkrechten Büschels als Tangente bestimmt sind, mit 
diesem Tangentenbüschel eine Curve vom neunten Grade, welche im un- 
endlich entfernten Scheitel des Büschels einen dreifachen Punkt hat. 

Analoge Betrachtungen zeigen, dass die Bestimmung durch zwei 
Pımkte, zwei Tangenten und eine Normale acht, die durch zwei Punkte, 
eine Tangente und zwei Normalen, und die durch einen Punkt, zwei Tan- 
genten und zwei Normalen vierzehn, «die durch zwei Punkte oder zwei 
Tangenten und drei Normalen dreiundzwanzig Auflösungen giebt. End- 
lich entsprechen der Bestimmung dureh eine Tangente, einen Punkt und 
drei Normalen achtundzwanzig, der Bestimmung durch einen Punkt oder 
eine Tangente und vier Normalen einundfünfzig und der Bestimmung durch 
fünf Normalen hundertundzwei Auflösungen. (Man vergleiche eine Note 
von H, Steiner in Crelle’s Journ. Bd. LV. 377, und die darauf bezügliche 
von M. E. de Jonquières in Liouville’s Journal 1859. p. 49.) 
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IV. Ueber das System der demselben Vierseit ein- 
geschriebenen Kegelschnitte. 


Das System der durch vier feste gerade Linien berührten Kegel- 
schnitte hildet einen interessanten Cyclus, dessen Ueberblick man sich, 
wie folgt, verschaffen kann: 

Seien a,b, c, d die vier festen geraden Linien, und bezeichnen wir 
durch (ab), (be), (cd), (da), (ac), (bd) die sechs Durchschnittspunte dersel- 
hen, so können die drei Diagonalen des entstehenden vollständigen Vier- 
seits durch (ab) (ed), (be) (ad), (ac) (bd) bezeichnet werden. In allem ent- 
stehen durch diese Linien elf Flächenräume in der Ebene der Figur, de- 
ren keiner einen andern überdeckt; von diesen sind acht unendlich, wäl- 
ren die übrigen drei dureh ein Viereck und zwei Dreiecke gegeben sind. 
Nur «durch fünf von diesen Flächenstücken erstrecken -sich die Kegel- 
schnitte des Systems, in den übrigen sechs Flächen sind keine dem System 
angehörigen Punkle enthalten; diese sechs Flächenstücke sind die beiden 
Dreiecke (be) (cd) (db), (ab) (be)(ca), die Flächen der an den Ecken (bd) und 
(ac) ihnen entsprechenden Scheitelaussenwinkel, und die beiden gleich- 
falls unendlichen an den Seiten d und « anliegenden und respective durch 
die Nachbarseiten a und e, b und d seitlich begrenzten Flächenslücke. 
Wenn man das Vierseit als durch den Durchschnitt zweier Winkel eut- 
standen denkt, so enthält jeder derselben drei dieser Flächenstücke,, de- 
ren zwei, das Dreieck und die einfache Winkellläche auf der einen Seite 
der geschlossenen vierseitigen Figur liegen, während (ie drilte die andre 
Seite derselben bildet. 

Für die Ausbreitung der Kegelschnitte des Systems 
bleiben demgemäss fünf Flächenstücke übrig, nämlich das 
geschlossene Vierseit, von den Ecken (ab) (be) (cd) (da), die Fläche des 
Scheitelwinkels an (da), die zwei Flächen, welche an den Seiten a und d 

Fig, 130. desselben ansltossen und seitlich 
durch die andern b, c begrenzt 
sind, endlich die von vier Seiten 
a, b, e, d begrenzte unendliche 
Fläche; wir bezeichnen diese fünf 
Flächen als 7, JI, III, IV, V. Die 
Figur zeigt sie deutlich und unter- 
scheidet die sechs vorher erwähn- 
ten Flächenstücke einfach von ih- 
nen durch Schraffur. (Fig. 139.) 

Man sieht leicht, jede der drei 
Diagonalen des Vierseits gelt dureh 
drei der fünf dem System angchö- 
rigen Flächen, nämlich (ab), (cd) 
durch 7, III, V, (ac) (bd) durch TIT, IF, F und (be) (da) durch IL, V; 
jede Ecke des Vierecks gehört zu zweien derselben. 
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Demnach können alle Kegelschnitte des Systems in drei Gruppen 
geordnet werden, nämlich solche, welche allein im Raume Z, solche, 
welche in den Räumen ZZ und IV, und solche, welche in den Räumen 
III und Fliegen. Wir betrachten sie nach einander. 


1) Die Kegelschnitte im Raume Z. Es sind Ellipsen. Die 
erste derselben ist die begrenzte gerade Linie (ab) (cd), als eine Ellipse 
von unendlich kurzer Nebenachse betrachtet; in der damit beginnenden 
Reihe der Ellipsen bemerken wir eine Drehung der Hauptachse aus der 
Lage (ab) (cd) gegen die Lage (be) (da) hin und ein damit verbundenes 
anfängliches Wachsen, später wieder Almehmen der kleinen Achse; in 
der begrenzten geraden Linie (be) (da) endigt die Reihe der Ellipsen mit 
derjenigen, für welche wieder die Länge der kleinen Achse Null ist. 


2) Die Kegelschnitte in den Räumen J und IF. Es sind 
Hyperhbeln. Als erste Ilyperbel erscheint die unendliche Strecke 
(de) © (da), welche die letzte Ellipse der vorigen Gruppe zur vollen 
unbegrenzten Geraden ergänzt. An sie schliessen sich Hyperbeln an, für 
deren jede ein Zweig in der Fläche JI, der andere in der Fläche IP liegt, 
jener (da) (ab) und (da) (cd), dieser (be) (ca) und (cb) (bd) berührend. Die 
Berührungspunkte des in J7 liegenden Zweiges mit den durch (da) ge- 
henden Seiten entfernen sich von (da) mehr und mehr, und es schreitet 
dabei der auf (ad) (de) gelegene schneller fort als der andere, so dass er 
in unendlicher Entfernung ankommt, während der Berührungspunkt mil 
der Seite (da) (ab) noch endlich angehlar ist. Dieser Lage entspricht eine 
Hyperbel, welche die Linie (ad) (dc) oder d zur Asymptote hat. Der un- 
endlich entfernte Punkt derselben liegt ebensowohl im Raume JZ, als im 
Raume JF, und wird hier von dem anderen Zweige derselben Hyperbel 
berührt, welcher auch die Seiten b und c berührt. 


Auf diese folgt eine Reihe von Ilyperbeln, für welche alle der dem 
Raume ZI entsprechende Zweig nur die Seite a berührt, während der 
andere im Raume ZF die übrigen drei Seiten b, c, d berührt. Als Grenz- 
fall entspricht dieser Reihe die Hyperbel, für welche der Berührungspunkt 
mit a unendlich entfernt, für welche also « eine Asymptote ist. 

Daran schliesst sich eine Reihe von Hyperbeln, für deren jede der 
im Raume JI liegende Zweig keine der beiden Seiten berührt, weil alle 
vier Seiten von dem im Raume ZV liegenden Zweige herührt werden; 
jener erstere Zweig rückt weiter und weiter vum Punkte (ad) weg und 
verschwindet in unendlicher Entfernung für den Grenzfall dieser Reihe, 
eine Parabel, welche, die vier Seiten «, b, c, d berührend, in ihrer end- 
lichen Erstreckung ganz der Region IF angehört. 

Diese Parabel führt zu den Kegelschnitten dieser Region über, welche 
Ellipsen sind, die die vier Seiten «4, b, c, d berühren; die Reihe dersel- 
ben endigt, nach einem älmlichen Entwicklungsgange, wie er hei den 
Ellipsen des Raumes 7 stattfindet, mit der als eine Ellipse von unend- 
lich kleiner Nebenachse zu betrachtenden begrenzten geraden Strecke 
(ac) (ba). 


dulmon, Anal, Geom, der Kegelschnitie, 38 
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3) Die Kegelschnitte in den Räumen JMZ und F. Sie sind 
Hyperbeln, deren einer Zweig im Raume ZIT, der andere im Raume V 
enthalten ist. Als die erste derselben erscheint die unendliche Strecke 
(ac) œ (bd), welche die, die letzte Ellipse der Gruppe 2) repräsentirende 
begrenzte Strecke (ac) (bd) zur unendliehen Geraden ergänzt. 

An dieselbe schliesst sich eine Reihe von liyperbeln an, deren jede 
einen Zweig in dem Raume JII hat, welcher die Linien æ und c, und 
einen Zweig in dem Raume F, welcher die Linien b und d berührt. Ihnen 
entspricht als Grenze diejenige Uyperbel, welche die Seite e zur Asym- 
ptote hat. 

Daran schliesst sich dann eine Reilhe von Hyperbeln, für deren jede 
der im Raume JJZ liegende Zweig nur die Seite a berührt, während die 
drei andern Seiten b, ce, d amand von dem dem Raume V angehören- 
den Zweige berührt werden. Die Grenze dieser Reihe bildet diejenige 
Hyperbel, welche die Seite b zur Asymptote hat. 


Diese führt zu einer Reihe von IIyperbeln über, für deren jede der 
im Raume IZ/ liegende Zweig die Seiten a und b berührt, während für 
den im Raume F liegenden die beiden andern Seiten c und d Tangenten 
sind. Die letzte IIyperbel dieser Reihe ist die unbegrenzte Strecke 
(ab) œœ (ed). Man sieht, sie ergänzt die erste Ellipse des ganzen Systems 
zur unbegrenzten Geraden (ab) (ed) und schliesst den Cyclus ab, so dass 
man, an jeder belichigen Stelle beginnend, ihn ganz durchlaufen kann. 

Wenn man zweiGegenecken desVierecks (ab) (be) (cd) (da) 
zusammenfallen Jässt, z.B. (ab), (ed), indess die beiden ühri- 
sen unverändert bleiben, so bilden die benachbarten Sei- 
ten (be) (cd), (be) (ab) und (ca) (ab), (ca) (ed) zwei Paare zusammen- 
fallenıer Tangenten für alle Kegelschnitte des Systems; 
ihre Durehschnittspunkte (be) und (ac) sind die gemeinschaftlichen Be- 
rührungspunkte B und 4 aller dem System angehörigen Kegelschnitte 
mil den Seiten BC und 40, den Doppelseiten des umschriebenen Vierseits. 

Die gerade Linie 43, die Berührungssehne der gemeinschaftlichen 
Tangenten aller Kegelschnitte des Systems, kam als die Achse dessel- 
ben und der ihr in Bezug anf alle diese Kegelschnitte als Pol entspre- 
chenle Punkt Cals der Pol des Systems bezeichnet werden. 

Die Formenwandlung der diesem System angehörigen Kegelsehnitte 
kann wie folgt überblickt werden: Wir betrachten als den ersten Kegel- 
schnitt dus Systems die begrenzte Strecke der Achse zwischen den Be- 
rührungspunkten der gemeinschafllichen Tangenten; sie ist eine Ellipse 
von wmendlich kleiner Nebenachse. Sie ist die erste einer Reihe von El- 
lipsen, welche sich mit drehender und dabei wachsender Hauptachse 
gegen die Grenzlage der in 4, B von den Linien C4, CB berührten Pa- 
rabel bewegen. An diese schliessen sich Iyperbeln, deren heide 
Zweige in demselben Winkelraum JCB, welchem die Ellipsen angehör- 
ten, und seinem Scheitelwinkelraum liegen; mit abnehmender Hauptachse 
nähern sich diese stelig und unbegrenzt dem Paar der geraden Li- 
nien CA, CB. Sie gehen endlich durch diese hindurch in Hyperbeln 
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über, welche die Flächen «er Nebenwinkel der bisher betrachteten bedecken 
und bei fortgesetzter Drehung der Hauptachse endlich in der unbe- 
srenzten Strecke 400 C endigen, welche als eine Ilyperbel von 
unendlich kleiner Nebenachse anzuselien ist. Man sieht, wie diese die 
erste Ellipse des Systems zur unbegrenzten geraden Linie AC ergänzt 
und den Cyklus schliesst. (Vergl. zwei Noten von M. Cayley im II. Bde. 
des Quarterly Journ.) 

Man erkennt wohl, wie dieser Cyklus in Allem sich als die Grenze 
des vorbetrachteten erweist; wie er sich von ihm wesentlich nur un- 
terscheidet durch das Ausfallen der dort unter 1) betrachteten Reihe von 
Ellipsen, als der zwischen den HIyperbeln der Gruppe 3) und der Gruppe 
2) inneliegenden Reihe, so dass diese beiden in eine nur durch das Paar 
der geraden Linien getheilte Gruppe zusammentliessen. 


Aber dies System ist zugleich der Grenzfall des an- 
dern Systems derjenigen Kegelschnitte, welche dem- 
selben Viereck abed umschrieben sind; derselbe wird durch 
das Zusammenfallen zweier Paare benachbarter Ecken oder eines Paa- 
res Gegenseiten aus dem allgemeinen erhalten. Auch diesen Zusammen- 
hang findet man in der Vergleichung des oben geschilderten Systems 
mit dem bezeichneten mehrseitig betrachteten (vergleiche z. B. die Para- 
graphen 252 — 257 des barycentrischen Calculs und den Aufsatz 
von A. Jacobi im 23. Bande von Crelle’s Journal) System deutlich ge- 
zeichnet. Man weiss, dass für das letztere die beiden Fälle unterschie- 
den werden müssen, in welchen einer der vier Punkte innerhalb des von 
den drei übrigen gebildeten Dreiecks liegt, und in welchem jeder dersel- 
ben ausserhalb des Dreiecks der drei übrigen fällt; weiss, dass in jenem 
Falle nur Hyperbeln den System angehören, indess in diesem neben Hy- 
perbeln auch Ellipsen und unter den Uebergangsformen zwei Parabeln 
mil auftreten. Man sieht, dass der Grenzfall des Systems der sich doppelt 
berührenden Kegelschnitte, ebenso wie er in der Lage der vier Punkte 
den Uebergang bildet, auch in dem Vorkommen von nur einer aber stets 
einer Parabel diese Grenzstellung bezeichnet. 


Wir haben in dem Vorigen überall reelle Bestimmungs-Ele- 
mente vorausgesetzt, und es bleibt demnach zu erinnern übrig, dass 
dieselben ganz oder theilweise auch imaginär sein können. Die vier 
geraden Linien des ersten Systems können als gemeinschaftliche Tangen- 
ten zweier Kegelschnitte gegeben und demnach alle vier, oder es können 
duch zwei von ihnen imaginär sein. Desgleichen die vier Punkte des letzten 
Systems. Man weiss, dass den aus jener Voraussetzung hervorgehenden 
Systemen die Systeme der confocalen Kegelschnilte und den aus dieser 
letztern entspringenden die der Kreise mit gemeinschaftlicher Radical- 
Achse beispielsweise entsprechen, 

In dem Grenzfall der sich doppelt berührenden Kegelschnitte können 
die gemeinschaftlichen Tangenten und demgemäss ihre Berührungspunkte 
imaginär sein, während der Pol und die Achse reell hleihen müssen, Das 
System eoncentrischer Kreise bildet einen sehr speciellen Fall davon. Die 
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Bestimmung des allgemeinen Falles kann man vollzogen setzen durch einen 
Kegelschnitt, eine gerade Linie, die keine reellen Punkte mit ihm gemein 
hat und den in Bezug auf jenen Kegelschnitt genommenen Pol derselben ; 
dieser Kegelschnitt gehört selbst dem System an, welches dureh diesen 
Pol und jene geradlinige Achse bestimmt ist. 

Mil einer unendlich wenig vom Pol abweichenden Ellipse beginnt 
das System: seine Kegelschnitte nähern sich, durch Ellipsen fortschrei- 
tend, unbegrenzt einer Parabel und gehen durch diese hindurch zu Hy- 
perbeln über, deren letzte unendlich wenig von der Achse abweicht. Jene 
Ellipsen und die Parabel liegen sämmtlich auf der nämlichen Seite der 
Achse, diese Ilyperbeln haben zu beiden Seiten derselben je eineu Zweig. 
Jene unendlich schmale Ellipse hat in der Achse eine von imaginären Punk- 
ten begrenzte Strecke bestimmt, welche die letzte einer Reihe von ima- 
ginären Iyperbeln als eine unbegrenzte Strecke zur unendlichen Geraden 
ergänzt. Durch diese imaginäre Reihe, welche mit dem Paare der imagi- 
nären gemeinschaftlichen Tangenten endigl oder beginnt, wird der Kreis- 
lauf der Formen hier beschlossen. 


V. Ueber die Bestimmung der Asymptoten eines 


Kegelschnitts aus seiner allgemeinen Gleichung. 


Wir setzen die allgemeine Gleichung in der Form 
ac! + ap + ay + bby + 2byau + 2b ab =o 
voraus und repräsentiren sie durch 
Fi«, B. 7) = 0; 
dagegen mag fia, By) =o 
die Gleichung der Asymptoten darstellen, die wir suchen. 

Die Asymptoten des gegebenen Kegelschnitts können 
als cin zweiter Kegelschnitt hetrachtet werden, der mit 
jenemin der unendlich entfernten geradenLinieeine dop- 
pelte Berührung hat; daher muss ilre Gleichung unter der allge- 
meinen Form 

F(a. B. y) + kia 4- ß = y'= o0 
mit enthalten sein. - 

Unter allen in dieser Form enthaltenen Gurven ist 
sie dadurch ausgezeichnet, dass ihr Centrumiu ihr selbst 
iige 

Nun ist das Centrum einer Curve 

or 
fie.ß.}7) = o0 
dureh die Gleichungen 


dfia,ß,y) __dfle, B. y) djia. p. y) 
de Fi d dy 
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bestimmt, und man erhält daher zu seiner Bestimmung die drei Glei- 
chungen 


dF ia. p, y) dFia,ß,y) _dFla,ß,r 
er ae = — ılae+pßry) 
oder durch Entwicklung 
at+kar+ "+ % B+W+hy=n, 
(WH kapli KBH + kyo, 
bt kap(b +UB Hak y = O. 
Daraus ergieht sich zur Bestimmung von ~ die Bedingung 
atk bk bk 
Ib tk atk b 4ko. 
o pHk bpk a +k 
Indem man diese Determinante in ihre Partial-Determinanten zerlegt, re- 
ducirt sie sich auf eine Bestimmungsgleichung ersten Grades 


ü, t^ l SAIN y a‘ ] a,b", Y 
— iR w, a ‚I + a EN + La, b a b 
b,b,1| Be re j vV,b,a 


Damit ist die Gleiehung der Asyınptoten bestimmt. 
Für b = b = b” = o, d.h. für den auf ein sich selbst conjugir 
tes Dreieck bezogenen Kegelschnitt, hat man 
3 aaa 
zZ ad aa -t aa’ 
und damit die Gleichung der Asynptoten: 
(a Hap + a”) lad + aa paa) — (a tH B H y ada mo. 
Für einen dem Fundamental- Dreieck umschriebenen Kegelsehnitt 
oder a = « = a" c= o 
hat man dagegen 


ul 2644" 
tt al + N) 


und damit 
(By + bya + tap) [E 4 bt +5" — bb + 90” + bb) 
+21 lat BH y= o0 

als die Gleichung der Asymploten. 

Man bemerkt endlich, dass die allgemeine Gleichung der Asympto- 
ten für die Werthe 

aa =b", da = b, aa it 

zu einer identischen Gleichung wird, und findet leicht, dass alsdann auch 
die (dreireihige Determinante im Zähler des allgemeinen Werthes von & 
gleich Null wird; das Verschwinden dieser Determinante, als welche 
mit der Discriminante der allgemeinen Gleichung identisch ist, zeigt an, 
dass dies für den in zwei gerade Linien deformirten Kegelschniti der 
Fall sei. In der That kann jedes Paar mit denselben paralleler Linien als 
das Asymptoten - Paar eines solchen Kegelschnitts angesehen werden. 
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VI. Zur geometrischen Bedeutung der Discriminante. 


Im Art. 295 ist gezeigt worden, dass alle die durch eine Gleichung 


von der Form wL — 2uR-+-M=o 
dargestellten geraden Linien einen Kegelschnitt 
DM 


berühren, und im Art. 324 wurde hinzugefügt, dass ilie durch die näm- 
liche erste Gleichung repräsentirten Punkte dem durch die zweite dar- 
gestellten Kegelschnitt angehören, wenn man statt des Systems der drei- 
seitigen Punkt-Coordinaten das der dreieckigen Linien-Coordinalen vor- 
ausselzt; gleichzeitig ward bemerkt, dass die Gleichung 
LM R? 

die Bedingung ausdrückt, unter welcher die Gleichung 

w"L—2uR-+ M==0 
gleiche Wurzeln hat, und man sieht darnach in Erinnerung an Art. 360, 
361, dass für alle die durch eine Gleichung mit veränder- 
lichem Parameter dargestellten geraden Linien oder 
Punkte die mit Null verglichene Discriminaute ihrer 
Gleichung respective die Enveloppe oder den Ort reprä- 
sentirt. 

Es soll in dem Folgenden speciell zu dieser Verbindung des Pro- 
hlems der Enveloppen mit dem System der dreiseitigen oder der Cartlesi- 
schen Punkt-Coordinaten durch die Diserininante ein anregender Beitrag 
geliefert werden. 


Wenn y=f(x) 
die Gleichung einer Curve ist, so wird bekanntlich durch 
er TA de 
} =y-— e 


die Gleichung ihrer Normale im Punkte x, y repräsentirt. Die Einführung 

7 dx . A 

des aus der ersten Gleichung hervorgehenden Werthes von Zu die 
y 


zweite und der Ersatz der einen Veränderlichen æ durch die andere y 
oder umgekehrt liefert eine Gleichung, welche durch die Unbestimnt- 
heil der darin noch enthaltenen Veränderlichen alle Normalen (ler Curve 
y = f(x) repräsentirt, und von der man durch die Vergleichung ihrer 
Diseriminante mit Null zur Gleichung der Enveloppe jener Nor- 
malen, d. i. der Evolute der Curve übergeht. 


Für die Parabel pP = pa 
ii i dx __ 2y 
. B. ia, 
also 
2 y? 
Y — y= — A (x — F ): oder p F — p'y == — 2y + 2y", 
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= h -= 


2X — r 
und geordnet y’ — peT y — p 2 = 0, 


die Gleichung der Normalen. 


Wenn man ihre Disceriminante bildet und sie mit Null vergleicht, so 
erhält man die Gleichung ihrer Evolute. 


Dazu vergleichen wir sie mit der entsprechenden homogenen Form 
Ay’ + 3Bay! + 3Caty + Da’ = 0 
und setzen die Werthe 


A=ı,B=0, = tern 


> P). D= — mi 
J < 
ın die Diseriminante jener Form 
LD — B'C + 4l + DB’) — 6ABCD 
ein; daraus ergieht sich 
Pr P aA pr 


3 Di Zug 
oder 
en 2(2 X — p)’ 
Y 27 p 
als Gleichung der Parabel-Evolute. 
Für die Ellipse ist 
eo p dr ay 
atam bay ia 


und die Gleichung der Normale 
PYy — a Xx + (a — bxy = o. 
Um die durch die Substitution 
D e 
y=; a — a 
eintretende Iyalionalität zu umgehen, selzen wir wie im Art. 231 
x = a cos p, y=bsinp, 
p 


darnach aber un. —=u, 
I 1 . 2u 
so (lass cos p = r Sin o — —— 
5 Z 1 paut P E 


wird. (Arl. 308.) 


Dies giebt 
b Y cos p — a X sin p + (a — D°) sin p cos p= p, 


b Yà — u’) — 2a X u(i + w) + ala — Br) u(i — U) = o, 
d. i. 
E PEF , Da Ka 
ub F -p 4u ate t. amta. 25) + 4u BE eaha je DE bY=o, 


und durch Vergleichung mit der entsprechenden homogenen Form 


dat+aßey + OCP +4Day + Ey = o0 
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und deren Discriminante wegen 
C (par —— My DER m 
A= f — re ax int b?) 


‚c=oD= ‚E=-—Ir 
die Gleichung 


2 2 
— [er — (a ae ur yp 
-ner | (A - IT =. 


> 


als Gleichung der Evolute. Sie reducirt sich nach einander auf 
art p Y4 3a? b$ at — Dj xè Yi (at), 
und å xi + bi Fi (at — m. 

Wir erinnern hiernach unter andern Enveloppen an diejenigen, 
welche durch die Normalen erzeugt wurden, die man in den Punkten einer 
festen geraden oder krummen Linie auf den von einem festen Punkte aus 
nach ihnen gezogenen Radien vectoren errichten kann; wir haben ım 
Artikel 222 die Parabel und in dem Artikel 192 die Ellipse und Hy- 
perbel als Enveloppen dieser Art erkanut, welche respective iler gera- 
den Linie und dem Kreise entsprechen. 


Es ist leicht, diese Resultate analog dem Vorhergehenden an den 
Begriff der Diseriminante anzuschliessen. 


Wenn Y — y = m (X — x) 
die Gleichung der geraden Linie repräsentirt, deren Enveloppe wir su- 
5 „ 1 „+ 
chen, so ist Y = — -4 
m 
die Gleichung der durch den Anfangspunkt der Coordinaten zu ihr geleg- 


ten Normalen, und zur Bestimmung des Fusspunktes der letzteren in 
ihr ergiebt sich aus 


— mimt =y) y. may 
ie I-+ m! ‚Fe= Im? 
Wenn dieser Punkt die durch 
F= f (5%) 


repräsenlirte Linie durchläuft, so gilt die allgemeine Relation 


„mey ("oi — y) 
I- m? = 1 + m? ): 
und die mit Null verglichene Disceriminante derselben liefert die Glei- 
chung der Enveloppe der betrachteten Geraden, 


So z. B. für r=- fA)=ıal rd 
mo — y n y 
I+ m! mem im + : 


oder 
ax + bjm — (ay — 2) m + b — y = 0. 
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Die Discriminante der entsprechenden homogenen Form 
Az +2Bay+ Cy =o 
ist B? — AC, und liefert für 
A=ar +b, B=— "I 
lay — x) — lax + b) (b — y) = 0, 
die Gleichung einer Parabel als die der gesuchten Enveloppe. 
In ganz analoger Weise lässt sich die Entwickelung für den Kreis 
vollziehen, und es sind dabei die Substitulionen des Art. 129 von we- 
senllichem Vortheil. 


‚t=b—y 


Derselben Richtung von Anwendungen der Diseriminante gehört 
endlich auch der Beweis des Satzes an, dass der geometrische 
Ort der Projection des Centrums einer Hyperbel oder 
Ellipse auf ihre Tangenten durch die Gleichung 

+ rer Frr 
dargestellt wird. 

Denn man bewährt ihn, indem man die Enveloppe der Normalen 
sucht, die auf den vom Anfangspunkt der Coordinaten ausgehenden 
adien vectoren der Curve in den Punkten derselben errichtet werden. 

Mit der allgemeinen Relation 


ee SEN f m(mw -- y) 
lpm I+ m? 


verglichen, liefert nämlich die vorige Gleichung als die Gleichung der 
Normalen die folgende: 


(mæ — y) __ (mæ — yP (a? F m?) 
(+ mt (+ m? 2 
oder (mx — y = a F Pm, 


und nach m geordnet, 
m'i + P) — 2mæy + y- mo. 
Dieselbe fällt unter die allgemeine Form 

Ax + 2Bay+ Cy = o0, 

und ihre Diseriminante ist nach dem Werthe 
B? — AC 

und A= +, B= — m, C= y4" a 
zu bestimmen und liefert die Gleichung 

aty = (xè + lt — a’) 


nais o e 
oder = + „= 1. 
Ebenso wird für F’=aX 
me — yN) mæ — y 
( i Fa) E a GFA) > 
cder am’ + (a —x)m +4 y= 0, 
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un durch die Diseriminante wie oben 
dla — P 


77 


y? = 
- sia 


die Cubische Parabel als die Fusspunkten-Curve. 


Eine andere Richtung des Gebrauchs der Discriminante erläutern wir 
nach dem schon früher Gesagten noch durch das folgende Beispiel. 


In den Art. 362 — 366 haben wir die wesentlichsten 
permanenten Relationen zweier Kegelschnitte 
S= 0., SS, = 0 
zu einander auf die Discriminante von 
kS + S = 
zurückgeführt, welche wir in der Form 
k>d + k2® k. ©; Ea d, == 0 
schrieben. 

Wir bezeichneten ihre Coefficienten als Invarianten und erinnern, 
dass 4 und 4, speciell die Discriminanten der Formen S und 8, aus- 
drückten. 

Die Bedeutung der Grössen © und ©, kann aus dieser ihrer Natur 
als Invarianten leicht erkannt werden. Denn das erstere Symbol vertritt 
den aus den Coefficienten der Kegelschnitts-Gleichungen gebildeten Aus- 
druck 
AW — ala") + At aa) + A’ (dt — aa) + 2Blab — k b”) 

+ 22a — Vb) + 2B" (db — bb’). 
Unter der Voraussetzung aber, dass die beiden Kegelschnitts- 
gleichungen in den Formen 
€ +B tyra, 
2Bßy + 2B'ya + 2B"aß = v0 
gegeben wären, dass also 
b =b = b" = 0, A d cl d clo 
ıst, wird dieser Ausdruck mit Null identisch, und man hat also 
0 =. 

Jene Form setzt aber voraus, dass das Fundamental-Dreieck dem 
ersten Kegelschnitt conjugirt und dem zweiten eingeschrieben ist; 
O = o ist folglich die allgemeine Bedingung, unter 
welcher der zweite Kegelschnitt einem sich selbst 
conjugirten Dreieck des ersten umschrieben ist. 

Ebenso erkennt man in 

0, = 0 
die Bedingung, unter welcher der zweite Kegelschnitt 
einem sich selbst conjugirten Dreieck des ersten einge- 
schrieben ist, 
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Denkt man nun eine Ellipse und einen Kreis, repräsentirt durch die 
Gleichungen 
2 ? ; , 
ar + n= 1 und (œ — f + (y — B = r, 
a 
so gewinnen diese Bedingungen besonders einfache Gestalt, und wenig- 
stens die erste ist einer überraschenden Interpretation fühig. 
Die Diseriminante von 
k [{x — et + y— PB! — r] + = +f_ı=0 
| (y ati > 
oder von 
D 1> i 
ni (* + z) +yt (* + 4) — aa — Mpy + ktt Br) 10 
ist 
i „a Pat Bert) — Dietr?) er, 
kèt k P =a rk. FI taw 


und man hat also hier für 


0 — 
den Ausdruck 


aè + b — (a + B — r’) l o, 
a + b? = (a? + B wS r°) 


Darin erkennt man augenblicklich den Salz: Die Länge der 
Tangente, welehe man vom Centrum einer Ellipse an den 
umschriebenen Kreis eines in Bezug auf sie sich selbst 
conjugirten Dreiecks ziehen kann, ist der Länge der 
Sehne des elliptischen Quadranten gleich. 

Dieser Satz ward als eine Aufgabe im Juniheft 1860 von Terquenn’s 
Annalen von M. Faure ausgesprochen. Man sicht, er bezeichnet auch 
eine der allgemeinen unveränderlichen Relationen zweier Kegelschnitte, 
welche in den Invarianten der Discriminante enthalten sind und aus ihnen 
enLwickelt werden können. 

AlsFolgen dieser Entwickelung ergeben sich noch die nachstehenden 
beiden Sätze: 

Für «= — b’, d. i. für die gleichseitige IIyperbel an 
Stelle der Ellipse, geht der Ausdruck von ©, oder 

a rip — 1?) at r?) 
a? bt 


oder 


in 
a? — («è — pP?) 
at 
über, d. h. man hat 
0O, = 0 für & — e = B, 


oder der Mittelpunkt des Kreises, der cinem in Bezug auf 
die gleichseitige Ilyperbel sich selbst conjugirten Drei- 
eck cingeschrieben ist, liegt in der Curve. 
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Durth dieselbe Substitution wird 


9 = ar #— (+ p r’) 


at be 
r— (a® + p°) 
y En a nr. 
und also O =o für € + F= r, 


d. h. der Kreis, welcher einem Ìn Bezug auf eine gleich- 
seitige Hyperbel sich selbst conjugirten Dreieck um- 
schricben ist, geht durch den Mittelpunkt derselben. 

Vergleiche die Aufgabe 2) im Art. 230. 

Für die Parabel, deren Gleichung wir in der Form 

y? = m(x -+ m) 

voransselzen mögen, uimmt die betrachtete Discriminante die folgende Ge- 
stalt an: 
4m! + ikam + Kat + tem + 4m! — (+ par’) + Rt. 

Man hat sonach 0=4um, 
und somit für O — o much & = o, 
d i. das Centrum des Kreises, welcher einem in Bezug auf 
eine Parabel sich selbst conjugirten Dreieck umschrie- 
ben ist, liegt in der Directrix derselben. 

Und ebenso 9, = (a + 2m)? — (a! + p? — r’). 
oder für 9, = 0, («a + 2m = (a + B? — r’), 
ein Ergebniss, welches sich gleichfalls leicht in Form eines Satzes aus- 
sprechen lässt. 

Für den Kreis endlich finden wir durch Entwieckeluug der Diserimi- 
minante von 

+ —r+kle— at + W— Bi — e*) 
die Ergebnisse O = 2r? — [e + F — o). 
und O= r + g + BI oh 
d. i. für den umschriebenen Kreis des sich selbst conjugirten Dreiecks 
=e Be, 
und für den eingeschriebenen Kreis 
Er e. 

gleichfalls der Deutung leicht fähige Ergebnisse. 

Endlich knüpfen wir diese Entwickelungen an die erste Betrachtung 
dieses Zusatzes, indem wir bemerken, dass die Diseriminante der Gleichung 

T BE EAN Lpi u) 

Bert ar Kaia DU tr a k. +) Laie r I 
(in Bezug auf die Veränderliche k) die Gleichung der zur betrach- 
teten Ellipse parallelen Curve liefert, d.i. die Gleichung der Curve, 
deren auf den Normalen der Ellipse gemessener Abstand von dieser letzte- 
ren unveränderlich und = r ist. 


=0 
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Quellen - Nachweis. 


Art. 131. Der Satz der Aufgabe 7) ist dem Cambridge Math. Journal (Bd. 1. 


» 136: 
„ 137. 


159. 


229. 
u 230. 


231. 


p. 169) entlehnt. 

Die hier mitgetheilte Methode rührt von Hart her. 

Die Eutwickelung der Bedingungen, unter welchen die allgemeine 
homogene Gleichung zweiten Grades in Dreipunkt-Coordi- 
naten einen Kreis repräsentirt, gab Ferrers im II. Bde. des 
Quarterly Journal, p.267. 

Die hier mitgetheilte Methode des Beweises für die Unveränder- 
P r B? —44C 
lichkeit von — —, — 

sın 4 w 
and Dublin Math. Journal (Bd. II, p. 106) mitgetheilt. 

. Die in den Aufgaben 3—7 enthaltenen Sätze wurden von 
W. D. Sadleir dem Verfasser mitgetheilt. 

Der in der 4. Aufgabe dieses Art. gegebene Ausdruck der Tan- 
gente cines Kegelschniltsist zuerst von Davies im Philosoph. 
Magas. 1842, p. 192 mitgetheilt worden; der ebenda in der 
5. Aufg. benutzte Ausdruck für die zwei Punkte eines Kegel- 
schnitts verbindende Sehne rührt von Frost her. (Cambridge 
and Dublin Math. Journ. Bd. I, p. 68.) Man findet Anwendun- 
gen desselben auch in einer Abhandlung von Hittorf in Crel- 
le’s Journ. (Bd. XXXVII, p. 89.) In demselben Artikel giebt 
endlich die Aufgabe 6) einen Satz von Mac-Cullagh mit dem 
geometrischen Beweis desselben. 

Der Satz der Aufgabe 2) ist von Steiner (Gergonne’s Annales 
Bd. XIX, p. 59) und der der Aufg. 3) von Gregory (Cambr. 
and Dublin Math. Journ. Bd. I, p. 16) gegeben worden. 

Der Satz der Aufg. 1) wurde von Brianchon und Ponce- 
let in Gergonne’s Annales Bd. XI, p. 205 gegeben; ebenda 
der in der Aufgabe 2) enthaltene, p. 210. 

Die Methode dieses Artikels, die hier als ein vorhereitender spe- 
cieller Fall der allgemeinen Methoden des XIV. Kapitels ge- 
geben ist, ward schon früher von O'Brien im IV. Bd. des 
Cambridge and Dublin Math. Journ., p. 99 empfohlen. 

. Für die ın der 6. Aufgabe gegebenen Ausdrücke des Halbmes- 

sers des einem Dreieck im Kegelschnilt umschriebenen Krei- 


„etc, ward von Boole im Cambridge 
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ses vergleiche man die Abhandlung von Mac-Gullagh in 
den Dublin Exam. Papers 1836, u. Crelle’s Journ. Bd. XL, p. 31. 


Art. 235. Vergleiche eine Abhandlung von Turner im Cambridge and 


„ 243 


» 31. 


» 349. 


» 350. 


» 362 


Dublin Matth. Journal Bd. I. p. 122. 

. Für die Sätze in den Aufgaben 1) und 3) vergleiche man die 
Arbeiten von Steiner (Crelles Journ. Bd. XXXII, p. 300, und 
vonJoachimsthal (Crelle’s Journ. Bd. XXXVI, p. 95). 


2, 263. Die Sätze dieser Artikel rühren von Graves (siehe seine 


Uebersetzung der Abhandluug von Chasles: Memoir on Co- 
nes and Spherical Conies, p. 77) und Mac-Cullagh her 
(Dublin. Exam. Papers, 1841, p. 41, 1842, p. 68, 83). 

- Der hier mitgelheilte Beweis ist einer Abhandlung von Hart im 
IV. Bd. des Cambridge and Dublin Math. Journ. p. 193 ent- 
nommen. 

. Das am Schlusse des Artikels gegebene Beispiel ist von Hart 
(Quarterly Journ. Bd. H. p. 143). 

. Der Satz des Artikels ist von Townsend auf rein geometri 
schem Wege gefunden worden. 

. Die Aufg. 6) ist Hearn’s,‚Researches on Conic Sections“ entlelnt. 

. Die Entwickelung dieses Artikels ward nachFerrers(Quarterly 
Journ. Bd. II, p. 120) gegeben. 


2. Die Gleichung des einem Dreieck umschriebenen Kegelschnitts 


ward wohl zuerst von Bobillier inGergonne’s Annal. XVHI, 
p- 320 diseulirt. Die Methode zur Bestimmung des Ortes der 
Gentra von Kegelschnitten, welche gewissen Bedingungen 
unterworfen sind, ist entlehnt aus Ilearn's „Researches on 
Conic Sections.“ 

Für den hier mitgetheilten Beweis vergleiche man Crem on a's 
Note im XVI. Bd. von Terquem’s „Nouvelles Annales“ p. 79. 

Der hier gegebene Beweis ist von Joachimsthal in Crelle’s 
Journ. Bd. XL, p. 30 entwickelt wurden. 

Für die hier gegebenen Entwickelungen vergleiche man Cay- 
ley’s Abhandlung, Quarterly Journ. Bd. II, p. 44. 

. Die beiden bier entwickelten besonderen Formen von der Glei- 
chung des Orthogvnal-Kreises rühren von Brioschi und 
Faure her. (Nouv. Annales, BA. XY, p. 463; Bd. XVIN, p. 241.) 
Uebrigens steht die Theorie des Orthogonal-Kreises durch 
ihre allgemeine Anwendung auf drei Kegelschnitte und als 
Untersuchung des Ortes der Punkte, deren drei Polaren in 
Bezug auf dieselben in einem Punkte zusammentreffen, in 
engem Zusammenhang mit den von Hesse in der Ablıand- 
lung „Ueber die Wendepunkte der Curven dritter Ordnung“ 
(Crelle’s Journ. Bd. XNXVI) gegebenen Entwickelungen. 

. Die Schlussgleichung dieses Artikels findet sich wohl zuerst in 
dem Werke vonLame&: Examen des differentes méthodes em- 
ployees pourresoudre des problèmes de Geometrie. Paris 1818. 
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Art. 364. Der Satz über den durch die Mittelpunkte der Seiten eines Drei- 


ecks gehenden Kreis ward zuerst von M. Terquem im 
I. Bde. seiner Nouv. Annales de Math. p. 196 gegeben, aher 
neuerdings durch Hart und Salmon wiedergefunden und 
durch sie und W. R. Hamilton ih eigenthünlicher Art 
bewiesen. Siehe Quarterly Journal of pure and applied Ma- 
them. Bd. IV, p. 152—154. 


375. Man vergleiche cine Darstellung dieser Resultate durch Cayley 


in dem Jahrgang 1857 des Philos. Magasin, und die Abhand- 
lung von Brioschi in den Ammali di Math. von B. Tortolini 
1857. In der angeführten Abhandlung hat Cayley wie früher 
schon Jacobi diese Frage der Theorie der elliptischen 
Functionen angeschlossen und ihre Lösung in Determinan- 
ten-Form gegeben. 


m 386. Cayley hat im XXNIX. Bde. von Crelle’s Journ. die Aufgabe des 


Apollonius für Kegelschnitte gelöst. 


306. Die Auflösung der Appollonischen Aufgabe ist Gergonne’s An- 


nalen entnommen. 


+17. Die Bemerkung, dass der Satz von den Höhen-Perpendikeln des 


einer Parabel umschriebenen Dreiecks ein specieller Fall des 
Satzes von Brianchon ist, stammt von Moore und ward mir 
durch den Verfasser dieses Werkes mitgetheilt. 


428. Die Entwickelungen dieses Artikels beziehen sich auf einen Satz 


m 453 oe 


» 493 ete. 


von Cayley; siehe Nouv. Annales Bd. XVI, p. 126. 

Der Herausgeber hat im Osterprogramm der Gewerbschule 
zu Chenmnitz (1860) in einer Abhandlung: „Die Centralproje- 
ction als geometrische Wissenschaft“ die darstellend geome- 
trische Methode in entsprechender Weise begründet und ent- 
wickelt. 

Man vergleiche mit dieser Behandlung der geometrischen 
Verwandtschaften die von Plücker im $. 3 des „Syslem 
der analylischen Geometrie“ gegebene. 


477 — 79. Diese Entwickelungen beziehen sich auf einen Satz von Joa- 


480 Die 


chimsthatl(Creile’sJourn. Bd. XXVI und XXXVIII) und seine 
Erweiterung durch Cayley. (Crelle’s Journ. Bd. LVI, p. 182.) 
hier gegebene Satz ist die Erweiterung eines Satzes von Pol- 
lock im IH. Bd. des Quarterly Journ. Vergleiche Noten von 
Cayley und Ferrers ebendaselbst. 


: 
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Druckfehler-Verzeichniss. 


Seite 6 Zeile 15 v. ð. 
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wy siant ap. 


Die Anmerkung gehört zu Art. 30. 


Zeile 


2 vu. 
2l v. 0. 


“ 
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> POrFFPRrF? 


-a 
a 
p 
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S 
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< 
= 
e 


~ und y stitt y und y» 
$ sau D. 
den (o 
tan (p — fy) san tan — W). 

0A, OP. OR.OB... siat OA. WA OP.OB... 
ergiebt sich auf statt erglebt anf. 

letzten staft letztern. Am Ende; stati. 
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» 305 „ Öv u. deizten Malt nächsten. 
„ 305 „ 33 vw Art. 118 statt Art. 88. 
„ 323 „ 6 v.o. von vieren statt von einem. 
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» 408 R vo. A, und Æ sind zu vertnuschen. 

„ 40 » Il vw. u. Linien statt Linie, rg 
„ 415 = vu. überall dA sinn dd. 

» 26 p Avu, «undp star a, und py 
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„EB a 7mo Art mu AF, 
„52 „ Brn, Erk S 
„ 547 „ 42 v.u. sie daher siau dalier, 
» 06. 10 v.o. eine Enveloppe statt einen Ort. 
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